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Quando pubblicammo la 1' edizione di questo libro, l'idea di 
Tondere nell' insegnamento la geometria piana colla solida era con- 
siderata dalla gran maggioranza come un'utopia, e, come tale, i più 
credevano che non valesse neanche la pena dì discuterla. 

In pochi anni però questa idea ha fatto molto cammino, mal- 
grado gli ostacoli di ogni maniera, che, come tutte le idee nuove, 
ha incontrato sulla sua via. 

L'associazione Matbesis fra gl'insegnanti di matematica delle 
scuole medie ba proposto a tutti i professori, come tema di discus- 
sione, l'opportunità della fusione suddetta, e in tutte le riunioni 
tenute ad iniziativa della stessa associazione a Torino, a Palermo, 
a Firenze ed in altre città è stato proposto di modificare i pro- 
grammi in modo che sia possibile ad ogni insegnante di scegliere 
senza troppe difficoltà fra il vecchio ed il nuovo sistema. 

Finalmente questo stesso voto è stato espresso nell'elaborato 
memoriale che il presidente della citata associazione Prof. R. Bet- 
lazzi presentò nel Maggio 1897 a Sua Eccellenza il Ministro del- 
l'istruzione pubblica a nome di tutti i soci. 

Né basta; tutti gl'insegnanti, che hanno adottato il nostro libro 
ci hanno dichiarato di essere perfettamente convinti dei moltissimi 
vantaggi che ha il metodo della fusione delle due geometrie in 
coufronto dell'antico. Moltissimi poi ci hanno dichiarato d'essere 
dolenti di non potere adottare il nostro libro per le difficoltà, non 
sempre disinteressate, che loro si frapponevano. 
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PREFAZIONE ALLA SECONDA EDIZIONE. 

I si vede, l'utopia è diventata un' idea, che ha virtù di ri- 
l'attenzione e lo studio di quanti si occupano dell' iose- 
; (') e noi, che da lunghi anni ne siamo fermi e convinti 
tori per le ragioni che esponemmo nella prefazione alla 
le di questo libro, ed alle quali non abbiamo da aggiun- 
igliere una sillaba, ci sentiamo assai soddisfatti pensando 
sire modesto lavoro abbia cooperato a raggiungere questo 
; siamo orgogliosi che un'opera di questo genere, fatta 
falsariga dei programmi ministeriali, abbia avuto l'onore 
re ad una 2' edizione. 

testa nuova edizione abbiamo poco cambiato dell'antica, 
ndo in principio il postulato di Archimede abbiamo potuto 
e il postulato dell' invertibilità di un segmento, dì un an> 

un diedro, e quello dello scorrimento del diedro, seguendo 
icciata dal signor Gerard. 

vecchia dimostrazione delle proprietà dei segmenti stac- 
Lie rette parallele da una serie di trasversali, che passano 
Linto, ne abbiamo sostituita una più semplice ed elegante, 
stata fornita dall'egregio Prof. Enrico De Amicìs. 
; per ridurre il volume più piccolo, e quindi tale da pò- i 
dere a un prezzo più mite, abbiamo soppressa qualche j 
3 ordinariamente non s'insegna nelle scuole, come per es. 
nza e la misura della superficie e del solido del toro, 
ìlk dei eentri, assi e piani radicali e dei centri dì simiti- i 
>n nascondiamo che ci siamo decìsi con dispiacere a queste ' 
ani, perchè i capitoli relativi erano una delle prove più 

del grande vantaggio che si ottiene dalla fusione della 
1 piana colla solida.. i 

liniamo esprimendo la nostra gratitudine ai professori Bet- 
rcbesini, DeAmicis, Catania ed altri, che ci hanno dati 
li consigli per migliorare il nostro lavoro. 
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Nel presentare a\ giudizio del pubblico questi Elementi di 
ci sia permesso di dire poche parole sulle origini di qnesto 1 
criteri che ci hanno guidato nel comporlo. 

Nel 1886 il primo dei sottoscritti, essendo chiamato ad in 
Geometria elementare nella R, Accademia Navale, propose e 
Iella illamioata Direzione ottenne che si modificassero i proj 
>{aella scuola, inspirando le modifìcazioui a due concetti fon 
L'uno è qnello stesso che circa venti anni prima aveva iudottc 
siri matematici italiani ad imporre come libro di testo nelle sci 
darie classiche gli elementi di Euclide, e che i Prof. Sannia e 
hanno chiaramente esposto nella prefazione alla 6' edizione dei 
Elementi di Geometrìa colle parole seguenti: «e La recisa presci 
rava a ricondurre all'antica purezza la trattazione della Geo; 
donale elementare, che il Legendre e i suoi imitatori avevano 
:nioperando soveate il calcolo aritmetico a dimostrare verità, 
jirgomeutazioni, fondate sulla semplice intuizione, sarebbero 1 
accertare nel modo più diretto ed appropriato ». 

L'altro coucetto, che inspirò le modificazioni suddette, cons 
l'applicare francamente airiusegoameuto la fusione intima e i 
della Geomett'ia piana colla solida, fusione della quale era stf 
sciuta da tutti l'utilità per la Geometria proiettiva, ma di cui s( 
rempo il De Paolis (') aveva per la prima volta in Italia tent: 
oazione alla Geometria elementare. 

Per mettere in pratica i nuovi programmi, il primo dei 
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preparò od corso di lezioni ette, litografato per cara della K. Accademia 
Nasale, ha servito fino ad ora come libro di testo per la medesima. 
L'esperienza di quattro anni d'insegnamento, fatta da noi e dai nostri 
coUegbi, e gli ottimi risultati avnti in tutto questo periodo di tempo ci 
hanno convinti della bontÀ e opportunità del metodo, di maniera che, 
incoraggiati dalla solerte Direzione degli studi, e deriderosi di rendere 
l'insegnamento della Geometria sempre più conforme a quello che è il 
nostro ideale, ci siamo sobbarcati alla non lieve fatica di scrivere, sulle 
traccie del primitivo abbozzo, il presente Trattato, alla composizione del 
quale, è d'uopo dichiararlo, ci sono stati di grande aiuto gli ottimi Trattati 
del De Paolis e del Sannia e d'Ovidio. 

Sulla opportunità, anzi sulla necessità di rendere Io studio della 
Geometria indipendente dall'Aritmetica e dall'Algebra crediamo inutile 
spendere parole, poiché questa necessità da lungo tempo è stata ricono- 
sciuta da quanti si occupano dell'insegnamento delle matematiche; (*) 
cosicché son quasi scomparsi dalle Scuole Italiane i molti libri mal pen- 
sati e peggio scritti sulle traccie del Legeudre, che le infestavano prima 
del 1867, e pochissimi dello stesso genere ne sono stati pubblicati in 
seguito. (*) 

Fedeli a questo concetto, abbiamo prima di tutto cercato di stabilire 
ed enunciare rigorosamente i priincipii fondamentali della Geometria, rac- 
cogliendo in un certo numero dt Postulati tutte le verità, che bisogna 
ammettere come primitive, e che servono a individuare gli enti ideali, che 
sono ii seggette della scienza dell'estensione, facendo sì che queste verità 
appariscano collegate con ciò che l'intuizione ci mostra avvenire nei corpi 
reali. (') In questa parte ci siamo valsi dei consigli del nostro egregio amico 
e collega Prof. Rodolfo Bettazzi, che ha fatto un accurato studio, ancora 
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PREFAZIONE ALLA PBIUA EDIZIONE. 1S 

inedito, sui Postulati della Geometrìa; ad esso readiamo qui pubbliche 
grazie. Malgrado la cura da noi messa Della scelta dei Postulati, non pre- 
teùdiamo di aver detto l'ultima parola su questa qnistione, sia perchè certi 
concetti sono a tutti cobì familiari, ohe qualche volta può accadere di 
ammettere dei Postulati senza accorgersene, sia perchè, dovendo il nostro 
libro servire all'insegnamento, non ci era lecito eccedere certi limiti. Con- 
Sdiamo tuttavia che la scelta da noi fatta sia razionale e completa, quanto 
lo possono consentire le esigenze didattiche. 

Partendo dai postulati ammessi, abbiamo potuto ricavare logicamente 
da essi, senza alcun sussidio dell'Algebra, tutte le verità della. Geometria 
elementare, riuscendo a rendere indipendenti dalle teorie delle proporzioni 
e delle misure molte quistioni, che negli altri trattati si fanno dipendere 
dalle teorie stesse. 

Crediamo a questo punto aggiungere qualche altra parola sulla uti- 
lità della fusione della Geometria piana colla solida; fusione, che, come 
tutte le novità, ha avuto strenui propugnatori e validi oppositori. 

Veramente questa fusione non è una novità. Fin dagli ultim'anni del 
secolo scorso Monge, nel suo classico Traile de Geometrie descriptive, col 
quale si può dire che fondasse una scienza nuova, dette i primi esempi 
della utilità della fusione suddetta, dimostrando coll'ainto di figure a tre 
dimensioni molti teoremi relativi a figure piane con una semplicità ed 
evidenza, dalla quale si resta ben lontani, quando si voglia fore nso di 
soli elementi del piano. Molti altri, fra i quali ricorderemo Brianchon e 
Poncelet, sulle traccio del Monge, riuscirono per questa via a fare nume- 
rose e importanti acoperte; cosicché l'uso di questo metodo si è diffuso a 
poco a poco, ed ormai Io vediamo universalmente applicato in Geometria 
proiettiva e in Geometria superiore, e lodato e raccomandato dai più illu- 
stri Geometri, come Chasles, Bellavitis, Cremona.(') 

La Geometria elementare è stata l'ultima ad ulùlizzare questo metodo, 
non perchè essa sia meno suscettibile di trarne profitto, ma forse perchè 
le menti dei geometri, attratte dalle quistioni nuove, che si presentavano 
in seguito allo straordinario sviluppo della Geometria superiore negli ul- 
timi cinquant'anni, hanno trovato maggiore soddislazione nella ricerca di 
nuove scoperte, anziché nello atndio di peifezionare le antiche; e forse 
anche perchè le vecchie tradizioni e la consuetudine di oltre venti secoli 
erano di ostacolo ad una trasformazione radicale dei metodi d' insegna- 
mento. Ma non è per questo meno certa l'utilità del metodo in quistione 
anche per la Geometria elementare. Fra le ligure del piano e quelle dello 
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PREFAZIONE ALLA FBIUA EDIZIONE. 

iatono molte ed importanti analogie, che non ai poBsono i^inata- 
)prezzare, teneudo separato lo studio del piano da quello dello 
er esempio è evidente che la maggior parte delle proprietà degli 
dei diedri, dei poligoni e degli angoloidt, del circolo e della sfera 
igliantissime, e, se si studiano separatamente, obbligano a ripeti- 
tili. È pure facile a vedersi che, come certi problemi relativi alla 
o difficili, e talvolta impossibili a risolversi, volendo fare uso sol- 
elementi della retta stessa, mentre invece riescono facilissimi, 
i feccia nso di altri elementi di an piano nel quale giace la retta, 
i problemi relativi ad un piano, difficili, o impossibili a risolversi, 
li limitiamo alle considerazioni di soli elementi del piano stesso, 
riuscire facili per mezzo della considerazione di altri elementi 
zio. 

ociò è stato osservato da altri; infatti dal 1844 il Brestschneider (') 
un trattato, nel quale aveva soppresso la separazione della Geo- 
iana dalla solida; e già da anni questa separazione è soppressa 
ole danesi, nelle quali è molto usato il trattatello dello Steen. (') 
ite il De Paolis, (') e con minor fortuna dopo di lui l'Andriani, (*) 
Dtato d'introdurre questo metodo anche in Italia. 
nostro libro dunque non abbiamo preteso di fare una novità. La 
insiste soltanto nel fatto di aver messa in pratica per l' insegna- 
uno dei più importanti istituti del Regno, un' idea che, a causa 
rammi troppo restrittivi del Ministero dell'Istruzione Pubblica, 
.ncora potuto essere attuata nei nostri Licei ed Istituti tecnici. 
ita consiste anche in questo, che, avendo resa la fusione della 
a piana colla solida più stretta e più intima di quel che era stata 
la, siamo riusciti a rendere indipendenti dalle teorie delle propor- 
rle misure molte quistioni, che prima sembravano dipendenti 
imente da esse. 

ito alla distribuzione delle materie, abbiamo adottato nelle linee 
quella scelta dal De Paolis, che ci sembra la più razionale; vale 
li primi tre Libri abbiamo studiate le proprietà di posizione e di 
Ile grandezze, derivanti dal concetto fondamentale dell'eguaglianza ; 
;o Libro abbiamo esposta la teoria delle grandezze equivalenti, e 
'•e nel quinto Libro la teoria delle grandezze, proporzionali e delle 

roposito del quinto Libro qualcuno forse osserverà, che in esso. 



A, Bretbchkbidib. 
Btattehuleii. Jeiii, 



a Eticlidia. Napoli, 1881. 
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PREFAZIONE ALLA PKIHA EDIZIONE, 
a eiemeDtare ci bì potesse limitare a considerare i rapporti soltanto 

di vista della loro egnaglianza; ma non lo è, se sì pensa che 
dei rapporti, considerati in sé stessi, ed il modo di determinarli 

ono nno degli scopi precipui della Geometria elementare; e che 
ito di questa scienza non potrebbe dirsi completo, se non conte- 
me coronamento dell'edifizio, la teoria della misura, che è m caso 
re di quella dei rapporti. Poiché dnnqne la teoria delle proporzioni 
le una parte della teoiia dei rapporti, che essa studia soltanto dal 
vista della loro eguaglianza, ed è utile principalmente come avvia- 
la teoria delle misure, poiché l'idea nnmerica di rapporto deve 
i\odo essere stabilita, non troviamo nessuna buona ragione per far 

1 la definizione di eguaglianza di rapporti a quella di rapporto, 
ado cosi inutilmente le difficoltà e diminuendo molto la chiarezza, 
ite ed altre simili considerazioni, e l'aver noi trasportati nella 
ll'eqnivalenza tutti i teoremi, che si potevano far dipendere da 
L restando così che un numero molto ristretto di verità dipendenti 
ria delle proporzioni, ci hanno indotto a introdurre fino dal prin- 
5° Iiibro il concetto di rapporto di grandezze e con esso l'idea 

ro, che in ogni modo avremmo dovuto stabilire poco dopo per la 
;lla misura, e poi a studiare le proporzioni come eguaglianze 
■e. 

apitolo delle misure ed il seguente servono da ultimo a mostrare 
:gio, che si ricava dall'uso simultaneo dell'Algebra e della Geo- 
turchè l'nna non invada il campo dell'altra, ma ambedue sieno 
ì opportunamente per aiutarsi a vicenda. 

'esposizione abbiamo procurato sempre di esser brevi ed insieme 
hiari, purché la facilità e la chiarezza non fossero a scapito del 
entifico. L'insegnamento delle matematiche, oltre allo scopo diretto 
iato di fare apprendere un certo numero di nozioni, che trovano 
ratica applicazione in molti usi della vita, ha anche l'altro indiretto 
0, importante quanto il primo, e forse più, di abituare i giovani 
ire dirittamente, di guisa che la scuola di matematiche deve anche 
la scuota pratica di t(^ca; perciò crediamo molto dannosi quei 
, proponendosi unicamente di essere ad ogni costo facili e intel- 
a tutti, abituano la gioventù a ragionare stortamente, e a non 
te lo studio, che in ragione della utilità immediata che se ne ricava, 
mrte crediamo che si debba diffidare di quei libri, che non obhli- 
lensaie; di quei libri che pretendono sostituirsi in tutto e per 
insegnante, rendendo il suo ufficio poco superiore a quello di una 
i. Destinando questo libro all' iosegnaraento, noi abbiamo contato 
aiuto di un insegnante intelligente e volenteroso, che possa 
: dubbi e le difficoltà, e spiegare a viva voce quei passaggi, che 
ebbero spiegarsi per disteso in iscritto senza soverchia prolissità. 
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PREFAZIONE ALLA FStUA EDIZIONE. 

Ci riteiremo ben compensati delle fatiche, che ci costò questo 
.se esso varrà ad invogliare gli iiiBegnanti delle scuole secondarie a 
tare la fusione della Geometria piana colla solida nei Licei e negli 
tecnici, nei quali, oltre che per le ragioni generali dette sopra, . 
cousigliata dal coordinamento, che dovrebbe esistere fra i varii i; 
menti. E iufatti per esempio assurdo che i giovani del Liceo arri 
terzo anno senza avere nessuna nozione di Geometria solida, menti 
prima il professore di Fisica e quello di Scienze Naturali hanno 
di presupporre tali nozioni specialmente nella Cosmografìa e nel 
stai log rafia. 

La copiosa raccolta di esercizi, messa alla fine di ogni libro, | 
terà all'insegnante di fare applicare ai giovani le cose apprese. 

Per ciò che riguarda la parte tipografica noteremo che le figr 
state tutte appositamente incise, e che dobbiamo esser grati ali 
R. Ginsti per le cure che si è dato, affinchè l'edizione riuscisse p 
retta che fosse possibile. 

Livorno, Marzo, I89I. 

Giglio Lazzbri. 

Anselmo Bassani. 
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I. Per studiare un dato soggetto si cerca di ricavare tutt< 
reiative al medesimo, le une come conseguenze deJle altre, in 
partendo da verità fondamentali, delle quali siamo in qua 
convinti, si giunga a mano a mano a scoprire nuove verità. 

Tutte le verità, relative ad un dato soggetto si chiamt 
p-oprietà; ed un complesso bene ordinato di tutte queste 
costituisce la scienza ai quel soggetto. 

L'enunciato delle proprietà necessarie e sufficienti a car 
una cosa, cioè a distinguerla da ogni altra, costituisce la 
di essa. Tutte le altre proprietà della cosa considerata dev 
essere conseguenza della definizione. 

Naturalmente non si può definire una cosa, se non ne l 
in qualche modo l'esistenza, o se resistenza di essa non è et 
delle proprietà scelte per definizione, quando queste stabilis 
relazioni fra essa e altre cose già note. — No segue che nell 
i fondamenti di una scienza non è possibile definire tutte 
nonsi può fare a meno di ammettere come note certe idee, 
cetti, che chiameremo primordiali. 

Tutte le verità che concorrono a formare una Scienza, i 
ciate per mezzo di proposizioni, e si distinguono in assiomi, 
imemi. — Diciamo assiomi quelle verità che sono evidenti 
stesse; postulati, quelle che sono ammesse per comune conse 
enunciano quelle proprietà che abbiamo chiamate primordia 
Ijielle che per mezzo di ragionamenti si ricavano come conse 
gìca di altre proprietà conosciute. 

Le proposizioni, che si ricavano come conseguenza imi 
definizioni, o di una o piti altre proposizioni, si dicono corollari 
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2 PRELIMINARI. 

Ogni scienza poaa sugli assiomi e sui postulati, la scelta de' quali 
è in gran parte arbitraria. 

Se gli enti, che ci proponiamo di studiare, sono puramente ideali. 
i postulati dovranno soddisfare soltanto alle condizioni di non esser 
contradditori agli assiomi e fra loro, e di essere affatto indipendenti 
gli uni dagli altri; poiché, se qualcuno di essi potesse ricavarsi come 
conseguenza dei rimanenti, esso sarebbe un teorema e non un postulato. 
Tutte le conseguenze, che noi potremo ricavare col ragionamento, co- 
stituiranno una scienza logicamente esatta. Se però la scienza in quiatione 
ha per oggetto degli enti veri e reali, i postulati, che si scelgono, devono 
essere conformi a ciò che l'osservazione ci mostra essere verificato in 
tali enti, ed allora le conseguenze, che se ne ricaveranno, costituiranno 
una scienza non soltanto logicamente, ma anche praticamente esatta. 

2. In ogni proposizione si trova il soggetto di cui si tratta; Vipotesi 
o supposizione che si fa sul soggetto; la tesi o conclusione, che negli 
assiomi e nei postulati si ammette, e nei teoremi ai ricava come con- 
seguenza della ipotesi. 

Il ragionamento, per mezzo del quale si ricava la tesi come con- 
seguenza dell'ipotesi, dicesi dimostrazione del teorema. 

Dall'enunciato di una proposizione si possono ricavare altri tre 
enunciati: 1° scambiando tra loro la ipotesi e la tesi; 2" sostituendo 
alla ipotesi ed alla tesi le loro contradditorie; 3° sostituendo alla ipotesi 
la contradditoria della tesi ed alla tesi la contradditoria della ipotesi. 
Le tre proposizioni cosi ottenute si chiamano rispettivamente inversa, 
contraria ed inversa della contraria (o contraria dell'inversa) della pri- i 
mitiva. 

Una proposizione qualunque può ridursi alla forma seguente: I 

a) Se il soggetto S ha la proprietà 1, esso ha pure la proprietà T; ed i 
allora le proposizioni inversa, contraria e inversa della contraria sono: 

b) Se U soggetto S ka la proprietà T, ha pure la proprietà I. | 
e) Se il soggetto S non ka la proprietà 1, non ha neppure la pro- 
prietà T. 

d) Se il soggetto S non ha la proprietà T, non ka neppure la prò- 1 
prietà 1. 

Si noti che se prendiamo per proposizione ' 

primitiva b), l'inversa è a), la contraria di, l'inversa della contraria e) 

ci , d\, , a, . . , è) 

d), , e), , i), , . , a) 

Supponendo che una delle proposizioni a) b) e) di sia vera, non tutte 
le rimanenti sono necessariamente vere; però esiste fra esse la seguente 
importante relazione, detta legge delle inverse: 

1°. Dimostrato un teorema, anche l' inverso del contrario è necessaria- \ 
mente vero. 

S°. Dimostrato un teorema ed il suo inverso (o contrario), anche il 
contrario (o l'inverso) e i inverso del contrario sono necessariamente ven. 

l". Infatti, supponendo dimostrato per es. il teorema a), anche il i 
teorema d) è vero, perchè, se ciò non fosse, si dovrebbe ammettere che 
il soggetto S, non avendo la proprietà T, avesse tuttavia )a proprietà 1, 
ciò che è in contraddizione col teorema o), vero per ipotesi. | 



.y Google 



PRELIUINARI. 3 

2°. La seconda parte della proposizione non è che una conseguenza 
immediata della prima, perchè, se dei quattro teoremi a) b) e) d) si 
considerano due qualunque inversi, o contrari, fra loro, i due rimanenti 
sono rispettivamente gli inversi dei contrari dei precedenti. 

Se uue proposizioni, una inversa dall'altra, sono ambedue vere, si 
dicono reciproche. 

3. Osservando il tipo di due teoremi inverai, uno dell'altro, si vede 
che, (quando sono veri ambedue, il primo afferma che basta (è sufficiente) 
che sia verificata la proprietà I (ipote»), perchè sìa vera anche la pro- 
prietà T (tesi). L'inverso poi afferma che, se è verificata la proprietà 
T [tesi), deve essere verificata necessariamente anche la proprietà I 
{ipotesi). Dunque questi due teoremi si potranno riunire in un solo 
enunciato dicendo: 

La condizione necessaria e sufficiente, affinchè sia verificata la pro- 
prietà T {o la l), è che sia verificata la proprietà I (o la T). 

Viceversa, per dimoetiare una proposizione enunciata sotto questa 
forma, bisogna sempre dimostrare due teoremi, l'uno inverso dell'altro; 
oppure, per la legge delle inverse sopra dimostrata, l'uno contrario del- 
l'altro. 

4. Un altro principio generale, e del quale faremo graudissimo uso 
per la dimostrazione delle proposizioni inverse, è dato dall'enunciato che 
segue, conosciuto -col nome di S* legge delle inverse: 

Se rdaticamente ad un dato soggetto si sono fatte tutte le ipolesi pos- 
sibili, e se ne sono dedotte rispettivamente delle tesi che non possono sussi- 
stere insieme, tutti i teoremi inversi dei precedenti sono veH. 

Infatti ammettiamo che siano I, , I,, I, , ...I„ tutte le ipotesi possibili 

relative ad un dato soggetto, e T,,T,,Ta T^ le corrispondenti tesi. 

Se nella serie dei teoremi inversi supponiamo per es. che a T,, presa 
come ipotesi, non corrisponda la tesi I,, ne viene che all'ipotesi T, 
corrisponderà un'altra tesi, che dovrà essere una delle I precedentemente 
considerate, le quali sono le sole possibili, per es. I,, Ma I, porta con se 
la tesi T,, dunque T, e T, sussisterebbero insieme, condro l'ipotesi fatta. 

5. Si chiama problema una quistione, nella quale si suppongono co- 
nosciute alcune cose (i dati) e si cerca di conoscere altre cose [le so- 
luzioni le incognite), le quali abbiano con le prime alcune relazioni 

assegnate. 

Le operazioni e i ragionamenti, per mezzo dei quali si giunge a 
trovare le cose cercate, costituiscono la risoluzione del problema. 

Nel risolvere i problemi possono presentarsi tre casi: 1" che vi sia 
una sola od un numero finito di soluzioni; 2" che ve ne siano infinite; 
3° cbe non ve ne sia alcuna. Nel primo caso il problema si dice deter- 
minato, nel secondo indeterminato e nel terzo impossibile. 

La risoluzione di un problema consta di tre parti: 1° la costruzione, 
mediante la quale si ottengono le soluzioni del problema; 2" la dimo- 
strazione di questa costruzione; 3° la discussione, che studia se, ed in 
quali casi, il problema è determinato, o indeterminato, o impossibile. 
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le problemi, che ammettono lo stesso numero di soluzioni, si di- 
ìversi reciproci, quando esiste tra essi una tale dipendenza, che 
oluzìoni di uno si possano ricavare tutte le soluzioni de)i'altr~ 
^ersa. 

In generale esistono tre metodi distìnti per mezzo dei quali si pub 
■e sia alla scoperta di un teorema, o risoluzione di un problema, 
i dimostrazione di una proposizione enunciata ; e questi sono:(*J' 

Analisi* — 11 metodo, che si chiama analitico, per la dimostra- 
li un teoi'ema consiste nel trovare una serie di proposizioni suc- 

e tali, che, a partire da quella che si vuol dimostrare, ciascuna 

sia una conseguenza necessaria di quella che la stegue, finché s. 

ad una proposizione conosciuta; donde deriva che la proposi- 
)ropoBta e una conseguenza dell'ultima, e quindi dalla verità dij 

discende naturalmente la dimostrazione di quella. ' 

i la scelta delle successive proposizioni, che compongono la serie! 
rìta, è evidentemente arbitraria; di maniera che può accadere 
sa sta prolungata soverchiamente, o anche sia prolungata inde- 
ente, senza mai giungere a trovare una proposizione conosciuta, 

la maggiore o minore attitudine di colui, che ne tenta la di-, 
zione. 

importante notare che, siccome di due proposizioni reciproche 
'ale considerare la prima come conseguenza della seconda, quanto 
inda della prima, così, se questa reciprocità ha luogo per tutte' 
>osizioni successive della serie considerata, si può dire cne il me-: 
lalitico consiste nello stabilire una serie di proposizioni reciproche 
live tali che, a partire da quella che si vuol dimostrare, la se- 
si deduca dalla prima, la terza daila seconda, e così di seguito, 
si giunga ad una proposizione riconosciuta vera. 
metodo analitico, per la risoluzione di un problema, consiste nel 
ì un secondo problema, che sia conseguenza del primo, o vice- 
poi un terzo conseguenza del secondo, o viceversa, e cosi di 

1 fino a giungere ad un problema che si sa risolvere. Allora, se 
problemi, ai quali si riconduce successivamente il proposto, sono 
le due successivi qualunque sieno reciproci, le soluzioni del pro- 
proposto, e di uno qualunque degli altri della serie, sono coin- 
ente identiche. Invece, se la serie di problemi forniti dalla ricerca 
che ciascuno di essi sia semplicemente una conseguenza di quello 
gue, tutte le soluzioni di un qualunque problema della serie for- 
) necessariamente delle soluzioni del problema proposto, ma pub 
:he se ne perdano alcune. Infine se la serie dei problemi è tale, 
iscuno di essi sia una semplice conseguenza del precedente, le 
ni di un problema qualunque della serie forniscono tutte quelle 
)posto, ma può darsi che se ne trovino delle estranee. 

Sintesi. — Il metodo sintetico, per la dimostrazione di un teo- 
consiste nel partire da una proposizione già stabilita e dedurne 
conda, da questa una terza, e così di seguito, finché si giunga al 
la proposto, che allora rimane dimostrato. 

DlTBAIlEi., Des Milhodct dmi In tdenct dt raimmuintnli Cli«p. V, VI. 
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Di qui si vede che, conoscendo una dimostrazione analitica dì un 
teorema, se ne può avere una sintetica invertendo l'ordine delle prò- 
posizioni. 

11 metodo sintetico, per la risoluzione di un problema, consiste nel 
partire da un primo problema, e dedurre dalla sua risoluzione quella 
di un secondo, da questa quella di un terzo, e cosi di seguito, finché ai 
arrivi alla risoluzione del problema proposto. 

In generale, quando si tratta di comunicare ad altri la dimostra- 
zione già nota di un teorema, o la risoluzione pure già nota di un 
problema, è preferibile il metodo sintetico, poiché si sa già da quale 
proposizione o problema bisogna partire, e quali se ne debbono ricavare 
successivamente per arrivare al proposto; ma se si tratta di cercare 
una dimostrazione d'un teorema enunciato, o di scoprire la risoluzione 
di un problema, è preferibile il metodo analitico, il quale oSre il van- 
taggio di un punto di partenza sicuro, che è il teorema o problema 
proposto. Non intendiamo dire con questo che in ogni caso si debba 
adoperare sempre o il metodo analitico o il sintetico separatamente, 
convenendo meglio alcune volte, servirsi dei due metodi i 

'0°. Riduzione airassordo. — Due proposizioni, di t 
la semplice negazione dell'altra, si dicono contradditorie; e, per conse-. 
guenza, dalla verità di una di esse deriva la falsità dell'altra, e vice- 
versa, yi ricava da ciò un metodo indiretto per dimostrare la verità di 
una proposizione, il quale consiste nel dimostrare falsa la proposizione 
contradditoria. Questo metodo, tanto adoperato dagli antichi e così utile, 
specialmente nella dimostrazione delle proprietà reciproche, si chiama 
riduzione all'assurdo. 
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CAPITOLO I 
Le figure geometriche. — Retta e piano. 



itti gli oggetti che cadono sotto i oostri sensi, e che indichiamo 
ola generica corpi, godono di raoltiasime proprietà, che dipeii- 
a sostanza di cui son fatti, come il peso, il colore, la durezza ecc. 
cindendo da tutte queste proprietà, essi ci fanno acquistare 
ilo spazio, del quale essi occupano una parte. Questa proprietà 
, di occupare una parte dello spazio, si chiama estensione. Noi 
iamo definire lo spazio, ma, fin dove giunge la nostra espe- 
) riconosciamo formato egualmente in tutte Tp sue parti, senzai 
3ni e senza limiti. I 

iderando un corpo, si accjuìsta facilmente l'idea di un etite, che 
I corpo, ma che separa il corpo dal rimanente spazio; oppure, 
do di spezzare un corpo, l' idea di un ente, che non è un corpo, 
separa le due parti del medesimo; e chiamiamo superficie un 
, Dividendo un corpo in due parti, ai può pensare che anelie 
iperficie resti divisa in due parti, ed acquistiamo cos'i l'idea di 
detto linea, che non è ne un corpo, né una superficie, ma separa 
i di una superficie. Similmente, imaginando divisa una linea, 
mo l'idea di un ente, divei-so dai precedenti, detto punto, il 
}ara due parti consecutive di una linea. Inoltre, osservando clie 

imaginare diviso un corpo, una superficie, una linea in infiniti 
persuadiamo che un corpo contiene infinite superfìcie, che una 
i contiene infinite linee, e una linea infiniti punti, 
endo datjueste idee, stahiliremo i concetti astratti di spazio, di 

superfìcie, di linea e di punto geometrico mediante il seguente 

Postulato I {degli enti geometrici). \ 

esiste ti» ente, detto spazio, che è continuo, omogeneo, illimitato.] 
i esso, che si dicono corpi geometrici o solidi. ' 
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2°. Esistono enti, che non sono corpi, detti superficie, i quali dividono 
in parti lo spazio, o i corpi. Esse ammettono parti. 

3". Esistono enti distinti dai precedenti, detti linee, che dividono in 
parti le superficie. Esse ammettono parti, 

4°. Esistono enti privi di partì, distinti da tutti i precedenti, detti punti, 
che dividono in parti le linee. 

5°. Lo spazio contiene infiniti corpi, un corpo contiene infinite super- 
ficie, una superficie contiene infinite linee, ed una linea infiniti punti. 

2. Definizioni. — 1*. Una superJicia dicesi completa, se basta da eola a sepa- 
rare naa parU dello spazio da tutto lo spazio rimBoente; nel caso contrario diesai 
itKompltta. 

2*. Una linea dicesi completa, M basta da sola h separare una parte di una auper- 
ficie completa dal rimanente della saperficie; oel caao contrario diesai irteompleta. 

Dalle date definizioni risulta che le superficie e le linee complete 
non hanno limiti, mentre la superficie e le linee incomplete sono ne- 
cessariamente limitate da linee e da punti rispettivamente. 

3'. Un punto, non appartenente ai lìmiti di una linea, di una superficie o di 
un corpo, dicesi intemo od esterno ad essi, secondo che è, o non è, contenuto in essi. 

— Una linea, i punti della quale non appartengono tutti ai limiti di una su- 
perficie o di nn corpo, si dice interna alla superficie od al corpo, se non ha nessun 
ponto esterno ad essi, ealerna se non ha nessun punto interno ad essi. 

— Una superficie, i punti della quale non appartengono tutti ai limiti di un 
corpo, dicesi interna a questo, se non ha nessun ponto esterno ad esso, esterna se 
non ha nessun punto interno ad esso. 

— Una superficie, una lines, un punto interni ad un corpo, o ad una super- 
ficie, o ad una linea sì dicono anche compresi fra i loro limiti. 

4'. I corpi, le superficie, le lìnee, i punti si chiamano enti geometrici; un in- 
sieme di questi dicesi figura geometrica, o semplioemente figura. 

5*. La Geometria è la Scienza, che studia le figure e le loro proprietà. 

3. L'esperienza c'insegna che i corpi reali possono essere portati, 
in tempi successivi, ad occupare posizioni differenti nello spazio senza 
che si alterino le mutue relazioni esistenti fra gli enti, ohe li compon- 
gono; siamo quindi indotti ad ammettere per gli enti geometrici le de- 
finizioni e i postulati seguenti: 

Postulato II {P del movimento). 

In tutto lo spazio è possibile il movimento di una figura, restando 
fissi due, uno, o nessuno dei suoi punti. 

Definizioni. — 1*. Dicesi rotazione il movimento di una figur», quando restano 
fissi due o uno dei suoi punti, e dicesi Iraalazìone o trasporto, quando nessun punto 
d«lla figura rimane fisso. 

2*. Si dice che una figura scorre su sé stessa, quando si muove in modo che 
ugni suo pnnto non cessi di appartenere alla figura stessa nella sua posiziona iniziale. 



Postulato IH (3" del movimento). 

e 
e 
corre una superficie. 



Un punto, che si muove nello spazio, percorre una linea. 
2°. Una linea, che si muove ndlo spazio, o scorre su sé stessa, o per- 
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3". Una superficie, che si muove nello spazio, o scorre su sé stessa, o 
percorre un solido. 

4. Definizioni. — 1*. Si dice che dna figure coineidono, quando ogni punto 
di una qualunque di esse appartiene anche aH'dtrn. (*) 

2*. Due figure si dicono eguali, quando è poBaibile portarle a coincidere. 

L'eguaglianza in geometria si esprime coi segno E. 

Corollario. — Due figure eguali ad una terza sono eguali tra loro. 

Infatti, qnando si portano le due prime figure a coincidere con la 
terza, esse coincidono certamente fra loro. 

5. Definizioni. — 1*. Un ente geometrico (o figura) si dice individuato da 
una o più condizioni, quando esiste uno ed un solo ente (o figura), che soddisfa a 

2*. Due cìasai dì enti dìconsi tn corrispondenza univoca, quando ogni ente ^etla 
prima classe indivìdua uno ed un solo ente della seconda, e viceversa; 

6. Definizioni. — 1". Due liDee complete di una superficie, aventi un punta 
comune, si tagliano in esso, quando un punto, mobile su una di tali linee, può an- 
dare dall'una all'altra delle parti della euperflcie separate dalla seconda linea, pas- 
sando per quel punto. 

2*. Una linea, avente un punto comune con UDs superGcie completa, i tagliata 
da questa nel punto comune, quando un punto, mobile sulla linea, può andare dal- 
l'una all'altra delle parti dello spazio separate dalla auperficìe, passando per quel 

3*. Due superficie complete, aventi una linea comune, ai tagliano in essa, quando 
un punto, mobile sopra una di tali superficie, può andare dall'una all'altra delle 
parti dello spazio separate dalla seoouda superficie, passando per uu pnnto qualunque 
della linea comune. 

Se nello spazio, o in un corpo, ìmaginiamo due superfìcie, ciascuna 
delle quali lo divide in parti, l'esperienza c'inaei^na che, se le due su- 
perficie non si tagliano, ciascuna di esse suddivide soltanto la parte 
dello spazio, del corpo, nella quale essa è contenuta. Se poi le due 
superficie si tagliano, ciascuna di esse suddivide ambedue le parti, in 
CUI lo spazio, il corpo, è diviso dall'altra; e le parti provenienti dalle 
due divisioni, considerate insieme, sono le stesse, qualunque sia la di- 
visione, che s'imagini fatta per prima. 

Considerazioni simili ai possono ripetere per due lìnee, ciascuna 
delle quali divida una superficie in parti, o per due gruppi di punti, 
ciascuno dei quali divida in parti una linea. 

Ammetteremo anche questo fatto, suggeritoci dall'esperienza, per le 
superficie, linee e gruppi di punti geometrici, enunciandolo col seguente 
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Postulato IV. 

1°. Se due superficie, che si tagliano lungo una linea, dividono rispet- 
tÌTatnente in parti lo spazio, od un corpo, ognuna delle parti dello spazio, 
del corpo, determinate da vna delle due superficie, è suddivisa dalle parli 
deU' altra superficie in esso contenute. 

2". Se due linee, che si tagliano in uno o piii punti, dividono rispet- 
tivamente in parti «na superficie, ognuna delle parti di superficie, deter- 
minate da una delle due linee, è suddivisa dalle parti dell altra linea in 
essa contenute. 

3^. Se due gruppi di punti dividono rispettivamente in parti una linea, 
ognuna delle parti di linea, determinate da uno dei due gruppi, è suddivisa 
dai punti dell'altro gruppo in essa contenuti. 

4°. Le parti, in cui lo spazio, o un corpo, o una superficie, o una linea, 
resta divisa per mezzo di due divisioni succesaire, sono sempre le stesse, 
qualunque sta la divisione che si eseguisce per prima. 

7. La prima lìnea e )a prima superficie che, in generale, si sogliono 
studiare in Geometria sono la linea retta e il piano, l'idea dei quali ci 
è data rispettivamente dal filo a piombo, dalla superficie delle acque 
stagnanti ecc. ecc. 

Nel seguito indicheremo le rette con lettere minuscole, i punti con 
lettere maiuscole e i piani con lettere greche minuscole. 

La linea retta ed il piano non si possono definire senza la cono- 
scenza di altre linee e superficie, e si sogliono introdurre mediante po- 
stulati. Noi scegliamo i seguenti. 

Postulato V (della retta). 

1". Esiste una linea (che si chiama retta) tale che, quando fa parte 
di una figura, la quale roti intorno a due dei suoi punti, essa ed essa sola 
resta immobile. 

2°. La retta è divisa da ciascuno dei suoi punti in due parti. 

3^. Se una retta rota intorno ad un suo punto, una qu(uunque delle 
parti, in cui essa è divisa da quel punto, si può far passare per un punto 
arbitrario dello spazio. 

DeflntzlODe. — Le parti, in cui noa retta resta diviaii da uno àei suoi punti, 
diconsi semirette o dinzioni opposte fra loro. OgDDoa di esse dicesi il pyoltmgamento 
dell'altra. 

Corollari. — 1". Per due punti dati passa una ed una sola retta, 
orna una retta è individuata da due dei suoi punti. 

Infatti, ammessa l'esistenza di jma retta, facciamola rotare intomo 
ad un suo punto, finche venga a passare per uno dei due punti dati 
A (P. V, 3*); indi si faccia rotare attorno ad A, finché venga a passare 
per l'altro punto B. Avremo cosi una retta che passa per A e B. Ed è 
chiaro che per questi due punti non possono passare altre rette, perchè 
se ve ne fossero due, avremmo due linee immobili, quando una figura, 
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che le contiene, rotasse attorno ad À e B, e db è contradditorio a 
quanto abbiamo ammesso nel P. V, 1". 

Se A e B sono due punti qualunque di una retta, essa si indica con AB. 

2°. Due rette distinte non possono avere più di un punto comune. 

Infatti se due rette avessero due punti comuni coinciderebbero. 

5". Tutte le rette sono eguali. 

4'. Le due farti, in cui una retta resta divisa da uno dei suoi punti, 
sono eguali: ossia tutte le semirette sono eguali. 

5°. Una figura è fissa, quando sono fissi tre dei suoi punti non situati 
in linea retta. 

Infatti, se una figura si muove, restando fissi due dei suoi punti 
À e B, resta immobile soltanto la retta AB (P. Y, 1°) ; ma se deve essere 
fisso anche un terzo punto C fuori della retta AB, tutta la figura deve 
essere immobile. 

8. Postulato VI (del piano). 

1". Il piano è una superficie indefinita completa, che cioè dieide lo 
spazio in due parti. 

2^. Contiene interamente ogni retta, che passa per due dei suoi punti, 
ed è diviso da ogni sua retta in due parti. 

3". Tenendo fissi due dei suoi punti A e B, si può far rotare il piano 
attorno alla retta AB, in modo che una qualunque delle parti, in cui esso 
rimane diviso dalla retta, passi per un punto arbitrario dello spazio. 



Corollari. — 1". Un piano ed una retta fuori di esso non possono 
avere più di un punto comune. 

Infatti, se una retta avesse due punti comuni con un piano, sarebbe 
contenuta completamente in esso. 

2°. Tre piani, che non passino per una stessa retta, non possono avere 

più di un punto comune. 

Infatti, se avessero due punti comuni, dovrebbero contenere tutta , 
la retta individuata da quei due punti. I 

9. Postulato VII. 

i". Bue rette in un piano, che hanno un punto comune, si tagliano [ 
in esso. 

3*. Una retta, non situata in un piano ed avente con esso un punto '< 
comune, è tagliata dal piano medesimo. 1 

5". 'Bue piani, aventi una retta comune, si tagliano in essa. ; 
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Corollari. — 1". Se due rette situate in un piano hanno un punto 
comune, le due semirette, in cui una di esse è divisa dal punto comune, 
giacciono rispettivamente nei due semipiani, in cui il piano resta diviso 

dall'altra retta. 

2°, Se due piani hanno uTia retta comune, i due semipiani in cui uno 
di essi è diviso dalla retta comune, giacciono rispettivamente nelle due parti, 
in cui lo spazio resta divìso dall'altro piano. 

IO. Teorema. — Per tre punti, non situati in linea retta, passa sempre 
uno ed un solo piano, ossìa i tre punti individuano un piano. 

Sieno A, B, C tre punti qualunque dello spazio non situati in linea 
retta. Preso un piano dello spazio, facciamolo rotare attorno ad una sua 
retta, finche venga a passare per A {P. VI, 3"), quindi si faccia rotare 
attorno ad una sua retta condotta per A, finché venga a passare per B ; 




Fig. I. 

e finalmente si faccia rotare attorno alla retta AB, finché venga a pas- 
sare per C. Avremo così ottenuto un piano, che passa per i tre punti 
A, B, C. Besta a dimostrare che per i punti suddetti non possono passare 



altri piani. Supponiamo che per i tre punti dati possano passare due 
piani distinti, che indicheremo con le lettere a, p. Le rette BC, CA, AB, 
(fig. 1) avendo due punti comuni coi piani a, p, giacciono interamente in 
essi (P. VI, 2"), ossia i due piani a, p hanno in comune tutte le tre rette 
suddette. Prendiamo ora un punto qualunque D di uno dei due piani, 
per es. di a, non situato sulle rette BC, CA, CB. Poiché le rette AC, BC 
si tagliano in C (P. VII, 1°), potremo prendere sulla CB un punto E. situato 
nella parte del piano a opposta a quella del punto D rispetto alla AC. 
Allora !a retta DE, individuata dai punti D, E del piano a, giace inte- 
ramente in esso e incontra la AC in un punto H {P. VI, 2"). I due punti 
E, H, appartenendo alle rette BC, AC rispettivamente, sono situati non . 
solo nel piano a, ma anche sul piano -P; allora tutta la retta EH, e 
quindi anche il suo punto D, (P. VI, 2") deve giacere sul piano p. Besta 
COSI dimostrato che ogni punto del piano a giace anche in S. 

Nello stesso modo si può dimostrare, che ogni punto del piano p 
giace in a, e se ne può concludere che i due piani a e p coincidono. 
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Corollari. — 1". Una 



RAPITOLO 1. 

Hta ed un punto fuori di essa indiriduano 



itti, due penti della retta data a col punto dato A individuano 
o, che contiene la a, (P. VI, 2°), 

Due rette, aventi un punto comune, individuano un piano. 

itti, il punto comune alle due rette date a, b, insieme con due 
resi ad arbitrio, uno sopra una retta ed uno sopra l'altra, indi- 
un piano, che contiene per intero le rette a, b. 

Tutti i piani sono uguali. 

Un piano è diviso da ciascuna sua retta in due parti uguali. Tutti 

ani sono uguali. 

facciamo rotare, un piano attorno ad una sua retta, finché uno 
piani, in cui resta diviso da quella retta, venga a passare per un 
reso ad arbitrio sull'altro 8emipiano,i due semipiani coincidono. 

sti due semipiani si possono fare coincidere, anche facendo scor- 
piano su se stesso, tenendo fisso un punto della retta suddetta, 
I che le due parti, in cui la retta resta divisa da quel punto, si 
o fra loro. 

Per un punto si possono condurre nello spazio infinite rette. 

un punto P si prenda un piano a, che non passi per esso, 

1 rette, determinate da P con un punto di a, sono distinte. Infatti 
P,,P, due punti di a, so le rette PP,, PP, coincidessero, gia- 

'0 in a. ed anche P giacerebbe in k, contrariamente all'ipotesi. 

Per un punto di un piano si possono condurre infinite rette, gia- 
piano stesso. 

un punto P in un piano a, e scelta in a una retta r che non 
r P, tutte le rette condotte per P e per un punto della r giac- 
ciono in a e sono tutte distinte. In- 
fatti, essendo P,, P, due punti della r, 
se le rette PP., PP, coincidessero, 
anche P dovrebbe giacere sulla' r. 

7°. Per una retta si possono con- 
durre infiniti piani. 

11. Teorema, — Se due piani 

hanno in comune un punto, hanno in 
comune una retta che passa per quel 
punto. 

Supponiamo che due piani a, ^ 
abbiano m comune un punto (fig. 2). 
Nel piano p conduciamo due rette a, 
b passanti per 0. Poiché queste rette 
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sono tagliate dal piano a (P. VII, 2°), potremo prendere un punto A 
di a e un punto B dì 6 situati in parti opposte de] piano a. La retta AB, 
individuata dai punti À, B, giace nel piano ^, avendo questi due punti 
in comune con esso (P, VI, 2"), e deve incontrare il piano k in un punto C 
{P. VI, 1"), poiché pei- andare da una parte all'altra del piano a, oiaogna 
passare per un punto di esso. Il punto C è dunque comune ai piani a., ^, 
e per conseguenza la retta OC, avendo i due punti 0, C comuni con a, 
e con p, giace interamente nei due piani. Fuori di questa retta i due 
piani a, ^ non possono avere altri punti comuni, poiché, se ne avessero 
uno, coinciderebbero {§ 10, Cor. 1*). 

12. Quando vorremo far notare che un piano a è individuato da 
tre punti A, B, G presi ad arbitrio non in linea retta, oppure da una 
retta a e da un punto A, oppure da due rette a, b che s'incontrano, lo 
indicheremo con ABC, ovvero con Act, ovvero con ah rispettivamente. 

In modo simile indicheremo con aa il punto d'incontro della retta a 
col piano a, con xP la retta comune a due piani et e §, con a!^ il punto 
comune a tre piani a, % f, che non passano per una linea retta, ecc. 



CAPITOLO II 



Segmenti, angoli e diedri. 

13. Deflaiìtlonl. — 1*. Due puutì A, B presi eopra una retta dividono ((ueeta 

retta in tre parti (P. IV, 3"), delle quali una è limitata dai dae , „ 

punti e chiainaai segmento, le altre due sono due Bemirette, e . . 

chiamansi i protungament' del ttgmeitto. fÌb~3~* 

2*. I due puoti A, B cbianiansi gli eitremi o termini del 

segmento, il quale ai indica con le due lettere A e B, e dicasi distanza di questi 
dne punti. 

Un punto può generare il segmento AB andando da un termine 
del segmento all'altro, o viceversa. 



14. Due rette AB, CD aventi un punto comune individuano un 
piano. Ciascuna dì esse divide il piano in due 
parti (P. VI, 2°), ognuna delle quali è suddivisa 
m due parti dall'altra retta (P. VII, 1° — P. IV 2°). 
Ciascuna delle quattro parti, in cui il piano è 
diviso dalle due rette AB, CD è separata dal 
rimanente del piano per mezzo di due semirette. 
In altre parole il piauo è diviso in due parti da Pig. 4. 

dne sue semirette uscenti da un punto. 

Analogamente lo spazio è diviso da un piano in due parti {P. VI, 1"), 
ciascuna delle quali è suddivisa in due parti da un altro piano avente 
una retta in comune col primo {P. VII, 3° — P. IV, 1°). Ognuna delle 
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CAPITOLO II. 



parti, in cui lo spazio resta diviso da due piani, aventi una 
mune, e separata dal rimanente dello spazio mediante due se- 
uscenti da una retta; in altre parole, due semipiani uscenti da 
ia dividono lo spazio in due parti. 



Dizioni. — 1*. Cbiamasi angolo ciascuna delle due parti, in cui nn piane 
da due ssmirette (dette tali) uscenti da un punto (detto vertice). 
Riamasi diedro ciascuna delle due parti, in cui lo spazio resta diviso da 
piani (detti facce) uscenti da una medesima retta (detta spigolo o costola). 

ollari. — '■ 1°. Una semiretta uscente dal vertice di un angolo, se 
tcide con un lato, è tutta interna od esterna all'angolo. 
Un semipiano uscente dalla costola di un diedro, se non coincide 
faccia, è tutto intemo od estemo al diedro. | 

PosTDLATO Vili {deUo scorrimento). 

Una retta può scorrere su sé stessa, in modo che un suo punto 
le A prenda la posizione di un altro suo punto arbitrario B,pas- I 
na ed una sola volta per ciascun punto del segmento AB. 
Un piano può scorrere su sé stesso, in modo che una sua retta 
ure su sé stessa, e che un punto A qualsiasi di questa prenda la 
ì di un altro suo punto qualsiasi B, passando una ed una sóla i 
• ciascun punto del segmento AB. 

Un piano può scorrere su sé stesso rotando attot'no ad un suo ' 
, in modo che una sua semiretta OA prenda la posizione di un'altra 
t qualsiasi uscente dallo stesso punto, passando una ed una sola 
■ ogni semiretta uscente da interna ad uno degli angoli formati 
nirette a, b. 

Un semipiano a uscente da una retta a può rotare attorno a questa | 
modo che venga a prendere la posizione di un altro semipiano p, 
ialla medesima retta, passando una ed una sola volta per ogni se- 
interno ad uno dei diedri formati dai semipiani a, p. 

Dizione 3'. — Se i lati di un angolo (o facce di un diedro) sano l'uno Ìl | 
lento dell'altro, l'angolo (o diedro) àictai piatto ; altrimenti si chiama eoa- 
gole (o diedro), rispetto al quale ì prolungamenti dei lati (o facce) sono 
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Corollario 5". — Tutti gli angoli (o diedri) piatti sono eguali. 

In ciò che segue per angolo di due semirette fo diedro di due ae- 
mipiani), che non sono l'uno il prolungamento dell'altro, intenderemo 
sempre l'angolo (o diedro) convesso, a meno che non si avverta espli- 
citamente il contrario. 

Un angolo (o diedro) s'indica per mezzo del vertice (o dello spìgolo), 
oppure, se si hanno piìi angoli (o diedri) con lo stesso vertice (o spigolo), 
mediante due lettere poste sui lati (o facce), in mezzo alle quali si pone la 
lettera, che indica il vertice (o le due lettere che indicano Io spigolo). 

DeBnlzIonl. — 4*. Due angoli (a diedri) si dicono adiacenti, quando hanno un 
lato (o feccia) io cnmuDe, e giacciono da parti oppoete di questo lato (o faccia). 

5*. Due angoli (o diedri) consecutivi si dicono eonatgutnti, quando i lati (o 
facce), non comuni, sono l'uno il prolungamento dell'altro, 

15. Postulato IX {di Archimede). 

Se sopra vn segmento (o angolo o diedro) si porta una serie di seg- 
menti (o angoli o diedri) eguali, in modo che ciascuno di essi sia adia- 
cente al precedente ed il primo abbia un estremo (o un lato od una faccia) 
in comune col dato, si finirà per trovare un punto (o un lato od una fac- 
cia) che cadrà fuori del segmento (o angolo o diedro) dato. 

Teorema. — Un segmento, un angolo o un diedro si può portare a 
coincidere con sé stesso, scambiandone gli estremi, i lati o le facce. 

Siano AB, CD due segmenti egnali, e supponiamo che, sovrappo- 
nendo i due segmenti in modo che C n' d 

venga in B, il punto D non coincida ^ P' "■ " ■ " ° 

con A, ma prenda una posizione D, ' 

fra A e B. Allora siccome il segmento e D 

BD, risulta eguale a CD e quindi an- 

che ad AB, è facile vedere che, se ei Fig- 6. 

riporta CD su BD, in modo che D 

coincida con D,, l'altro estremo C prenderà una posizione D' compresa 

fra Di e B, cosicché avremo 

D.D'EBD.EAB. 
Ne deriva che essendo AB = D,D' si potrà prendere fra Di e D' un 
punto D, tale che sia AD, E D,!),. 

Potendosi ripetere il ragionamento un numero infinito di volte, si vede 
che si dovrebbe poter determinare su AB a partire da A un numero infi- 
nito di segmenti eguali e consecutivi AD, = D,D, ~ D,D, E... aventi tutti 
gli estremi interni al segmento dato, il che è contrario al postulato. 

Analoga dimostrazione per il caso di un angolo o di un diedro. 

Corollari. — 1". Se si scompone un segmento (o un angolo o un diedro) 
in piit segmenti (o angoli o diedri), non è possibile ricomporre con alcuni 
di essi U dato segmento (o angolo o diedro). 

2°. Quando un piano scorre su sé stesso lungo una sua retta, ogni 
altro piano che passa per questa retta, ed é collegato invariabilmente col 
primo, scorre pure su sé stesso. 
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Infatti, se il secondo semipiano durante lo scorrimento prendesse 
nna posizione diversa dalla iniziale, ne verrebbe, per il postulato del 
movimento, che un diedro dovrebb'essere eguale ad una sua parte, il 
che e assurdo. 



dicono tuppltmtntan, quando si 



Definizione I*. — Due angoli (o diedri) e 
poasono far divenire oonseguenti. 

Corollario 3". — Due angoli (o diedri) supplementari di angoli (o die- 
dri) eguali, sono eguali. 

Infatti, portando a coincidere convenientemente (P. IX) due angoli 
(o diedn) eguali, coincidono pure i rispettivi angoli (o diedri) conse- 
guenti. 

DeBoIzione 2'. — Due angoli (o diedri) dioonsi opposti al vertice (od alla cit- 
atola), quando i lati (o facee) dell'uno sono i prolungamenti dei lati (a fncoe) del- 
l'altro. 

Corollario 4". — Due angoli (o diedri) opposti al vertice (od alla 
costola) sono eguali. 

Infatti (flg. 4) due angoli (o diedri) AOÒ, BOD opposti al vertice 
sono rispettivamente supplementari di uno stesso angolo (o diedro) AOD, 
e quindi, per il corollario precedente, sono eguali. 

16. Deflnizloni. — 1-. Dati due o più segmenti A,B,, A,B,. À.B^, ... A.B. 
, (fig. 7), se portiamo il secondo adiacente al primo, il terzo adiacente ai ssoondo, e 



1 dalla stessa parte del primo 




di seguito, si ottiene un segmento A,£ 
che é l'inaienie dei segmenti dati, e ol 
dicesi somma degli stessi. I segmenti dati i 
ai dicono addendi, o parli della gomma. \ 
2'. Dati due, o piii angoli, (o diedri) i 
A;6^,B„ A,^,B,, A^.B,,.... , A,OÌ.B,, j 
(flg. B) He portiamo il secondo conaeou- | 
tivo al primo, il terzo consecutivo al se- | 
oondo e non dalla stessa parte del primo, i 
e così di seguito, si ottiene un angolo 1 
(o diedro) A,OBn, che è 1'. insieme de- 1 
gli angoli (o diedri) dati, e che diceai ' 
somma degli stessi. Gli angoli (o die- 
dri) dati sì dicono addtTtdi o parti dtlln 

8*. L'operazione, mediante la quale 
si cerca la somma di più segmenti, o 
angoli, diedri, dicesi addizione. 
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La somma di più segmenti, o angoli, o diedri, per esempio: À,B,, 

À,Bft A,Bi> A„ B„ , 3 indica colla scrittura 

A,B, + A,B, + A,B, + .... + A, B. = A,B„ . 

Corollario. — La somma di due angoli (o diedri) supplementari è 
eguale ad un angolo (o diedro) piatto. 

DeftnizIonL — 4*. La sammA di due, tre,,... eegmeDti, o angoli, o diedri, ugnali 
si dice il doppio, il triplo,.... in generale un mulliplo di ciaecano di questi eagmeiiti, 
angoli, o diedri, e udo di aueati bì dice la metà, ud terso,.... in generale un »um- 
multiplo, o parte aliquota, della somma. 

5*. Fili segmenti, o angoli, o diedri, ai dicono equinultipli, o rquiaummultiplì, 
di altrettanti segmenti, o angoli, o diedri, quando i primi sono rispettivamente i 
doppi, i tripli,.... oppure le metà, le terze parti,.... dei secondi. 

17. È importante notare fin d'ora, che netl'addizionare piìi angoli (o 
diedri) pub avvenire, che essi ricoprano una o piìi volte tutto il piano 
(o spazio), oltre ad un angolo io diedro) concavo, o convesso, o piatto. 
Ogni volta che più angoli (o diedri) ricoprono tutto il piano (o spazio) 
diremo che formano un giro. 

Ciò c'induce ad estendere un poco la definizione di angolo (o diedro) 
nel modo seguente: 

DeflnlEioni — 1*. Angolo di due semirette, uscenti da un punto, è una delle 
parti in cui esse dividono il piano, aumentata di un numero qualunque di giri, 

2*. Diedro di due semipiani, uscenti da una retta, è una delle parti, in cui 
essi dividono lo spazio, aumentata di un numero qualunque di giri. 

Corollario. — Un giro i uguale alla somma di due angoli (o die- 
dri) piatti. 

18. Teorema. — La somma di piil segmenti, o angoli, o diedri, non 
si faterà invertendo in qualunque modo l'ordine degli addendi. 

Nella somma dei segmenti A,B,, A,B,, A,'B, , ,AiBd immagi- 
niamo (fig. 7) di portare il segmento A,B„ somma dei due segmenti 
consecutivi A^B, , AgB,, a coincidere con sé stesso in modo che il 
punto B, cada in A, e viceversa (§ 15 Teor.). È chiaro che l'ordine dì due 
addendi consecutivi viene mutato, senza che per questo resti alterata 
la somma. 

Con successive trasposizioni di segmenti consecutivi si pub infine 
ottenere una qualunque disposizione degli addendi della somma, senza 
che essa venga alterata. 

Questa proprietà si enuncia brevemente così: 

La somma dei segmenti, o angoli, o diedri, gode della proprietà com- 
mutativa. 

Corollari. — 1". Due somme di segmenti, o angoli, o diedri, rispet- 
tivamente eguali, sono eguali. 

2°. Le somme di due segmenti, o angoli, o diedri, disuguali con uno 
s'esso segmento, o angolo, o diedro, sono disuguali. 

19. Deflnliione 1*. — Se un segmento, o angolo, o diedro, è la somma di due 
altri, si dice che la somma à maggiore dì ciascuno dei suoi addendi, che 
di questi b minote della somma, ed è la differenza fra la somma stessa t 

Laiubi ■ B*auin, Xltattitli U Gnumtlria — 2 
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CAPITOLO II. 



Dati due segmenti AC, AB (fig. 9) npoi-tiamoli sopra una medesima 
retta, a partire da uno stesso punto, e dalla stessa parte dì questo. Al- 
lora se, mentre due estremi coincidono in A, anche l'estremo B dell'uno 
coincide coll'estremo C dell'altro, i due segmenti 
A B, C AC, AB sono eguali, e s'indica ciò brevemente seri- 

■ ' vendo AC tì AB ; ee B resta compreso nel segmento 

A B C AC, il segmento AC è maggiore di AB, ed il seg- 

' "" "' mento BC è la differenza fra i due segmenti dati; 

A C B e s'indicano brevemente questi due fatti colie scrit- 

■ ■ ture 

Fig. 9. AOAB, BCeAC-AB; 



e finalmente, se il punto C resta compreso nel segmento AB, alici 
segmento AC è minore di AB, ed il segmento CB è la loro difFerei 



„. aiì 

differenza, 



AC<AB, CBeAB-AC. 



Analogamente, dati due angli (o diedri) ABfe, MNP (fig. 10), sovrap- 

{loniamoli in modo che, coincidendo i vertici (o costole), abbiano un 
ato (o faccia) in comune, e si distendano dalla stessa parte di questo 
lato (o faccia). Allora se, mentre i due lati (o facce) BA, KM coincidono, 
anche il lato (o faccia) BC del primo coincide col lato (o faccia) NP 
dell'altro, i due angoli (o diedri) ABC, MNP 
sono eguali, e s'indica ciò scrivendo ABC E 
M^P; se il lato (o faccia) BC resta compreso A 
nell'angolo (o diedro) MNP, l'angolo (o diedro) ' 
MNP è maggiore dell'angolo (o diedro) ABC, 
e l'angolo (o diedro) CNP è la differenza fra 
i due angoli (o diedri) dati, e s'indicano bre- 
vemente questi due fatti colle scritture 

mS~P > aSc, CNt E M^ - A'SC ; 
e finalmente, se il Iato (o faccia) NP resta 
compreso nell'angolo (o diedro) ABC, allora 
l'angolo (o diedro) MNP è minore dell'angolo 
(o diedro) ABC, e l'angolo fo diedro) PNC è rf 
la loro differenza; e si scrive 

UlJP < aSc, PÌTc e ABC - MNP. 

Da ciò che precede risulta, che, dati due 
segmenti, o angoli, o diedri, disuguali, esiste 
sempre un segmento, o angolo, o diedro, diffe- 
renza di essi, e che inoltre questa differenza 
è unica, perchè le somme di due segmenti, o 
angoli, o diedri, disuguali con uno stesso segmento, 
non possono essere eguali (§ 18 Cor. 2"). 

Definizione 2*, — L'operazione, mediante U quale ai cerca la diffarenui di due 
Begmenti, u angoli, o diedri, dieesi eoUraeione. 
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SEGMENTI, ANGOLI E DIEDBI. 

20. Definizione. — Quando esiete una seria d'infiniti enti tal 
possibile definire i concetti di eguaglianza e di somma di un nume 
essi, in modo che questa somma sia un ente appartenente alla atei 
cbe essi formano una tlaste di grandezze omogenee. Se questa ctasi 
il [lostulato d'Archimede, si dice cbe le sue grandezze sono finite. 

Per es. tutti i segmenti, tutti gli angoli, tutti i diedri 
tre classi di grandezze omogenee tìnite. 

In seguito a ciò enuncievemo le proprietà relative 
agli angoli, ai diedri, servendoci del concetto generale di ( 
dezze. (*) 

Pertanto colie parole classe di grandezze per ora inte 
ferirei alle tre classi precedenti, benché sia ftcile capire 
prietà dimostrate per queste sì possano estendere encne ; 
di grandezze, che godono della suaccennata proprietà. 

Teoremi, — 1". La somma di più grandezze non si o 
cune di esse sì sostituisce la loro somma. In altre parole: 

La somma di più grandezze gode della proprietà assot 

3^. La somma di più grandezze è maggiore di ciascun 

3^. Se a due grandezze disuguali si addizionano due gr 
U somme sono disuguali, ed è maggiore quella, di cui fa ; 
dezza maggiore. 

4". Se da due grandezze disuguali si sottraggono due gra 
k differenze sono disuguali, ed i maggiore quella ottenuta d 

maggiore. 

5». Se da grandezze uguali si sottraggono grandezze ò 
«ore la differenza che si ottiene sottraendo la grandezza m 

6". Se più grandezze sono ordinttìamenfe maggiori di • 
^eUe prime è maggiore della somma delle seconde. 

7°. Se una grandezza è maggiore, eguale, o minore di 
"iuWipto della prima è maggiore, eguale, o minore deU'equ 

seconda. 

S°. Se una grandezza i maggiore, eguale, o minore di 
smmultiplo della prima è maggiore, eguale, o minore dell'» 
itila seconda. 

9". Se più grandezze sono equimultiple di altrettante 
somma delle prime è pure equimultipla della somma delle i 



«tute Dbe la somma di gruidezie apiwrkncnti a cìbscuiiii 
U proprlttli, ne Tiene rhe. per dlmeatrire i eegnenti Uorei 
>, al debbono ripetere gli «te»! ngtonamentl idopcntì in a 
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CAPITOLO Ut, 



0*. Se due grandezze sono rispettivamente equimultiple di due altre, 
ferenza dette prime è pure equimuUipla della differenza delle seconde 



ice. ecc. 

II. Teoremi. — 1°. Quando una retta scorre su sé stessa, tutti i suoi 
descrivono segmenti -effuaU. 

iieno A a B (fig. 1 1) due punti della retta. A' e B' le loro posizioni dopo 
>rrimento. Può avvenire che, rispetto al segmento AB, il punto À'j 
ttemo, coincida col termine B, o sia esterno. In tutti i casi sij 
ha AA' E ab; -- A'B', BB' ~ AB' - AB e, 
,> n „i siccome AB-A'B' per ipotesi, ne segue 

-^ " AA'EBB'. ' 

,___ 2». Quando un piano scorre su sé stesso, 

B a' b' rotando intorno ad un suo punto, tutte le se- 

~ ' ' mirette del piano, uscenti da quél punto, de- 

Fig. II. scrivono angoli equali. 



>imostrazione analoga alla precedente. 

^, Quando una figura rota intorno ad una sua retta, tutti i 
uscenti da quella retta, descrivono diedri eguali. 

)imostrazione analoga alla precedente. 



CAPITOLO III 



Prime nozioni sol circolo e sulla sfera. 



!2. SeflnIziODi. — 1". Una figura ai dice luogo geom 

irta proprietà, se tutti i suoi punti, ed esai eoli, hariuo quella proprietà. 
■. Una figura si dice luogo geometrico delie linee, ohe hanno una certa proprietà, 
ciaBCuno de' suoi punti, e soltanto pev essi, passa almeno una lìnea, che gode 
Ila proprietà. 

)a queste definizioni risulta che per dimostrare che una data figura 
logo geometrico dei punti, che godono di una certa proprietà, bi- 
i dimostrare: 1° che tutti i suoi punti godono di quella proprietà; 
e ogni punto, non appartenente alla figura, non gode di quella pro- 
s; cioè Disogns dimostrare un teorema ed il suo contrario. Per la| 
delle inverse (Prel. § 3) basterà anche dimostrare, oltre la pro- 
ione diretta, la sua inversa invece della contraria. In altre parole, 
imostrare che una figura è il luogo geometrico dei punti, che hanno 
;erta proprietà, basterà dimostrare: 1' che tutti i punti della figura . 
ì qudla proprietà; 2" che tutti i punti, i quali hanno quella proprietà,] 
■tengono aSa figura. \ 
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PBIUE NOZIONI SUL CDtCOLO E SULLA SFERA. 21 

Analogamente, per dimoBtra.re che una figura è il luogo geometrico 
delle linee, che hanno una certa proprietà, bisogna dimostrare: 1" che 
per ogni punto della figura passa una (almeno) delle linee, che hanno gudla 
proprietà: 2" che per un punto, non appartenerle aHa figura, non passa 
alcuna linea avente quella proprietà. Oppure, per la stessa legge delle 
inverse, basterà dimostrare: 1" che per ogni punto della figura passa vna 
(almeno) delle linee, che hanno la proprietà enunciata: 2" che ogni punto, 
appartenente a una qualunque dette linee, che hanno la proprietà enun- 
ciata, appartiene anche alla figura. 

23. Imaginiamo di far scorrere un piano su se stesso, restando fìsso 
un suo punto (fig, 12), in modo che una semiretta qualunque, oBcente 
da 0, compia un giro, cioè torni nella posizione primitiva, 
prendendo una ed una sola volta la posizione di ogni 
semiretta del piano, uscente da (P. Vili, 3). Un punto 
qualunque A di questa semiretta percorre una linea del 
piano (P. III. 1"), che si chiama circolo, o circonferenza, 
1 cui punti hanno dal punto una distanza uguale 
ad OA. 

Viceveraa, se un punto P ha da una distanza ___ 

eguale ad OA, il punto generatore A dovrà, nella ro- p- jg 

tazione passare per esso, poiché, quando la semiretta *' 

OA sia venuta a passare per P, il punto A coincide con P. 

Possiamo dunque stabilire le seguenti 

Definizioni. — I'. Circolo, o circonferema, è il luogo dei punti di un piano, 
cbe haDQo una atesea distauza (detta raggio) da ud punto fiseo del piano stesso 
(detto centro). 

2'. Cerchio à la parte di piano peroorea da un raggio, ohe rota attorno al centro, 
mentre il sno estremo percorre il circolo. 

Corollari. — 1°. Secondochè un punto è sulla circonferenza, o in- 
terno, od esterno al cerchio, esso ha dal centro una distanza eguale, o mi- 
nore, maggiore del raggio ; e viceversa. 

2*. Un circolo (o cerchio) è individuato dal centro, dal raggio e dal 
SMo piano. 

3". Tutti i circoli (o cerchi), aventi raggi eguali, sono eguali. 

4°. Quando un piano scorre su sé stesso, rotando inforno ad un punto, 
«n circolo del piano, avente per centro quel punto, scorre su sé stesso, 

24. Ogni retta, che è situata nel piano di un circolo, e passa per 
il centro O, incontra il circolo in due punti, poiché su di esaa, a partire 
à^ 0, si possono prendere due segmenti eguali al raggio. 

Definizione 1*. — Ogni segmento, cde ha per estremi due punti di un circolo 
* passa per il centro, dicesi diametro. I suoi estremi si dicono punti opposti del 

circolo. 

Corollario. — Tutti i diametri di un circolo sono eguali. 

Infotti, ciascuno di essi è eguale al doppio dì un raggio. 

Teorema. — Ogni diametro divide Ìl circolo e il cerchio in due parti 
eguali. 
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CAPITOLO in, I 

li (fig. 13), se facciamo scorrere il piano del circolo attorno ! 
itro 0, il circolo scorre su sé stesso (§ 23 Cor, 4"), e perciò ! 
quando il diametro AB sia venuto a coincidere 1 
con se stesso, ma con gli estremi scambiati, l:i : 
^^. parte di circolo ÀCB coincide con l'altra parte BD A, 

\ e viceveisa. 

\ Le due parti di circolo ACB, ADE si possono 

I |b anche portare a coincidere facendo rotare il se- 

1 mipiano ABC di un mezzo giro attorno ad AB, in 
/ modo che prenda la posizione de! semipiano ADB. 

~^ Seflnizioiiè 2*. ^- CbiamnnHÌ semitireoli (o temicerchl 

le due partì eguali, in cui un elicalo (o un cerobio) è di- 
viso Ab. un suo diametro. Questo si ohiama il diametro di 
13. eiatcuno dei ttemiciieoU (o sfmicerchi), 

naginiamo di far rotare un piano, restando fissi tutti i punti 
i retta a, in modo che esso compia un intero giro (fig. 14). 
rcolo del piano, avente il suo diametro sulla 
mera una superficie (P. Ili, 20), ogni punto 
e ha dal centro del semicircolo genera- ] 
listanza eguale al raggio, 
ersa, se un punto B dello spazio ha dal 
ina distanza eguale al raggio, il semicircolo 
3, nella rotazione, deve passare per esso, 
lando il semipìano che lo contiene sia ve- 
ssare per B, il punto B deve trovarsi sul ! 

generatore. P , 

imo dunque stabilire le seguenti Fig. 14. 

doni. — 1*. Supei-ficie tferiea è il luogo di un Beraicircolo, che rota at- 

auo diametro! oppure superficie sferica è il luogo geometrico dei punii, , 
ina data distanza (detta raggio) da un punto fisso (detto centro). 1 

ra i la parte di spazio percorsa da un aemicerohio, che rota attorno al 

0, mentre il semicircolo cor rispondente percorre la superficie sferica. 

lari. — 2". Secondochè un punto è sulla superficie sferica, o 1 

( esterno alta sfera, ha dal centro una distanza eguale, minore, I 

', del raggio; e viceversa. 1 

la superficie sferica (o una sfera) è inditiiduata dal centro e \ 

(He le superficie sferiche (o sfere), aventi raggi eguali, sono \ 

la superficie sferica, che si muove, restando fisso il centro, scorre 1 

gni retta, condotta per il centro di una sfera, incontra la I 
m due punti, poiché su di essa sì possono portare, a partire . 
soli segmenti eguali al raggio. I 

itone 1*. — Ogni segmento, che ha per estremi due punti di una super- 
e passa per il centro, dicasi diametro; i suoi estremi si dìcoDO punti ' 

lario 1". — Tutti i diametri di una sfera sono eguali. 

1, ciascuno di essi è il doppio del raggio. 
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Definizione 3*. — Un piano, condotto per il centro dì una sfera, ai 
un piano diamtlrale. 

Teorema P. — Vn piano diametrale ha in comune con una 
ficie sferica (o sfera) tutti i punti di un circolo (o cerchio), che ha h 
centro e lo stesso raggio della sfera. 

Infatti, questo piano ha in comune colla superficie sferica (o 
tutti quei Dimti, che si trovano su di esso, ed hanno dal centro 
sfera una distanza eguale (oppure eguale o minore) al raggio. 



Corollario 5". — Per due punti non opposti di una sfera passa ì 
un solo circolo massimo. Per due punti opposti ne passano infiniti, 

Teorema 3°. — Una superficie sferica (o sfera) è divisa in dui 
eguali da un suo piano diametrale. 

Infatti, se facciamo rotare la superficie sferica di un mezz( 
attorno ad un diametro contenuto nel piano diametrale consideri 
superficie sferica scorre su se stessa (§ 25 Cor. 4), e le due sue 
bì scambiano. 



27. Un circolo (o una superficie sferica) separa una parte del 
(o dello spazio), i cui punti hanno dal centro una distanza mino 
raggio, da un'altra i cui punti hanno dal centro una distanza maj 
del raggio. Perciò il circolo e la superficie sferica (§ 2 Def. 1' 
sono il primo una linea, il secondo una superficie completa. Ne 
che ogni linea del piano di un cerchio, che congiunga un punto ii 
ad esso con uno esterno, deve incontrare il circolo almeno in un | 
e una linea qualunque, che congìunga un punto interno ad una 
con uno esterno, deve incontrare la superficie sferica almeno in un 

Corollari. — i". Se due circoli sono disposti in un piano, in 
che uno di essi abbia un punto interno ed uno esterno al cerchio coi 
dall'altro, i due circoli devono tagliarsi 
almeno in due punti. 

Infatti (fig. 15) se il punto A del 
circolo 0' è intorno e il punto B ester- 
no al cerchio 0, tanto la linea ADB, 
quanto la linea ÀEB devono incontrare 
il circolo almeno in un punto. 

Dimostreremo poi in seguito, che due 
circoli nelle condizioni suaccennato non 
possono avere più di due punti comuni. 




2". Se un circolo ha un suo punto intemo ed uno estemo a 
sfera, deve incontrarne la superficie almeno in due punti. 
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ino è centro d'infiniti circoli di quel piano, 
è centro d'infinite afere. 



centriche dividono il piano in tre parti; 
ì tutti i punti interni a,\ cerchio di rag^o 
ttti i punti esterni a questo cerchio ed tn- 
le contiene tutti i punti esterni al cerchio 



ole (fig. 16) sieno date due semirette OA, OB 
tagliano il circolo nei punti A, B; poiché 
il piano in due parti, e le due semirette 
pure il piano in due parti (angoli), avremo 
1 circolo ed il cerchio aono divìsi in due 
rette OA, OB. Ognuna delle due parti di 
;a dai punti A, B, ed ognuna delle parti 
tata dai raggi DA, OB e da una parte del 



a due partì, in cui un circolo 
:i, cne SI aicono gli tetremi ài ambedoe gli archi. 
I delle due parti, ia cui un cerchio resta divieo da 
lati di ambedue ì settori. 

essere generato da un punto (o raggio) de! 
ido dalla posizione di un estremo (o lato) 
tremo (o lato), e restando sempre interno 
I. Un arco si indica colle due lettere poste 
icrivendo le due lettere, che indicano 1 arco j 
1 mezzo a queste la lettera, che indica il | 



due seinipiani ACB, ADB uscenti da una 
centro di una sfera, i quali tagliano la 
nicircoli massimi ACB, 
sferica divide lo spazio 
ipiani dividono pure lo 

avremo (P. IV, 1°) che 
sono rispettivamente di- 

semipiani ACB, ADB. 
a superficie è terminata 
ì, AÌ>B, ed ognuna delle 
ai due semicerchi mas- 
i parte della superficie B 

Fig. 17. 
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fuso), aventi Io etesso dìamctio, il quale bì chinina diametro del taao. Gli 
del diametro si chiamano vertici del faao. 

2*. Chiamasi spicchio, o unghia sferica, ciascuna delle due parti, in i 
sfera è divisa da due suoi semicerchi massimi (detti facce dello spicchio), a 
stessa diametro, il qnale sì chiainn diametro dello spicchio. 

Un fuso (o spicchio) può essere generato da un semicircolo 
micerchio), elio rota attorno al buo diametro, andando dalla pò 
di un lato (o faccia) alla posizione dell'altro lato (o faccia), e re 
sempre interno al fuso (o spicchio) medesimo. TJn fuso (o spicc 
indica mediante due lettere poste sui lati (o facce), in mezzo ali 
si scrivono le due lettere, che indicano i vertici. 

3*. Se i lati di un angolo sferico (o te facce di uno spicchio) sono le di 
in cui UDO stesso circolo (o cerchio) massimo è diviso da un diametro, l'ang 
rìco (o spicchio) diceai piatto; altrimenti si chiama eonvesuo, o concavo, sea 
i prolungamenti de' suoi iati (o facce) sono esterni, o intemi ad esso. 

31. Delliilzionl. — 1*. Ogni angolo situato nel piano di un circolo, e 

il vertice nel centro di questo, si dice un angolo al centro. 

2*. L'arco e il settore, che hanno gii estremi, o i lati, sui lati dell'ai 
gli altri loro punti interni ad esso, si dicono romjji'w nell'angolo. Si dice an 
l'angolo insiste, o ai appoggia, su questo arco. 

3*. Analogamente ogni diedro, il cui spigolo possa per il centro di un. 
>i dice un diedro al centro. L'angolo sferico e In spicchio, che hanno i la 
facce, sulle facce del diedro e gli altri loro punti interni ad esso, ai dicono e 
*el diedro. 

Corollari. — 1". Gli angoli al centro di uno stesso circolo, gl\ 
t i settori compresi sono in corrispondenza univoca. 

Infatti è evidente che ogni angolo al centro di un circolo ind 
un arco e un settore, e viceversa. 

2°. I diedri al centro di una stessa sfera, i fusi e gli spicchi co 
sono in corrispondenza univoca. 

Teorema. — Un arco, un settore, un fuso, o uno spicchio, si pt 
tare a coincidere con sé stesso scambiandone gli estremi, i lati o le 

Infatti, se si porta l'angolo al centro, che comprende un aro 
settore dato, su se stesso in modo che si scambino i lati (§ 15 T 
chiaro che anche l'arco, o il settore, compreso viene a coincidere 
atesso, scambiandosi gli estremi, o i lati. 

Analogamente, se portiamo a coincidere con se stesso il die 
eentro, che comprende un dato fuso, o spicchio, in modo che si sca 
le sue facce, e resti fisso il centro, è chiaro che anche il fu8( 
spicchio, compreso viene a coincidere con sé stesso, scambiandoe 
le facce. 

32. DeBnlzlonL — 1*. Due archi, o due settori, appartenenti ad uno 

circolo, e due fusi, o spiccili, appartenenti ad una stessa sfera, e aventi lo 
diametro, sì dicono consecutiai, se hanno un estremo, o un lato, o una faccit 
mune, e si estendono da partì opposte di questa. 

2', Dati due o piii archi, o settori, o fusi, o spicchi, se portiamo il secon 
secutivo al primo, il terzo consecutivo al secondo, ma non dalla stessa pa 
primo, e così di seguito, si ottiene un arco, o un settore, o un fuso, o uno s| 



.y Google 



CAPITOLO m. 

nte allo eteaso circolo, o cerchia, ■> suparBcie sferica, o sfera, che è I'ìd- 
quelli dati, e che dicesi la loro somma. 

ertìamo anche qui, come per gli angoli e i diedri, che nel fare 
la di piìt archi può avvenire che si ricopra una o piìi volte il 
3 che perciò conviene estendere la definizione di arco nel modo 



^nsione analoga deve farsi per i settori circolari, i fusi e gli 
sferici. 

leguito alle definizioni stabilite in questo § ed al teorema del 
lente, possiamo dire che gli archi di mio stesso circolo, o di 
guali, 1 settori di uno stesso cerchio, o di cerchi eguali, i fusi 
echi relativi ad una stessa sfera, o a sfere eguali, costituiscono 
nuove dossi di grandezze geometriche omogenee finite, che go- 
lle identiche proprietà, che abbiamo dimostrate per i segmenti, 
li e i diedri. Per la somma delle grandezze appartenenti a queste 
assi valgono la proprietà commutativa, l'associativa e l'altre del 
oltre si possono stabilire per esse le definizioni di differenza, 
pio, summultiplo ecc. 

inderemo senz'altro estese anche a queste nuove classi di gran- 
definizioni e i teoremi dimostrati per gli angoli e i diedri. 

Teorema 1°. — In un circolo, o in due circoli eguali, 

tue archi, o due settori, compresi in due angoli al centro eguali, 

tali; 

li due archi, o settori, compresi in due angoli al centro disuguali, 

yre qudlo, che è compreso nell'angolo maggiore; 

a somma di due o più angoli al centro comprende un arco e un 

'he sono rispettivamente la somma degli archi e dei settori compresi 

arti della prima somma. 

iceversa. 

Nei due circoli eguali C, C (fig. 18) siano i due angoli al centro 
'uB' pure eguali fra loro. Portando l'angolo A'O'B' a coincidere 
col suo eguale ACfe, anche i 
dne circoli C, C vengono a 
coincidere, e quindi anche l'ar- 
co A'B' coincide coli' arco AB, e 
il settore compreso nell'angolo 
A'C'B' con quello compreso nel- 
l'angolo ACB; perciò i due 
archi e i dne settori sono u- 

Pig. 18. 8"^'ìi„ „ . . 

2°. Supponiamo ora che 

circoli eguali C, C sia l'angolo ACB maggiore dell'angolo A'C'B'. 
amo l'angolo A'C'B' sull'angolo ACB in modo che coincidano i 
, C'A', il lato C'B' prenderà una posizione GB" interna all'an- 
!B, Perciò l'arco A'B' sarà eguale all'arco AB", e il settore A'C'B' 
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al settore ACB", e quindi l'arco e il settore compresi nell'angolo A'C'B' 
sono rispettivamente minori dell'arco -e del settore compresi nell'an- 
golo AC^. 

3°. È facile vedere, per le definizioni ammesse, che se i due angoli 
al centro ACB", B"CB sono consecutivi, anche gli archi AB", B"B ed 
i settori da essi compresi sono consecutivi; e quindi l'angolo somma 
ACB comprende l'arco AB somma dei due archi AB", B"B ed il settore 
ACB somma dei due settori ACB", B"CB. 

Analogamente si dimostrano i teoremi inversi. 

Corollari. — 1". Un angolo al centro è convesso, piatto, o concavo, 
secondochè comprende un arco minore, eguale, o maggiore di un semìeir- 
cdo; e viceversa. 

3". In uno stesso circolo, o in circoli eguali, se un angolo al centro 

i doppio, triplo di un altro, anche l'arco ed il settore, compresi nel 

primo, sono rispettivamente il doppio, il triplo deU'arco e del settore com- 
presi nel secondo; e viceversa. 

5". Quando un circolo scorre su sé stesso, tutti i suoi punti descrivono 
archi eguali. 

Teorema 2". — In una stessa sfera, o in sfere eguali, 

1" due fusi, due spicchi, compresi in due diedri al centro eguali, 
sono eguali; 

2" di due fusi, o di due spicchi, compresi in due diedri al centro di- 
suguali, è maggiore quello compreso nel diedro maggiore; 

3° la somma di due o pia diedri al centro comprende un fuso e uno 
spicchio, che sono rispettivamente la somma dei fusi e degli spicchi com- 
presi fra le parti della prima somma. 

E viceversa. 

Dimostrazione analoga alla precedente. 

Corollari. — 4°. Un diedro al centro è convesso, piatto, o concavo, 
secondochè comprende un fuso minore, eguale, o maggiore di una super- 
ficie semisferica; e viceversa. 

5". In una stessa sfera, o in sfere eguali, se un diedro al centro è 

doppio, triplo di un altro, anche il fuso e lo spicchio, compresi nel primo, 

sono rispettivamente il doppio, il triplo,.... del fuso e dello spicchio, compresi 
nel secondo; e viceversa. 

6". Quando una sfera scorre su sé stessa, tatti i semicircoli massimi, 
che hanno per diametro l'asse, descrivono angoli sferici eguali. 

34. Definizione 1*. 

loro Bammft è uguale a u 

Corollario 1". — Sono eguali due archi (o fusi) supplementari di archi 
(o fusi) eguali. 

Definizione 2*. — Due archi (o fusi) si dicoDo opposti, se sono compresi da 
Bogoli (o diedri) al centro opposti. 

Corollario 2". — Due archi (o fusi) opposti sono eguali. 
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CAPITOLO IV 



Bette parallele, Bette parallele a piani. 
Piani paralleli. 

. Definizioni. — 1'. Se una retta e taglia due rette a, b, diiema che ess* 
raavtnale o secante di queste. 

Gli angoli fonnflti dalle aemirette dì a, o di h, colla eemìretta apparteoente 
eversale e, che inoootra la A o la a, diconei interni alle rette a. b; gli an- 
mati dalle semirette dì a, o di h, con la aemìretta della trasversale e, cb« 
ontra la retta h od a, diconai esterni alle due rette a, b. 

iglì otto angoli formati dalla trasversale e colle rette a, b, e che 
igura 19 sono indicati coi numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, quattro sono 
interni (3, 4, 5, 6) quattro esterni (1, 2, 7, 8) 
alle rette a, b ; quattro si trovano da una 
parte della secante (1, 4, 5, 8) e quattro 
dall'altra (2, 3, 6, 7). 

Considerati poi due a due, questi an- 
goli prendono i seguenti nomi: 

3'. Due angoli dalla stessa parte della tra- 
sversale, ambedue interni, o ambedue esterni, si 
chiamano rispettivamente coniugati interni o co- 
niugati esterni. (Gli angoli 3 e 6 e gli angoli 4, 5 
iniugati interni; gli angoli 1, 8 e gli an- 




seguenti e non situati 
" 3t 5)- 

situati 



Si chiamano alterni inferni due angoli interni n 

etessa parte della trasversale (tali sono le coppia .,.»», »,. 

Si chiamano alterni esterni due angoli esterni non conseguenti 
stessa parte della trasversale (tali sono le coppie I, 7 e 2, 8). 

. Teorema. — Se due rette di un piano sono tagliate da una terza, 
rificata una delle seguenti proprietà: 
essere uguali due angoli alterni interni, 
, „ „ „ , esterni, 

„ » » B corrispondenti, 

„ supplementari due angoli coniugati interni, 
„ » n » n esterni, 

rificate tutte le altre, e le due rette non s'incontrano. 
lue angoli 1, 3 (fig. 19) sono uguali, come opposti al vertice, e 
ipplementari dei loro conseguenti 2, 4; e per le stesse ragioni gli 
5, 7 sono uguali fra loro, e sono supplementari dei due 6, 8. Me 
;he, se sono uguali per es. i due angoli alterni interni 3, 5, de- 
cere uguali i quattro angoli 1, 3, 5, 7, ed allora i rimanenti angoli 
sono pure uguali fra loro e supplementan dei primi quattro. Alle 
ionclusioni sì giunge, supponenao che sieno uguali due angoli cor- 
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tti, se b' non incontrasse la rebta a, sarebbe ad essa parallela, 
per il punto A, comune alle b, b', passerebbero due rette b, b' 



rema. — Se due rette parallele se 

fli angoli alterni interni uguali 

„ „ alterni esterni , 

„ , corrispondenti „ 

„ „ coniugati intemi supplementari 

„ , coniugati esterni „ 

BC, B'C {tig. 22) due rette parallele, ed HK una trasversale 
le. Se per es. i due angoli corrispondenti HA'C, HÀC non fos- 
sero uguali, uno dei due, per ee. HA'C, 
sarebbe maggiore dell'altro, e quindi 
potremmo condurre una retta ED, 
tale che l'angolo HÀ'D fosse uguale 
ad HÀC. Allora, non solo la retta B'C, 
ma anche la retta ED sarebbe paral- 
lela a BC, e ciò è assurdo, poiché per 
\ un punto non si può condurre piii di 
r e una parallela ad una retta data. 

\ 38. Abbiamo dimostrato nel § 36 

\ ^ che, se due rette di un piano sono pa- 

> rallele, ciascuna di essa giace intéra- 

Fig. 22. mente in uno dei semipiani, in cui il 

Siano dato resta diviso dall'altra, n« 
ono il loro piano in tre parti (Po- 
VI, 2'). 

nlzlone. — La parte di piana, compresa fra due rette parallele, dieesi strìseta, 
parallele si dicono lati della striscia. 

Acile definire anche per le strisele, come abbiamo fatto per i 
i, gli angoli, i diedri ecc. i concetti di eguaglianza e disugua- 
di somma e differenza. 




rema. — Se più, rette parallele, situate in un piano, tagliano am \ 
de, esiste una corrisponaema univoca fra ., 

nedesimt e i punti deUa trasversale, per 
ìassano, tale che: 

i due più segmenti eguali delle rette cor- 
no strisce uguali; 

lUa somma di due o più segmenti corri- 
a somma delle strisce corrispondenti, 
iceversa. 

10 o, b, e, d,... (fig. 23) pili rette parallele / p/ 
nei punti A^B, C, D,... dalla trasversale '~ 

nendo AB ^^D, si vuol dimostrare che 
strìscia ab ^ ed. Infatti, facendo scor- Fig. 23. 
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rere il piano della figura lungo la retta r in modo eh 
anche D, cadrà in B e per conseguenza le rette c,d veng 
colle. parallele a,b (§ 36 Cor. 2"). 

E poi facile vedere, che se un segmento AD della 
di più sedenti AB, BC, CD, anche la striscia a(2 è soi 
spondenti strisele ab, bc, ed. 

I teoremi inversi sono veri per la 2» legge delle i 

Corollari. — l". Date due strisele disuguali esiste ti 
minore maggiore dell'altra. 

2". Se si scompone una strisela in piti strisele, non 
porla con alcune di esse soltanto. 

3°. Una striscia si può portare a coincidere con sé 
done i tati. 

4°. Quando un piano scorre su sé stesso lungo une 
altra retta parallela a questa scorre su sé stessa. 

Da quanto precede risulta (§20 Def.) che le stria 
una classe di grandezze finite. 

39. Teorema. — Se due rette sono parallele, gualunqì 
per una di esse non può tagliare f altra. 

Siano (fig. 24) a, b le due rette parallele date, ed 
dotto per b. La retta a, essendo situata nel piano ^ i 
due parallele a, b, non potrebbe 
incontrare a, altro che in un 
punto della retta b, secondo la 
q^uale a è tagliato da ^. Perciò, 
siccome a non incontra b per 
ipotesi, COSI essa non può in- 
contrare neppure il piano ce. 

Definizione. — Una ratta ed 
UD pisDo, che non s' incontrann, si 
ihujioparidleli. Un segmento ed una 
pute di piano ai dicono puralleli, aa 
laTttU edii piano, ai quali rispettiva- 
Ditale appartengono, sono paralleli. Fig. 24 

Corollari. — 1°. Una retta é parallela ad un piane 
Ida ad una retta giacente in esso. 

2°. Una retta parallela ad un piano giace interamt 
parli, in cui lo spazio resta diviso dal piano. 

40. Teorema. — Se per una retta parallela ad i 
damo diversi piani, che taglino il piano dato, le ìntersi 
ptsto sono rette parallele alla retta data e parallele fra 

Sia a (fi^. 25) una retta parallela al piano a; e e 
rette comuni ad <x ed a vari piani condotti per a. La 
incontrare per es. la b, perchè se incontrasse b, incon 
piano a. Inoltre le rette a, b sono situate in un pìat 
sono parallele. Per le stesse ragioni la retta a à parai 
Due di queste rette b, e sono poi parallele fra loro, ] 
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I avessero un punto comune, questo sarebbe comune 
anche ai due ^iani ab, ac, i 
quali perciò coincidet-ebbero. 

Corollari. — l". Se una 
retta è parallela ad un piano, 
qualunque retta parallela alla\ 
retta data, condotta per un 
punto del piano dato, giace in- 
teramente in questo. 

Sia a la retta data(fìg. 24) 1 
ed a il piano parallelo ad essa. I 
Il piano, individuato dalla ret-' 
ta a e da un punto C di a, 
taglia il piano «secondo una 



Fig. 25. 



retta parallela ad a, e quindi, poiché per un punto non si può condurre 
che una sola parallela ad una retta data, la parallela alla retta a, con- 
dotta per il punto G, deve coincidere colla intersezione del piano a coi 
piano aC, e perciò deve giacere in a. 

2°. Se due piani che si tagliano sono paralleli ad una retta, la loro 
intersezione è pure parallela alla retta. 1 

Se i due piani ^, y (fig. 26) sono paralleli alla retta a, e per uno 
dei loro punti comuni si conduce la retta 

parallela ad a, essa deve giacere tanto ° 

nel piano 3, quanto nel piano t, e perciò 
deve coincidere colla loro comune mter* 
sezione d. 

3". Se due rette sono sghembe, per cia- 
scuna di esse passa uno, ed un solo, piano 
parallelo all'altra. 

Infatti sieno a e & le due rette sghembe 
date. Se per un punto C della b si con- 
duce la parallela ad a, essa individua colla 
b un piano a parallelo alla retta a (§ 39 Fig. 26. 

Cor. 1°). Esso poi è unico, poiché, pel co- 
rollario 1°, ogni piano parallelo ad a e contenente la retta b deve 
anche contenere la parallela ad a condotta per C, e quindi coincide 
con %., 

41. Teorema. — Due piani, che hanno un punto comune e passano 
rispettivamente per due rette parallele, sì tagliano secondo una retta paral- 
lela alle rette date. 

Intatti (fig. 27) il piano Fa, condotto* per la retta a, parallela alla b, 
risulta parallelo alla retta b (§ 39 Cor. 1°), ed il piano P£, condotto 
per la retta b parallela a Pa, deve tagliare Fa secondo una retta e pa- 
rallela a & (g 4Q Teor.). Nello stesso modo si dimostra che le rette a, e 
sono parallele. 
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42. Teorema. — Due rette parcdlele ad una terza sono parallele 
fra loro. 

Sieno (fig. 27) a, e due rette ambedue parallele ad una stessa retta b. 
E chiaro che le due rette a, e non possono incontrarsi, 
poiché, se avessero un punto comune, per esso passe- 
rebbero due rette parallele ad una terza, ciò che è 
assurdo: se dunque le tre rette sono in un piano il p 
teorema è dimostrato. Supponiamo ora che le tre 
rette non siano in uno stesso piano. Si conducano i 
due piani individuati dalle due rette a, b rispettiva- 
mente e da un punto P della c\ la loro intersezione 
dev'essere una retta parallela ad a e ò, e quindi coin- '' 

cide con c\ ossia e è parallela anche ad a. 

43. Definizioni. — 1*. Se uo piano f tagliti due piani 
1. p secondo due rette paiallele, diremo che esso è un piano 

triattraah o Ètcante dì essi. a 

2-, 1 diedri formati dai seraipiant di ce o di ^ col seraipiaDO Fig. 27. 

appartenente al piano trasversale i, che incontra il piano eoa, 

'icoDSi itUerni ai piani a, ^; i diedri formati dai semìpiaiii di a o di p col semi- 
iDo, appartenente al plano traaveraale y ohe non incontra ^ o 2, diconsi eèttrni 

Degli otto diedri formati dal piano trasversale y coi piani a, p, e 
che nella fig. 28 sono indicati coi numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, quattro 
sono esterni {3, 4, 5, 6) e quattro in- 
terni (1, 2, 7, 8) ai piani a, p;, quattro 
sono da una parte del piano trasver- 
sale (1, 4, 5, 8) e quattro dall'altra 
(2, 3, 6, 7). 

Considerati poi due a due gli otto 
diedri suddetti, prendono i seguenti 
nomi: 

3*. Due diedri dalla ateasa parte del 
piano trasversale, ambedue interni o am- 
bedne esterni, si dicono riepettiTamente co- 
niugati interni o coniugati eHfrni. (I diedri 
1, 8 e i diedri 2, 7 sono coniugali interni; 
i diedri 4, 5 e i diedri 3, 6 Bono coniugati 
esterni). 

4*. Si chiamano corrispondenti due die- 
dri, non conseguenti, uno esterno e l'altro 
interno ai piani i, p, e situati dalla stessa 
parte del piano trasversale (tali sono le cop- 
pie di diedri 2, 6; 3, 7; I, 5; 4, 8). 
Fig. 26. 5*. Si chiamano alterni interni due diedri 

interni, non conseguenti, e non situati dalla 
etesaa parte del piano trasversale; (tali sono le coppie 1, 7 e 2, 8). 

6*. Si chiamano alterni esterni due diedri esterni, non consegnanti, e non situati 
dalla stessa parte del piano trasversale; (tali sono le coppie 4, 6 e 3, 5).- 

44. Teorema. — Se due piani a, ^ passano per due rette paraltde 
situate in un piano y. ed è verificata una delle seguenti proprietà: 

1° essere ununlì iì.ìik diedri nirriiinnn/{i>nti 



■•un; ti, un pHtiui 7, eu. e rcrt/tfiMu una aeiie 
1° essere uguali due diedri corrispondenti, 

Limai ■ BiMiRi, Mltmmti di Otami 
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5" essere uguali due diedri alterni intemi, 
3° , . n - alterni esterni, 

4" „ supplementari due diedri coniugati interni, 
5° „ „ ni coniugati esterni, 

sono verificate tutte le altre, e i- due piani non s' incontrano. 

I due diedri 1, 3 sono uguali, come opposti allo spigolo, e sono sup- 
plementari dei loro conseguenti 2, 4 ; e per la stessa ragione i due diedri 5,7 ^ 
sono uguali fra loro, e sono supplementari dei due 6, 8. Deriva da ciò che,; 
se per es. il diedro 1 è uguale al diedro 5, sono uguali i quattro die- 
dri 1, 3, 5, 7, e gli altri quattro 2, 4, 6, 8 sono pure uguali fra loro 
e supplementari dei primi quattro. Da ciò risulta la prim^ parte del 
teorema. 

Resta a dimostrare che i due piani non s'incontrano. À tale scopo 
portiamo a coincidere la striscia a b (fìg. 28) su sé stessa (g 38 Cor. 3"), 
in modo che la retta a ven^a su 6 e la ^ su a. Allora, a causa dell'egua- 
glianza dei diedri 3, 5, il'semipìano ce verrà a coincidere col semipiano ^', 
e, a causa dell'eguaglianza dei diedri 4, 6, il semipiano p vena a coin- 
cidere col semipiano a. 

Ora, siccome i due piani passano per le rette parallele a, b, se s'in- 
contrassero, la loro intersezione dovrebbe essere una retta parallela alle 
rette a, h (g 42 Teor.|, e quindi parallela anche al piano y< ^ perciò do- 
vrebbe essere tutta situata da una parte di questo piano (§ 39 Cor. 2"). 
Ma dal ragionamento fatto risulta che, se le due parti di piano a, ^' 
avessero una retta comune, anche le due parti di piano a, ^ dovrebbero 
avere una retta in comune, e distinta dalla prima; e ciò è assurdo, perchè 
due piani non possono avere più d'una retta comune. 

Definizione. — Du« piani, ohe non b' inoontrano, si dicono paraUeii. Le parti 
di dae piani paralleli si dicono parallele. 

Corollari. — 1". Se due piani sono paralisi, ogni retta di uno di essi 
è parallela all'altro. 

2°. Se due piani sono paralleli, ciascuno di essi giace interamente in 
una deUe parti, in cui l'altro divide lo spazio. 

3". Quando un piano scorre su sé stesso, strisciando lungo una sua 
retta, ogni piano, coUegato invariabilmente con esso, acorre au sé stesso, se 
È parallelo a quella retta, o passa per essa, e si muove parallelamente a si 
stesso, se la taglia. 

45. Teorema. — Per un punto si può sempre condurre uno ed un\ 
solo piano parallelo a un piano dato. ' 

Per il punto dato si conduca un piano f, che tagli il piano dato a' 
secondo una retta a, ed una retta OB, che incontri a in un punto B. 
Facciamo scorrere su se stesso il piano f, strisciando lungo la retta OB, 
fintantoché il punto B venga in 0. Allora la retta a prenderà una po- 
sizione b parallela alla prima, e il piano a una posizione ^, che passa 
per il plinto e che è parallela al piano a (§ 44 Cor. 3°). 

Supposto ora che per ai possano condurre due piani p,P' paralleli 
ad a {fig. 29), i due piani p, p', avendo in comune il punto 0, devono avere 
in comune anche una retta e, che passa per quel punto (§ 11 Teor.). 
Allora ogni piano y, che tagli a e passi per 0, senza contenere la retta tj- 
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deve tagliare p, p' secondo due rette b, b' parallele al piano a (§ 44 Cor. 1») 
e quindi anche alla retta a intersezione dei due piani a e Y (§ 40 Teor,); 
ma ciò è assurdo, perchè per un 
punto non si pub condurre più di una 
retta parallela a una retta e data. 

Corollari. — 1". Due piani pa- 
ralleli ad un terzo sono paralleli fra 
loro. 

Infatti, se due piani ^, f paralleli 
ad un terzo a s'incontrassero, per 
uno dei punti comuni passerebbero 
due piani paralleli ad a, e ciò è im- 
possibile. 

2°. Se un piano oc taglia un piano 
P, deve tagliare anche tutti i piani ° 
paralleli a p. 

46. Teorema. — Due piani pa- '*' 
ralleli sono tagliati da wn terzo secondo rette parallele, e 

1° i diedri corrispondenti sono eguali, 

2" „ alterni interni „ „ , 

3° „ alterni estemi , „ , 

4° „ coniugati intemi sorto supplemeniari, 

5° „ coniugati estemi „ „ 

Infatti le due rette d'intersezione sono nel medesimo piano secante, 
e non possono incontrarsi, perchè, se avessero un punto comune, questo 
sarebbe comune anche ai due piani, i quali non sarebbero più paralleli 
contro l'ipotesi. 

La seconda parte del teorema si dimostra per assurdo come il Teo- 
rema del § 37. 

Corollario. — Se due piani a e p, che si tagliano, sono rispettitantente 
paralleli ad altri due a', p', questi sì tagliano pure secondo una retta r' 
parallela alla intersezione r dei primi due. 

Infatti il piano a, tagliando il piano ^, deve tagliare anche il piano ^ 
parallelo a 3 (§ i5 Cor. 2°) secondo una retta r" parallela ad r. Per 
le stesse ragioni il piano 8', tagliando il piano a. secondo una retta r", 
deve tagliare anche il piano a', parallelo ad a, secondo una rett-a / pa- 
rallela ad r", e quindi parallela anche ad r (§ 42 Teor.). 

47. Risulta da ciò che precede che, se due piani sono paralleli, essi 
dividono lo spazio in tre parti; possiamo quindi dare la seguente: 

Deflnlzione. — La parte di spazio compresa fra due piaai paralleli dicesi strato, 
e i due piani si dicono faeee di esao. 

B facile definire anche per gli strati, come abbiamo fatto per le etri- 
scie, i concetti di eguaglianza e diseguaglianza, di somma e differenza, ecc. 
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Teorema. — Se più piani paralldi tagliano una trasversale, esistt i 
una corrispondenza univoca fra i piani medesimi e i punti della trasver- ' 
sale, per i quali passano, tale che: 

1", a atte o più segmenti eguali della retta corrispondono strati eguali: 

2". aUa somma dt due o piii segmenti della retta corrisponde la somma 
degli strati corrispondenti. 

E viceversa. 

Condotto un piano per la retta data, si faccia scorrere questo piano 
lungo la retta e si imiti la dimostrazione del § 38. 

Corollari. — 1". Dati due strati disuguali esiste un multiplo del mi- 
nore maggiore dell'altro. 

2^. ìfno strato si può portare a coincidere con si stesso scambiandone 
le facce. 

3". Se si scompone uno strato in pia strati, non è possibile ricomporlo 
con alcuni di essi soltanto. 

Da quanto precede risulta (§ 20 Def.) che gli strati costituiscono 
una classe di grandezze finite. 

48. Teorema. — Per un punto si possono condurre infinite rette pa- l 
rallele ad un piano dato, le quali giacciono tutte nel piano parallelo al 
piano dato. 

Sia il punto ed a il piano dato. Se per conduciamo il pia- 
no p parallelo ad a, e chiaro che tutte 
le rette di p (ed in particolare quelle 
che passano per 0) non possono incon- 
trare il piano a, ossia sono ad esso pa- 
rallele. 

Supponiamo ora che per ai possa 
condurre una retta i; parallela ad ce no» 
situata nel piano f. Per la retta e con- 
duciamo un piano f qualunque, che ta- 
gli a secondo una retta a. Allora ti 
piano Y, avendo il punto comune con 0, ■ 
dovrà tagliarlo secondo una retta b pa- 
rallela alla retta a (g 46 TeorX Ma anche 
Fig. 80. la retta e è parallela ad a (§ 40 Teor.), 

e ciò è assurdo. Dunque tutte le parai- , 
lele ad a condotte da giacciono in ^. { 

Corollari. — 1". Se due rette, che s'incontrano, sono parallele ad un ! 
piano, esse individuano un piano parallelo al piano dato. | 

2". Se due rette r, r', che s'incontrano, sono rispettivamente parallele a 
due rette s, s' di un altro piano, queste s'incontrano pure, e il piano in- 
dividuato dalle prime due è paraUelo al piano individuato daUe altre. 

Infatti le rette s, s' non possono essere parallele fra loro, perchè 
altrimenti (§ 42 Teor.) ciascuna di esse sarebbe parallela ad entrambe 
le rette r,r, le quali s'incontrano, e ciò è assurdo. Inoltre le s, s', es- 
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sendo parallele alle r, r lìspettivamente, sono pure parallele al loro 

Siano (§ 39 Cor. 1"), e quindi, per il corollario precedente, anche il piano 
elle s, 8 è parallelo al piano delle r, r'. 

49. Defili IzIoiiIé — 1*. Se da due ponti escona dne Mmiratta parallete, ai dice 
ch'esse sono dirette nello stesso senso, o in senso contrario, Becondo che giacciono 
ambedue iu una delle parti, jit cui il piano resta diviso dalla retta, individuata dai 
due punti, oppure giacciono in parti opposte. 

2*. Se da due rette parallele escono due semipiani paralleli, ai dice ch'esai sono 
diretti nello «fesso senso, o in senso contrario, secondo cbe sono situati ambedue in 
una delle parti, in cui lo spazio resta diviso dal piano individuato dalle due paral- 
lele, oppure giacciono in parti oppoate. 

Teorema. — Se due angoli hanno i lati diretti rispettivamente neUo 
stesso senso, o in senso contrario, sono eguali; e, 3e hanno una coppia di 
iati diretti nello stesso senso e una coppia di lati diretti in senso contrario, 
i due angoli sono supplementari. 

Siene (fig, 31) le rette OA, OB, che passano per 0, rispettivamente 
parallele alle O'A', O'B', che passano per 0', e suppo- 
niamo dapprima che Steno situate in piani diversi. 

Sia a il piano delle rette parallele OA, O'À', B quello o 
delle rette parallele OB, O'B'. Facendo scorrere uno dei 
piani lungo Io spigolo 00' finché il punto venga in 
0', anche l'altro piano acorrerà su sé stesso (§ 15 Cor. 2°) 
e la OA verrà a coincidere colla sua parallela O'A' (§ 36, 
Cor. 2") e la OB colla sua parallela O'B'; perciò l'an- ^ 
golo AOB verrà a coincidere coll'angolo A B'; dunque 
gli angoli AOB, A'O^B' che hanno i lati diretti nello 
stesse senso, sono uguali. Se ne deduce facilmente che, pig. si. 
se due angoli hanno i iati diretti in senso contrario, 
BODo pure eguali, e se due angoli hanno una coppia di lati diretti nello 
stesso senso ed una coppia di lati diretti in senso contrario sono aup- 
piementari. 

Mei caso che le quattro rette date sieno in un piano, il teorema 

si può dimostrare nello stesso modo, facendo scorrere il piano nel quale 

esse giacciono lungo la congiungente 

e' i punti comuni 0, 0', fincnè questi 

vengano a coincidere; oppure nel 

modo seguente. 

La retta A'B' (fig. 32), incon- 
trando in 0' la CD', deve incon- 
trare pure la OD, che è parallela a 
CD', m un punto H (§ 37 Cor.). 
Pertanto gli angoli A'O'C, C'^B', 
B'O'D' D'O'A' sono rispettivamente 
uguali agli angoli A'HCCHB'B'HD, 
PJg. 32. DhA', come corrispondenti rispetto 

alle rette parallele CD, CD' e alla 
trasversale A'B'. Questi ultimi poi sono rispettivamente uguali agli an- 
goli AOC, COB,BOD, DOA, come corrispondenti rispetto alle parallele 
A'B', AB e alla trasversale CD ; dunque, siccome due angoli uguali ad 
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un terzo sono uguali fra loro, ne segue che gli angoli AOC, A'O'C, che 

hanno ì lati diretti nello stesso senso, e gli angoli ÀOG, B'O D', che 

contrario, sono eguali; mentre gli angoli 

oppia di lati diretti nello stesso senso ed 

senso contrario, boqo supplementari. 

angoli di dut rette sghembi gli angoli formati da 



diedri hanno le facce dirette rispettivamente 
vntrario, sono eguali; e, se hanno una coppia 
uso e una coppia di facce dirette in senso 
ipplementari. 

g. 83) che si tagliano lungo la retta AB, 
piani OL, ^', che si tagliano lungo la retta 
> P', dovrà incontrare anche il piano ^ pa- 
rallelo ad esso lungo una retta HK, 
che sarà parallela tanto ad A'B' quanto 
ad AB (§ 45 Cor. 2° e § 46). _ 

Si ha poi che i diedri DABC, 
CÌj6F, FABE, EABD sono rispettiva- 
^' mente uguali ai diedri DHKC, C'ÉfeP, 
FHKE', E'HKD, come corrispondenti 
rispetto ai piani paralleli a, x' e al 
piano trasversale ^; ma questi sono ri- 
spettivamente uguali ai diedri D'A'B'C, 
O'À^'F', F'A/fe'E', E'A^'D', come cor- 
rispondenti rispetto ai piani paralleli 
, quindi, siccome due diedn eguali ad un 
e viene che i diedri D^BC,D'A^'C^^clle 
stesso senso, e i diedri DABC, E'A'B'F', 
enso contrario, sono eguali ; mentre i diedri 
la coppia di facce dirette nello stesso senso 
;e in senso contrario, sono supplementari. 

fermento, che ha gli estrani sopra t due lati 
ma striscia) o interni ad esso, è intemo a 



so dato ed MN il se^- 
[uest'angolo. La semi- 
delie parti, in cui la 
figura, e così pure la 
1 una delle parti del 
; per conseguenza il 
le semirette MN, NM, 
> di piano BAC, che è 
siderati. 
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Analoga dimostrazione può farsi per il caso di una strìscia. 
La dimostrazione si estende facilmente anche al caso in cui i punti 
M,N sono interni all'angolo o alla strìscia. 

2°. Vn angolo convesso (o una striscia), che ha i lati sopra le facce di 
un diedro (o strato) od interni ad esso, è interno a quel diedro (o strato). 

Si imiti la dimostrazione del teorema precedente. 

52. Teorema. — / segmenti paralleli, che terminano a due rette pa- 
rtdlele, sono eguali. 

Se i due segmenti A'À, B'B (fig. 35) sono paralleli e terminano alle 
rette parallele n, n, devono anche essere 

eguali. Infatti, se si fa scorrere il piano ^ f . J . 

della figura au sé stesso lungo la retta n, j j " 

anche la m' scorre su sé stessa (§ 38 Cor, 4"), III • 




e, quando il punto A sia venuto in B, la 

retta AA' prenderà la posizione della sua " - 

parallela BB' ; perciò AA' ~ BB'. Fig. 85. 

Corollari. — 1". Segmenti paralleli, che terminano ad una retta e ad 
un piano (o a due piani) paraUeli, sono eguali. 

Infatti (fig. 36), se sono AA', BB', CC',.., segmenti paralleli, che termi- 
nano alla retta a e al piano a, 
pure paralleli, è chiaro che le 
rette AA', BB', CC... individuano 
uno stesso piano, il quale contiene 
la retta a e taglia il piano a, se- 
condo una retta b parallela ad a. 
Allora i tre segmenti dati sono 
eguali pel teorema precedente. 

Se ì segmenti paralleli termi- 
nano a due piani paralleli, consi- 
derando due a due questi segmen- 
ti, si vede che essi individuano 
Fig. 36. piani, che tagliano i due piani 

' dati secondo rette parallele. Per- 
tanto siamo ancora condotti alla considerazione di segmenti paralleli, 
che terminano a rette parallele. 

2". Strìsce parallele, che terminano a piani paralleli, sono eguali. 

Infatti, se si fa scorrere su sé stesso uno dei piani dati, lungo una 
sua retta, non parallela ai lati delle due strisce, anche l'altro piano scor- 
rerà su sé stesso (§ 44, Cor. 3°), e, quando un lato della pnma striscia 
sia venuto a coincidere con un lato della seconda, il piano della prìma 
strìscia prenderà la posizione del piano della seconda striscia ad esso pa- 
rallelo, e quindi anche gli altri due lati delle striscie coincideranno; 
perciò le due striscie sono eguali. 

53. Teorema 1°. — Se più rette parallele, situate in un piano, tagliano 
due trasversali, esse determinano una corrispondenza univoca fra i punti 
t i segmenti ddte due trasversali, tale che: 
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1". a due o più segmenti eguali della prima trasversale corrispondona 
altrettanti segmenti eguali fra loro della seconda trasversale; 

8^. alla somma di due o piit segmenti della prima trasversale corri- \ 
sponde la somma dei corrispondenti segmenti della seconda trasversale. 

Teorema 2*. — Se due rette, comunque situate neUo spazio, sono ta- 
gliate da un sistema di piani paralleli: 

1" a segmenti egualt della prima trasversale corrispondono seffmenUi 
eguali della secondar- 
si alla somma di due o più segmenti della prima trasversale corri- 1 
risponde la somma dei corrispondenti segmenti della seconda. 

Questi due teoremi sono conseguenze immediate di quelli dei §§ 38 , 




54. Teorema. — È sempre possibile dividere un segmento in n parti 
eguali, e ciò in una sola maniera. 

Sia infatti AB (fig. 37) il segmento da dividersi per es. in cinque 
parti eguali. Per un suo estremo A si cod- 
dnca una semiretta qualunque, e si portino 
su questa, a partire da A, cinque segmenti 
adiacenti eguali. Unito l'estremo M con B, 
dagli altri punti C, D, E, F si conducano le 
parallele ad MB, le quali divideranno il seg- 
mento AB in cinque partì eguali nei punti 
C, D', E', F' (8 53 Teor. l"). 

Non è poi possibile dividere il dato seg- 
mento nello stesso numero di parti eguali 
fig. 37, in un'altra maltiera, perchè (§ 20 Teor. 8) gli 

equisummultiph di uno stesso segmento, o 
dì segmenti eguali, sono eguali fra loro. 

Corollari. — 'l". E sempre possibile dividere una striscia in n strisce 
eguali, e ciò in una sola maniera. 

Infatti condotta una retta fi, che incontri i due Iati della striscia, 
si divida il segmento di a compreso in essa in n parti .eguali, e per i 
punti di divisione si conducano delle parallele ai lati. È chiaro cne la 
striscia resta cosi divisa in n parti, che sono eguali fra loro (§ 38 Teor.). 

La suddivisione poi è unica per il teorema precedente e per il teo- 
rema 1» del § 53. 

3^. È sempre possibile dividere uno strato in n strati eguali, e ciò t« 
una sola maniera. 

Dimostrazione analoga alla precedente. 



DeflnUione. - 
scia, il piano, ci 



La retta, cbe divide una striscia per metà, dioesi bitetlriee déUa 
e divide uno strato per metà, dioesì biarttore dtlh strato. 



55. Teorema. — È sempre possibile dividere un angolo qualunque 
per metà, e ciò in una sola >, 
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Sni lati dell'angolo BOt! (fig. 38) si prenda OB E OC, e ai congiunga 
B con C. La retta MN, che passa per il vertice e per il punto medio 
dì BC, divide per metà tanto l'angolo convesso BOG, quanto l'angolo 
concavo BOG. Infatti, se portiamo l'angolo BOC a coincidere con sé 
stesso, scambiandone i lati, il punto 
C viene in B e viceversa, ed il pun- 
to M resta fisso. Pertanto l'angolo 
COM viene a coincidere con BOM, 
e viceversa; e l'angolo BON con 
CON, e viceversa, osala l'angolo 
convesso BOO è diviso per metà 
dalla semiretta OM, e l'angolo con- 
cavo BOG e diviso per metà dalla ' 

semiretta ON. Inoltre anche l'an- yj™ 88. 

golo OMC viene a coincidere con 
OMB, e viceversa; opperò resta diviso per metà anche l'angolo piatto B^C. 

La divisione suindicata non è possibile che in una sola maniera, per- 
chè le metà di uno stesso angolo, o di angoli eguali, sono eguali fra loro. 

Definizione. — L& Bemiretta, «b« divìde un angolo per metà, diceai bUettrit* 
di quell'angolo. 

Corollari. — 1". Vn angolo qualunque si può dividere in un'unica 
monterà in 4, 8, 16, 32,... parti eguali. 

S'. Il prolungamento della bisettrice di un angolo è la bisettrice deU'an- 
goto opposto al vertice del primo. 

Infatti, facendo rotare la figura di un mezzo giro attorno alla bi- 
settrice, è chiaro che i due lati dell'angolo dato si scambiano fra loro, 
e quindi si scambiano fra loro anche i prolungamenti di questi lati. Ne 
aesue che le due parti, in cui resta diviso dalla retta medesima l'an- 
golo opposto a] vertice di quello che si considera, vengono a coincidere, 
vale dire sono eguali. 

56. Teorema. — Si può sempre dividere un diedro in due parti eguali, 
e ciò in una sola maniera. 

Sulla c9etoIa AB del diedro (fig. 39) si prenda 
un punto 0, e si traccino per esso due semirette 
OC, OD, che giacciano rispettivamente nelle due 
facce del diedro e formino con la costola angoli 
e^ali alla metà di un angolo piatto. Ciò fatto, 
SI prenda OC E OD, e si congiunga C con D. Es- 
sendo M il punto medio di CD,iI semipiano ÀBM 
divide per metà il diedro convesso AB, e il suo 
prolungamento divide per metà il diedro concavo 
AB. Infatti, portando il diedro &È a coincidere 
Fig. 89. con sé stesso, scambiandone le facce, in modo 

che il punto rimanga fisso, è chiaro che il 
segmento OC viene a prendere la posizione di OD e viceversa, e 
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quindi il punto medio M del segmento CD resta fisso. Ne segue che 
i diedri CÀBM, GABN vengono a coincidere rispettivamente coi diedri 
DABM, DABN; ossia il eemipiano ABM divide per metà il diedro con- 
cavo AB, ed il suo prolungamento ÀBN divide per metà il diedro con- 
vesso AB. Inoltre anche il diedro piatto CRSD resta diviso dal piano 
ABM in due parti, le quali si sovrappongono a vicenda; dunque il piano 
ABM divide pure il diedro piatto per metà. 

La divisione suindicata non è poi possibile che in una sola maniera, 

fierchè le metà di uno stesso diedro, o di diedri eguali, sono eguali fra 
oro. 

Definizione. — Il seroipiADo, che divide un diedro per metà, dicesi bheftare 
di quel diedro. 

Corollari. — 1". Un diedro qualunque si può dividere in un'unica 
Tnaniera in 4, 8, 16, 32,.... parti eguali. 

2°. Il prolungamento del semipiano bisettore di un diedro è bisettore 
del diedro opposto alla costola del primo. 

Si imiti la dimostrazione del Corollario 2° del § precedente. 



CAPITOLO V 
Bette e plani perpendioolari. 



67. Nel capitolo precedente abbiamo veduto che si può sempre co- 
struire un angolo (o diedro) eguale alla metà di un angolo (o diedro) 
piatto. 

- Un angolo (o diedro) dìoesi retto, acuto, od oltttto, etcanin 
a maggiora della metà di un angolo (a diedro) piatto. , 

Corollario 1". — Tutti gli angoli (o diedri) retti sono eguali. 

Definizione 2*. — Due angoli (o diedri), la cni somma è ao retto, dtconsi eom- I 

pltmentari. ! 

Corollario 2'. — Due angoli (o diedri), complementari di angoli (o 
diedri) eguali, sono eguali. 

Befinizlone 3*. — Due rette (n due |)iani) ai dicono perpendicolari, quando 
formaDO quattro angoli (o diedri) retti, e si dicono oblique, ee non eoao naralleie, 
né perpendioolari. Le parti di rette (o di piani) perpendicolari ai dicono pure per- 
pendicolari. 
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Corollari, — 3". Una retta, perpendicolare ad un'altra, è pure perpendi- 
■olare a tutte le rette parallele a questa. Analogamente; Un piano, perpen- 
iicolare ad un altro, è pure perpendicolare a tutti i piani paralleli a guesto. 

4°, Due rette (o piani), rispetticamenle parallele a due rette (o piani) 
Hrpendicolari, sono pure perpendicolari fra loro. 

Infatti (^8 49 e 50) gli angoli (o diedri) formati dalle prime due 
"ette (o piani) sono ordinatamente eguali agli angoli (o diedri) formati 
lall'altre due rette (o piani). 

5°. Se due rette in un piano sono perpendicolari ad una terza, esse 
tono parallele. Analogamente: Due piani sono paralleli, se sono perpen- 
dicolari ad un terzo e lo tagliano secondo rette parallele. 

Infatti gli angoli (o diedri) corrispondenti sono eguali, 

6". Le bisettrici (o i bisettori) degli angoli (o diedri) formali da due 
rette (o da due piani), che si tagliano, sono perpendicolari. 

Infatti, ogni angolo (o diedro) formato dalle due bisettrici (o dai bi- 
settori) di due angoli (o diedri) conseguenti, è retto. 

58. Teorftma 1". — In un piano, per un suo punto, si può condurre 
una, ed una sola, retta perpendicolare a una retta del piano stesso. 

1°. Se il punto dato è sulla retta, si conduca per esso la bisettrice 
degli angoli piatti formati dalle due semirette, in cui la retta data è 
divisa da quel punto; essa sarà perpendicolare alla retta data (g 57 
Def. 3'), e sarà unica per il Teor. del § 55. 

2°. Se il punto da|o è fuori della retta, si conduca per esso la pa- 
rallela alla retta data. È chiaro che la perpendicolare a questa seconda 
retta, condotta per il punto dato, è pure perpendicolare alla retta data, 
ed è unica (§ 57 Cor. 3° e 5"). 

Corollario. — Per un punto si possono condurre infinite perpendico- 
lari ad una retta data. 

Infetti per una retta a si possono condurre infiniti piani, ed in cia- 
scuno di essi, per un punto dato su a, una perpendicolare alla retta stessa. 

Se poi consideriamo un punto P fuori di a, e per esso conduciamo 
la retta a' parallela ad a, tutte le perpendicolari ad a', condotte per P, 
sono anche perpendicolari ad a {§ 57 Cor. 3**). 

Teorema 2^. — Per una retta di un piano si può condurre ad esso uno, 
ed un solo, piano perpendicolare. 

Infatti, se per la retta data si conduce il piano bisettore dei diedri 
piatti formati dai due aemipiani, in cui il piano dato resta diviso de 

3uella retta, evidentemente esso sarà il piano perpendicolare doman- 
ato (g 57 Def. 8'), e sarà unico per il teorema del § 56. 

59. Teorema. — Il piano, individuato da due perpendicolari ad una 
rata in un suo punto, è perpendicolare ad entrambi i piani individuati 
da ciascuna di esse e dalla retta data. 
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Sia a una ietta data (fig. 40) e b. e Òue rette ad essa perpendico- 
che la incontrano nel punto 0. Tracciamo i piani ab, ac, bc e fac- 
} rotare la figura di un mezzo giro attorno aila retta a. Per il leo- 
'A" del g 21 abbiamo che ogni eemipiano, uscente dalla retta a, 




Fig. 40. 

la rotazione suddetta, viene a coincidere co! suo prolungamento, 
lì il semipìano AOB viene a coincidere con AOB', ed AOC 
, e viceversa. Ne segue che, per l'eguaglianza degli angoli retti 
, AOB'; a5c, a6C', la semiretta OB viene a coincidere con la se-| 
ta OB' e OC con OC, e viceversa; cosicché il piano bc, nella nuova 
one, coincìde con la posizione primitiva. Perciò il diedro ACCB 
■ale al suo conseguente ACCB', e il diedro ABB'C è uguale al suo 
guente AÉB'G', ossia i piani ab, ac sono perpendicolari al piano bc. 

iO. Teorema. — Tutte le perpendicolari, condotte per un punto ad 
reità, giacciono in un piano. 

ìupponiamo da prima (fig. 41) che il punto 0' sia preso sulla retta 
2, e sieno e,, c„c„c„.„ le perpendicolari ado condotte per il punto 0'. 
I piani c,c„CiC„c,c^,.,. sono perpendicolari 
al piano ac„ e perciò coincidono, poiché ad 
un piano non ai può condurre per una sua 
retta altro che un piano perpendicolare (§ 58 
Teor. 2°). Dunque le rette c,,c„c„... giac- 
ciono in un piano. 

Se poi è dato un punto fuori della 
retta a, si conduca per esso la parallela a' 
. alla retta data e le perpendicolari ad a'. 
Fig. 41. Esse sono le perpendicolari, che dal punto 

si possono condurre alla retta a, e, per il 
precedente, giacciono in un piano. 

'OTollarìo 1°. — Se una retta è perpendicolare a due rette non pa- 
e di un piano, è perpendicolare a tutte le altre rette dello stesso piano. 

iia a' una retta qualunque (fi§. 42) perpendicolare alle due rette 
lon parallele, del piano a., e sia d una qualsivoglia altra retta del 
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piano a.. Se per il punto d'intersezione delle due rette b 
una retta d' parallela alla d ed una retta a 
parallela alla retta a, è chiaro che la a 
è perpendicolare alle rette h,c e che la d' 
può riguardarsi come l' intersezione del 

Siano <t col piano individuato da essa e 
alla retta a. Ma in questo piano, per il 
punto 0, si può tirare una ed una sola 
perpendicolare alla retta a, la quale, per il 
teorema precedente, deve giacere anche nel 
piano a, quindi questa perpendicolare deve 
coincidere con la d', vale a dire la d', e quin- 
di anche la sua parallela d, è perpendicolare „. .„ 
alla retta a, epperciò anche alla retta a. °' 

Definizione. — Una retta ed un piano si dicono perpendicolari, quando In retta 
è perpendicolare tt tutte le rette del piano: ai dicono obliqui, se non sono né paral- 
leli, né perpendicolari. 

Corollario S° — Se una retta è perpendicolare e 
rotare la figura attorno alla retta, il piano scorre su 
attorno al punto d'incontro eolla retta. 

61. Teorema. — Per un punto si può sempre condurre uno ed un solo 
piano perpendicolare ad una retta data. 

Tale piano è quello individuato da due rette perpendicolari alla 
retta data, condotte per quel punto, ed è unico per il teorema del § 60. 

Corollario. — Due piani perpendicolari a una retta sono paralleli. 

Infatti, se due piani perpendicolari ad una medesima retta s'incon- 
trassero, per uno dei loro punti comuni si potrebbero condurre due piani 
perpendicolari a una stessa retta; e sappiamo che ciò è impossibile. 

62. Teorema. 

sono perpendicolari 
stesso piano 

l". 8e un piano iz (fig. 43) è perpendicolare ad una retta b, tutte le 
rette di a. sono perpendicolari a 6 e quindi 
anche a una retta o parallela a b; perciò la 
retta e è perpendicolare al piano a. 

2°. Sieno b e e due rette perpendicolari 
al piano a; dico che esse sono parallele. In- 
fatti, se ciò non fosse, si potrebbe condurre 
per un punto P di e una retta d parallela 
a b, la quale sarebbe, per ciò che si è dimo- 
strato sopra, perpendicolare ad et. Allora il 
piano delle e, d taglierebbe il piano a se- 
condo una retta e perpendicolare ad entrambe 
è possibile (§ 58 Teor. 1"). 

63. Teorema. — Per un punto si può sempre condurre una, ed una 
sola, retta perpendicolare ad un piano. 



Le parallele ad una retta, perpendicolare ad un piano, 
. .. quel piano. Inversamente: Le perpendicolari ad uno 
parallele fra loro. 
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Fig. 48. 
le rette e 6 d, ciò 
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Bisogna distinguere il caso in cui il punto dato è sul piano dato 
da quello in cui e fuori di esso. Kel primo caso (fig, 44) si traccia) 
per il punto nel piano a due rette b,c, indi si osservi chela condi- 
zione necessaria e sufficiente, affinchè una retta sia perpendicolare ad a 
nel punto 0, è che essa sia perpendico- 
lare alle rette b, e nel punto 0. Ma tuttt' 
le perpendicolari a b, che passano per 0. 
giacciono nel piano ^ condotto per per- 
pendicolare a 6, e tutte le perpendicolari 
a e nel punto giacciono nel piano y 

ferpendicolare nel punto alla retta e 
due piani p,Y, avendo il punto in 
comune, si taglieranno secondo una retta 
a che è la perpendicolare cercata. Da 
\ questa costruzione si vede anche che essa | 
") unica. 

Supponiamo ora che il punto dato A 
sia fuori del piano a. Per un punto dì a si conduca la retta a perpen- 
dicolare ad a, e per A la a parallela ad a. Essa è la perpendicolare 
cercata (§ 62 Teor.) ed è unica. 




Fig. 44. 



i retta perpendicolare \ 



64. Teorema. — Ogni piano, condotto per t 
ad un piano, è perpendicolare al piano. 

Sia a una retta (fig. 45) perpendicolare al piano dato a; facendo 
rotare la figura di un mezzo giro attorno alla retta a, è chiaro che il 
piano a scorre su se stesso, e che ogni altro piano p, condotto per a. 
ritorna, dopo il movimento, a coincidere 
con se stesso, in modo che le due parti, in 
cui esso resta diviso dalla retta a, si scam- 
biano fra loro. Dunque i diedri conseguenti, 
formati dai due piani «epe situati da 
una medesima parte rispetto al piano a, 
vengono a coincidere; perciò sono eguali, 
e ì due piani a e ^ sono perpendicolari. 



65. Teorema. — Se due piani sono per- j 
pendicolari; Fig. 45. 

una retta, petpendicolare alla loro co- I 
mune intersezione, e situata sopra uno di essi, è perpendicolare all'alfro 

piano. ■ 

Inversamente: una retta, perpendicolare ad uno tii essi e condottai 

per un punto dell'altro piano, è sùuata in quest'altro piano. I 

1". Sia a una retta del piano ^ (fig. 45) perpendicolare nel punto ■ 
alla comune intersezione e dei due piani perpendicolari a e p. Se per 
conduciamo un'altra retta b perpendicolare ad a, il piano b e risulta 
perpendicolare alla retta a (g 60 Cor. 1°) ed al piano p (§ 59). Ma l'unica 
piano perpendicolare a ^, e che passa per e, è il piano a, dunque il piano 
e deve coincidere con oc, vale a dire la retta a è perpendicolare al 
piano a. 

2°. La perpendicolare, condotta da un punto del piano ^ sulla co-, 
mune intersezione e dei due piani perpendicolari a e ^, è situata evi-j 
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dentemente nel piaao p, ed è perpendicolare al piano a per c.ib che si 
è precedentemente dimostrato. D'altra parte non si può condurre per 
un punto che una sola perpendicolare ad un 
piano; dunque il teorema resta dimostrato. 

Corollario* — Se due piani perpendico- 
lari ad UH terzo si tagliano, la retta d'inter- 
sezione è perpendicolare a questo terzo piano. 

Sieno i due piani ^ef (fig. 46) perpen- 
dicolari ad uno atesso piano a., e si taglino 
secondo una retta AB. La perpendicolare al 
piano a, condotta per un punto di AB, deve 
giacere tanto nel piano p, quanto nel piano y, 
e perciò deve coincidere con la retta AB 
stessa. Ftg. 46. 

66. Teorema. — Per una retta non perpendicolare ad un piatu), si 
fuò sempre condurre uno ed un solo piano perpendicolare al piano dato. 



Tutte le perpendicolari (1 




;. 47), condotte per i vari punti della retta 
data a a) piano a, sono parallele fra 
loro, e perciò giacciono in un piano 
individuato da una qualunque dì esse 
e dalla retta a. Questo piano (g 64) è 
perpendicolare al piano a, e non pos- 
sono esistere altri piani perpendicolari 
ad a e che passino per a; perchè, se 
ciò accadesse, la retta a, intersezione 
dì questi piani, dovrebbe essere (§ 65 
Cor.) perpendicolare al piano a, il che 
V'ìg. 47. è contrario all'ipotesi. 

67. Teorema. — Esiste ana, ed una sola, retta perpendicolare a due 
rttk sghembe, e che le incontra. 

Sieno ae b (fig. 48) due rette sghembe. Per la retta a si faccia pas- 
sare un piano a parallelo a 6, e per la retta ò un piano ^ parallelo ad 
a; indi per le due rette a, b rispettiva- 
mente si conducano i piani Yi 5 perpen- 
dicolari ai due piani a. & ^. Questi due 
piani devono incontrarsi, poiché, se fus- 
ero paralleli, la retta a, intersezione . 
dei piani a, y, dovrebbe essere parallela 
alla retta b, intersezione dei piani rispet- 
tivamente paralleli p, 5 {§ 46 Cor.); e 
ciò è impossibile, avendo supposto che 
a. h non sieno situate in un piano. La 
retta e, intersezione dei piani Yi 8 per- 
pendicolari ai piani a, ^ e pure perpen- 
dicolare ai piani a, ^ stessi (§ 65 Cor.), 
quindi anche a tutte le rette di questi 



i>r7 
W7 



piani. Siccome inoltre e incontra le rette a, b, i 



Fig. 48. 
1 è la retta cercata. 
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Viceversa, siccome ogni retta, perpendicolare alle due rette sgheml 
ev'essere pure perpendicolare alle parallele ad esse, e quindi anche 
piani <x e S, così ogni perpendicolare alle due rette sghembe, e 
incontra, dev'essere situatÀ nei due piani y e 5 {§ 65 Teor.), e 
coincidere colla loro comune intersezione e. Resta, dunque dimo- 
cbe, oltre la retta e, non esistono altre perpendicolari comuni alle 
tte sghembe, e che le incontrano. 

l. Teorema. — Se due piani paralleli incontrano la costola di un 
tagliano il diedro secondo angoli uguali. 

fatti i due angoli hanno i lati diretti nello stesso senso, e perciò 
gnali. 

irollario. — Due piani, perpendicolari alta costola di itn diedro, lo 

secondo angoli uguali. 

finizioni. — 1*. Si chiama tezìont normale, o rettilineo di un diedro l'aDgalu 
lUiene, tagliaoda il diedro con un piano perpendicolare alla costola. 
Si chiamano angoli di due piani le sezioni normali dei diedri formati da easi 

I. Dalia data definizione si ricava facilmente che ad un diedro 
londe un solo rettilìneo, e che viceversa, dato un angolo piano 
si trova un diedro, ed uno solo, del quale esso è it rettilineo. 
'Struirlo basta per il vertice condurre una retta 00' perpendi- 
aì piano dell'angolo, e tracciare i piani individuati da questa rett» 
i dell'angolo. 

mque i diedri ed Ì loro rettilinei si corrispondono univocamente, 
vrapponendo due diedri, in modo che la costola e una faccia del- 
oincidano con la costola e una faccia dell'altro, indi conducendo 
no perpendicolare alla costola comune, è facile dimostrare, come 
tto per gli archi e gli angoli al centro, per i fusi e ì corrispon- 
iiedri al centro, il seguente 

soreina. — 1". Se un diedro è maggiore, eguale, o minore di un di- 
che il rettilineo del primo è rispettivamente maggiore, uguale o mi- 
ei rettilineo del secondo, e viceversa; 

Il rettilineo di una somma o differenza di diedri è uguale alUi 

o differenza dei rettilinei dei diedri dati. 

iroUari. — P. Se un diedro è doppio, triplo.... di un altro, anche 
'■ineo del primo è doppio, trijdo.... del rettilineo del secondo. 

Il rettilineo di un diedro piatto è un angolo piatto; il rettilineo di 
irò retto è un angolo retto. Il rettilineo di un diedro è concavo, o 
0, acuto, od ottuso, secondo che il diedro è concavo, o convesso, acuto 
•so. 

Se due diedri sono supplementari o complementari, anche i loro 
ei sono supplementari o complementari. 



I. Teorema. — Se due rette di un piano sono rispettivamente per- 
ilari a due rette dello stesso piano che s'incontrano, esse pure s'in-_ 
IO, e formano quattro angoli ordinatamente uguali o supplementari 
i delle altre due rette. 
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Fig. 50. 



Sietio a',h' ffig. 50) due rette date in un piano, rispettivamente 
perpendicolari alle rette a, 5 situate nello stesso piano, che s'incontrano' 
nel punto 0. Per il punto si conducano due rette a", h" parallele 
alle a b', e perciò perpendicolari alle a, b ^ 

riapettivamonte. Le due rette a", i"nonpo3- E\ I 
sono coincidere, perchè le a, b non possono 
essere perpendicolari alla stessa retta, dunque 
anche le a', i' devono incontrarsi; perchè, se - 
fossero parallele, le due rette a", b' , condotte 
per 0, sarebbero parallele ad entrambe, cib 
che è assurdo. 

Ora gli angoli delle rette a',b' sono or- 
dinatamente eguali, o supplementari, a quelli 
delle loro parallele a",b"; d'altra parte, se 
dai due angoli B^', AOA' eguali, perchè 
retti, si toglie lo stesso angolo À'OB, si ottengono differenze B'OA', BOA 
eguali; dunque gli angoli delle a", 6" sono ordinatamente eguali, o supple- 
mentari, a quelli delle a, b, e quindi gli angoli delle rette a, b sono pure 
rispettivamente eguali, o supplementari, a quelli delle rette a'b'. 

71. Teorema. — Gli angoli, formati da due rette perpendicolari a 
due piani che s'incontrano, sono rispettivamente eguali o supplementari 
agli angoli di quei piani- 

Sieno le rette b, e rispettivamente 
perpendicolari ai due piani p, y, che s'in- 
contrano {fig. b\). Per un punto qualun- 
que 0, comune ai due plani, si conduca un 
piano ce perpendicolare alla loro comune 
intersezione. Le rette MN,PQ, intersezioni 
dei piani è, y con a, formano quattro an- 
;oli che sono ì rettilinei dei diedri formati 
lai piani p, f. Se ora per il punto si 
conducono le rette OM', ON' perpendico- 
^'8- ^i- lari ai piani f!,Yi fsse risultano parallele 

alle b, e, e giacciono (S 65 TeorJ nel pia- 
no a. Ma le rette OM', OW, essendo perpendicolari alle MN, PQ formano 
(Teor. pree.) angoli ordinatamente eguali, o supplementari a quelli di 
queste rette, e perciò anche gli angoli delle b, e sono rispettivamente 
eguali, o supplementari, a quelli delle MN, PQ. 

Corollari. — 1°. Se per un punto della costola di un diedro si tirano 
dm semirette rispettivamente perpendicolari aììe facce, in modo che ciascuna 
« trovi, rispetto aUa faccia alla quale è perpendicolare, dalla stessa parte 
deUa faccia rimanente, l'angolo delle due semirette è supplementare del ret- 
tilineo del diedro. 

2". Se per un punto della costola di un diedro si tirano due semirette 
rispettivamente perpendicolari alle facce e dalla stessa parte di una di esse, 
le due semirette si trovano dalia stessa parte anche rispetto all'altra faccia. 

Infatti, se OM', ON', si suppongono dalla stessa parte del piano p, 
l'angolo M'ON' sarà acuto, perchè differenza fra un angolo retto e l'an- 

LuEsai ■ Bistuin, Sttmmli di Stamtlria — 4 
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gelo NON'. Ora l'angolo FON' è pure retto per ipotesi e quindi è mag- 
giore di MON', vale a dire OM' bì trova dalla stessa parte di ON' 
riapetto alla retta OP, e quindi anche rispetto a) piano y- 

72. DeflnlElonl. — !■. Gli estremi di an Begmento ai dicono simmetrici rÌBp«tt« 
al ponto medio del segmento atesso. Questa punto diceai ventro di gimmefria. 

2'. Due punti ai dicono gimmetrici rispetto ad una retta, o ad un piano, quando 
questa retta, o questo piano, divide per metà il segmento ohe termina a quei dug 
punti, ed è parpeudicolare ad esso. La retta ed il piano si dicono rispetti v amento 
asst, piano, di aimmttria. 

3*. Dna figure si dicono simmetriche rispetto ad un centro, o ad un asse, o ad 
un piano, quando tutti ì punti di ciaacuna sono sirometrioi dei punti dell'alb-a ri- 
spetto a questo centro, o a quest'asse, o a questo piano. 

4*. Una figura ai dice simmetrica di ai steaaa rispetto ad un punto, o ad una 
retta, a ad un piano, quando coincide colla aua aimmetriaa rispetto a quel punto, ot 
quella retta, o a quel piano, i quali si dicono rispettivamente centro, o asse, O piani 
prine^ale della figura. 

Per ea.; Una retta è simmetrica di se stessa rispetto ad o^ni sim 
punto, ed anche rispetto ad ogni retta, o piano, ad essa perpendicolare. 

Un piano è simmetrico di se stesso rispetto ad un suo punto e ad 
ogni sua retta, ed anche rispetto ad ogni piano ad esso perpendicolare. 

Un circolo è simmetrico di aè stesso rispetto al centro e ad ogni 
retta, che passa pel centro. 

Una superficie sferica è simmetrica di sé stessa rispetto al centro 
e ad ogni retta, o piano, che passa per il centro. 

Corollario. — Una figura e la sua simmetrica rispetto ad vn punto, 
o ad una retta, o ad un piano, formano insieme una nuova figura, che ha 
per centro, o per asse, o per piano di simmetria, quel punto, o quella retta, 
o quel piano. 
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1. Se due semirette, riap etti vam ente interne a due 
p«i)dieolart fra loro, e ana di eaae è bisettrice di su 
ttice dell'altro angolo. 

2. Se due semipiani, riepettì va mente interni a due diedri conseguenti, sano per- 
pendicolari frft loro, e uno di essi è bisettore di un diedro, anche l'altro è bisettorB 
deD'sItro diedro. 

3. Se le bisettrici di due angoli consecutivi sono perpendicolari fra loro, gli an- 
goU sono conseguenti. 

i. Se i piani bisettori di due diedri consecutivi sono perpendicolari fra loro, i 
<ìitdri sono conseguenti. 

5> Se di quattro semirette, uscenti da uno stesso punto, la prima e la terza sono 
in direzione opposta, e formano rispettivamente colla seconda e la quarta angoli eguali, 
anche la seconda e la quarta sono in direzione opposta. 

fi. Se di quattro semipiani, uscenti da una stessa retta, il primo e il terzo 
tono l'uno il prolungamento dell'altro e formano rispettivamente col secondo e col 
qnarto diedri eguali, anche i rimanenti semipiani sono l'uno il prolungamento del- 
l'altro. 

7. Se quattro semirette, uscenti da uno stesso punto sono tali, ohe dei quat- 
tro angoli conseoutivi da esse formati il primo sia egnale al terzo ed il secondo 
al quarto, la prima di esse È in direzione opposta della terza, la seconda della 

8. Se quattro semipiani, uscenti da una stessa retta, sono tali, che dei quattro 
diedri consecutivi da essi formati il primo sia eguale al terzo ed il secondo al qnarto, 
il primo di essi è il prolungamento del terzo, il secondo del quarto. 

9. Se ciascuna di dne rette taglia i lati di un angola in punti equidistanti dal 
vertice, le due rette sono parallele. 

10. Se due segmenti sono eguali e paralleli, i loro estremi sono situati su rette 
parallele. 

11. Se due segmenti eguali, compresi fra due rette parallele, hanno un punto 
comune, le parti dell'uno sono eguali alle parti dell'altro. 

12. Se sopra i lati di un angolo, a partire dal vertice, si prendono due segmenti 
eguali AB, AC, e consecutivamente ad essi altri due segmenti eguali BD, CE, la retta 
che passa per il vertice dell'angolo e per il punto d'intersezione dei due segmenti 
BE, CD divide l'angolo dato per metà. ^ 

13. Se per un punto qualunque D della bisettrice di un angolo B ai conducono 
le parallele ai lati, e s'indicano con A e C i punti d'intersezione, i quattro .seg- 
menti AB, BC, CD, DA sono eguali. 

14. Se due rette di un piano sono ordinatamente parallele ad altre due, che s'in- 
contrano, le bisettrici degli angoli formati dalle prime due rette, sono rispettivamente 
parallele alle bisettrici degli angoli formati dalle altre due. 
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Ig. Se duB piani sono ordinatamente parnlleli ad altri due, che s'incontrano,! 

Eìani bieettori dai diedri formati dai primi due sono rispettivamente paralleli ai piani 
jaettori dei diedri formati dagli altri due. 

16. Se una retta a ed un piano a sono perpendicolari ad noa medesima retta*, 
Ift retta n, o giace ual pinna a, o è parnllela ad esso. 

11. Se una retta a è perpendicolare ad un piano a, che taglia nn altro piai 
secondo nun retta b, il piano condotto per ii perpendicolare a ;: lo taglia secondo 
Dna retta perpendicolare a b. 

1S< Se due rette di un piano sono perpendicolari, e bÌ congiungono dna punti 
qualunque M, N dell'una con due punti À, B dell'altra, equidiatanti dalla loro in- 
tersezione, le retf« MA, MB incontrano rispettivamente le NB, NA in due punti E 
e E tali, che la retta HE risulta parallela alla AB. 

19. Se due angoli (o diedri) sono eguali, o supplementari, ed un lato (o faccia; 
del primo è perpendicolare ad un Iato (o faccia) dell'altro, anche il rimanente lato 
(o faccia) del primo è perpendicolare al rimanente lato (o faccia) dell'altro. 

20. Se due tette, che s'incontrano, aono ordinatamente perpendicolari ad altre 
due rette, che pure s'incontrano, le bisettrici degli angoli formati dalle prime due 
rette sono rispettivamente perpendicolari alle bisettrici degli angoli formati dallp 
altre due. 

21. Se due rette, che s'incontrano, sono ordinatamente perpendicolari a due plani, 
le bisettrici dei loro angoli sono rispettivamente perpendicolari ai piani bisettori dei 
diedri formati dai due piani. 

22. Per un puato passa, in generale, una, ed una sola, retta, che incontra due 
rette sghembe date. 

23> Per un punto passa, uno, ed un solo, piano parallelo a due rette sghembe datv 

24. Date due rette sghembe, se, a partire dai loro punti d'incontro colla per- 
pendicolare comune, si prendono su esse due segmenti eguali, la congiungente gli 
estremi di questi segmenti forma angoli eguali colle due rette. 

25. Date due rette sghembe, esiste una, ed una sola, retta, che le incontra am- 
bedue ed à parallela a una terza retta sghemba con esse. 

26. Esistono infinita rette, che incontrano tre rette date sghembe due a due. 

27. Esistono infinite rette, che incontrano due ratte sghembe date, e sono pa- 
rallele a un piano non parallelo a queste, 

28. Se da un punto qualunque di un lato di un angolo acuto e dalla parte del 
lato rimanente si tirano due semirette rispettivamente perpendicolari ai lati, la bi- 
settrice dell'angolo da esse formato taglia i lati dell'angolo dato in punti egualmente 
distanti del vertice. 

29. Due figure di un piano simmetriche rispetto ad un punto sono eguali. 

30. Due figure di un piano simmetriche di una terza, rispetto a due rette per- 
pendicolari e situate nel medeeimo piano, sono simmetriche rispetto al punto comune 
ai due assi di simmetria. 

31. Due figure qualunque simmetriche di una terza rispetto a due piani per- 
pendicolari, sono simmetriche rispetto alia retta comune ai due piani di aimmetrìa. 

32. Due figure, simmetriche di una terza rispetto a due centri diversi, aono eguali. 

33. Se la figura F è airametrica di F' rispetto ad un punto O ed 6 pure sim- 
metrica di F" rispetto ad un piano «. che passa per 0, le figure F', F" aono simme- 
triche fra toro rispetto alla perpendicolare al piano a, condotta per il pnnto 0, e 
qnindi esse sono eguali. 



LUOGHI GEOMETRICI. 

3i. tiuogo dei punti medi dei segmenti, che terminano a due rette sghembe. 

35. Luogo dei punti medi dei segmenti, che terminano a uo punto e ad una 
retta data (o ad un piano dato). 

36. Date due rette parallele a, b trovare il luogo dei punti P del loro piano 
tali che, conducendo per essi una retta qualunque, che incontri la due rette date 
nei punti A e B, sìa 

PAEnPB- 
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37. Dati due piani paralleli ce e p, trovare il luogo dei punti P tali, ohe con- 
ducendo per ciascuno di essi aua retta qualunque, cfae incontri i due piani nei punti 
A e B. Bis PA-nPB. 

S8. Per un punto P Bi tirino tutte le rette che incontrano una retta data (od 
un piano), e si porti hu ciHscnnn di esse, a partire dal suo punto A d'incontro coli* 
retta (o col piano), dalla stessa parte o dalla parte opposta di P, un segmento AB^nPÀ. 
Qual'è il luogo dei punti P? 

39. Luogo dei punti, che hanno una data distanza da un punto dato, e che 
dividono per metà tutti i segmenti condotti per essi, che tenginano a due piani 
paralleli. 

40. Dai punti di un circolo o di una sfera, si conducsno dei segmenti eguali 
« diretti nello stesso senso. Qual'è il luogo dei loro estremi? 

41. Dai punti di una retta, o di un piano, si conducano dei segmenti eguali e 
diretti nello stesso senso. Qual'è il luogo dei loro eslremi? 

43. Sui lati di un angolo, a partire dal vertice, si prendano delle coppie di seg- 
meati eguali, e per i loro estremi si conducano delle. parallele ai lati opposti del- 
l'angolo. Qual'è il luogo dei punti d'incontro di queste parallele? 

43. Luogo dei punti medi dei segmenti che hanno per estremi due punti praai 
3u due rette sghembe a eguale distanza dal punto d'incontro colla perpendicolare 
comune. 

11. Luogo dei punti fli un piano equidistanti da due punti dati. 

45. Luogo delle ratte, che tagliano una retta data, e che aono parallele ad 
un'altra retta data. 

IS. Se due piani sono paralleli, e per i punti di una figura giacente sopra uno 
a essi si tirano le parallele a una retta data obliqua si due piani, qual'è il luogo 
delle intersezioni di queste rette coll'altro piano? 

il. Si stabilisca una corrispondenza univoca fra i piani, che passano per un 
punto, e le rette ad essi perpendicolari condotte per quel punto. Tagliando la fi- 
gura con un piano ti si ha una corrispondenza univoca fra i punti e le rette di no 
ptino. Se una retta rota attorno ad un punto P di n, qual'è il luogo dei punti cor- 
rispondenti? 



18. Per un punto dato condurre una vetta parallela a due piani dati, che si 
tagliano. 

49. Per nn punto dato in un plano condurre nel piano Stesso una retta paral- 
lela ad nn altro piano dato. 

50. Dati due punti in un piano, situati dalla medesima parte rispetto a una 
retta del piano, trovare nn punto di questa retta tale, che le Bue congiungenti coi 
due punti dati formino angoli eguali colia retta data. 

51. Per un punto dato condurre un piano perpendicolare a due altri. 

52. Per nn punto dato condurre un piano che tagli due piani dati secondo rette 
rispetti vam ente perpendicolari a due rette date. 

53. Da un punto, situato fuori di un piano, condurre a questo piano un segmento 
parallelo ad un altro piano dato, ed eguale ad un segmento dato. 

M, Per due punti dati in un piano far passare due rette parallele, che com- 
prendano una striscia eguale ad nna striscia data. 

65. Per un punto, interno ad un angolo, condurre una retta tale, che il seg- 
mento interno all'angolo sia diviso per meth dal punto dato. 

66. Per UD punto, esterno ad un angolo, condurre una retta tale, che il seg- 
mento, che termina a quel punto e ad uno dei lati dell'angolo, sìa diviso per metà 
Jill'altro lato. 

&T. Per nn punto P in un piano condurre una retta, che incontri due rette date 
uei punti A e B in modo ohe sia PAE« , PB. 

58. Dati due piani a e p, che s'incontrano, condurre per un punto P una retta 
parallela a un piano dato, e che incontri i piani a e ^ in due punti A e B tali, che 
si<PA = «.PB. 
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59> Per un punto P condurre una ietta, che incontri tre piani a, ^, -j, non db- 
ralieli, in tre punti A, B. C tali, che sia PB = m.PA, PCEm.PA. 

60. Tracciare un segmento eguale ad un segmento dato, in modo che abbia i 
suoi estremi su due rette sghembe date, e aia parallelo a un piano dato. 

(ti. Date due rette sghembe, trovare un segmento egusle ad un segmento dato 
che termini alle due rette date e formi con esse angoli eguali. 

63. Per un punto condurre un piano, che tagli due coppie di piani non paral- 
leli secondo coppie di rette parallele. 

68. Condurre nn segmento eguale a un segmento dato, che abbia i suoi, est 
su dae rette date in uà piano, e che sia parallelo ad una retta data nello stesio 
piano. 

64. Condarre un segmento eguale ad un segmento dato, che abbia i suoi est 
eopra una retta ed nn circolo dati in nn piano, o sia parallelo ad una retta 
nello stesso piano. 

S5. Dati due circoli in un piano, condurre un segmento eguale ad nn aegmsut* 
dato, che abbia i suoi estremi sui due circoli, e sia parallelo ad nna retta data. 

66. Condurre una retta, che incontri nna retta data, e sia parallela ad un'altra 
in modo che il segmenta di essa, intercettato fra due piani non paralleli, sia eguale 
ad un segmento dato. 

67. Condurre un segmento eguale e parallelo ad un segmento dato, e che abbia 
i suoi estremi sopra nn piano ed una ratta dati. 

65. Condurre un segmento eguale e parallelo ad un segmento dato, e ohe abbia 
i ano! estremi eopra una sfera ed una retta data, oppure sopra una sfera ed ni 
circolo dato. 

6S. Trovare un punto situato sopra un piano, o sopra una sfera, che divida 
per metà i segmenti condotti per esso e terminati a dna rette parallele date. 

70. Dal teorema 21 degli Esercizi ricavare una costruzione per dividere n 
diedro per metà. 

71. Per un punto, preso nel plano di due strisce, condurre una retta, in mad« 
che i segmenti interni alle due strisce sieno eguali. 

72. Per un punto dato condurre un piano, in modo che le strisce interne a 
strati dati sieno eguali. 

73. Nel piano di due strisce condurre una vetta in modo, che passi per un punte 
dato del piano, ed il segmento interno alla prima striscia sìa la n"'"" pai-te del seg- 
mento interno all'altra, 

74. Dati due strati, condurre un piana, che passi per un punto dato, e in modo 
ohe la striscia interna al primo strato sia la n"''°* parte di quella interna all'altro 
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CAPITOLO I 



Polleoni. 



73. Deflnlzloiii. — 1*. Chiamasi poligono la figura formata da più di dna punti, 
dati m un certo ordine, in modo che tre consecutivi non sieDO in una stessa retta, 
dalle rette iudividuste dalle coppie dì punti consecutivi e dalla retta iudividnata dal 
prim» e dall'ultimo. 

2". I punti dati si chiamano verliei, le rette individuate da due punti conseon- 
Im, ai chiamano rette del polìgono. Si chiamano lati i segmenti limitati da due Ter- 
ticì consecutivi del poligono, diagonali i segmenti limitati da due vertici non oon- 

Ud polìgono ha tanti lati quanti sono i auoi yertici. 

È facile vedere che il numero delle diagonali di un poligono, avente 

B vertici, è h Infatti, si ottiene una diagonale ogni volta che si 

unisce, per mezzo di una retta, un dato vertice con un altro qualunque, 
eseluai i due conaecutivi. Per ogni vertice passano dunque n — 3 diago- 
nali ; perciò il numero ti(n — 3) ci dà il doppio del numero delle diago- 
nali, perchè ognuna di esse passa per due vertici; ossia il numero delle 

, , n(n - 3). 

è appunto - — — — _ 



3*. La linea formata dai lati del poligono 
mma dei lati si chiama perimetro. 



I chiama contorno, 



segmento 



Per es. (fig. 52) i cinque punti A, B, C, D, E, dati q 
nell'ordine scritto, determinano un poligono, di cui 
I segmenti AB, BC, CD, DE, EA sono i lati. Un punto 

Sib percorrere il contorno andando da A in B, da 
inC. ... da E in A, oppure andando da B in G, 
da C in D da A in B, ecc. . . . Perciò ii poligono s' in- 
dica indifferentemente coi eimboli ABCDE, BCDEA, 
■.■.EDCBA,....ecc. 
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*. Se no poligono faa tre vertici si chiam» triangolo, se ne ha qu 
ingoio o quadrUattro, se ne fan cinque pentagono, se oe ha st 
*. Se un poligono ha tutti i suoi lati eguali, si dice equUatiro. 

luaiido sono dati pib di tre punti, senza che sia fissato il loro or- 
essi individuano più di un poligono. Cosi per es. ì quattro punti 
C, D individuano tre quadrangoli distinti (fig. 53). 




'. Se i vertici di un poligono sodo tutti in un piano, giacciono in questo piano 
tutte le sue rette, ed il poligono si dice piano; in caso contrario il poligono 

a ciò che segue, se non e avvertito esplicitamente il contrario, in- 
remo parlare di poligoni piani. 

■. Si chiama Unta poligonale o apezzata la linea formata da alcuni Iati conse- 
di un poligono. 

'. Un poligono piano, o una linea poligonale piana, bì dicono contessi, quando 
auoi vertici sono da una raedeBÌmn parte di una qualunque delle sue rette; 
j nel caso contrario, e intrecciati quando almeno due lati non consecutivi hanno 



4. Teorema. — Il contomo di un poligono convesso è una linea 

età. 

rifatti, dal P. IV, 2° deriva che, se una linea incompleta, data sopra 

uperficie, ha i suoi estremi sopra una linea completa, appartenente 

itessa superficie, essa suddivide in due quella della parti (8eparat€ 

Itra linea), nella quale è contenuta. 





>unque (fig. 54), dati tre punti À, M, N, non in linea retta, le dw 
ette AM, AN dividono il piano dei tre punti in due parti (angoli) t 
[mento MN, che ha i suoi estremi sulle semirette suddette, ed è 
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perciò (§ 51 Teor. 1^ interno all'angolo convesso MAN, divide quest'an- 
golo in due parti. IJna di queste parti è limitata dal contorno AMN. 

In generale (fig. 55), dati pili punti A, B, C, D, E vertici di un po- 
ligono convesso, si sa che le due semirette BA, BC dividono il piano in 
due partì (angoli). 

Ora poiché il poligono è convesso, epperciò tutti i vertici D, E, 
devono trovarsi in quello dei seniipiani separati dalla retta AB, che 
contiene il punto C e in quello dei semipiani separati dalla retta AC 
che contiene il punto A, è chiaro che la spezzata AEDC deve esaere 
compresa nell'angolo convesso ABC. Ne segue che quest'angolo è diviso 
in due parti dalla spezzata suddetta, delle quali una è limitata dal con- 
torno ABCDE. 

Definizioni. — l*. Ogni angolo convesso, cb« ht, per vertice un vertice del 
poligono convesso, i cui IaU coDteagono i due Iati del poligono, che passano per esso, 
dicesi angolo inlemo del polìgono, o semplicemente angolo del poligono. 

2*. ChiamaBi superficie di un poligono convesso o seinpliceiuente poligono con- 
veago, quella delle due parti, iu cui il piano È diviso dal auo contorno, che b iotema 
a tutti gii angoli del poligono. 

3*. Un angolo interno dicest compreso fra i due lati consecutivi del poligODO, 
che passano per il suo vertice, oppure si dice adiacetUt ad essi. In un triangolo un 
angolo interno si dice opposto a quel lato, al quale non è adiacente. 

4*. Se un poligono ha tutti gli angoli interni eguali, diceai equiangolo, e se due 
poligoni hanno gli angoli interni rispettivajnente eguali ai dicono egviangoU fra loro; 
i vertici degli angoli eguali si dicono corrispondenti. 

5*. Ogni angolo conseguente ad un angolo interno di un poligono convesso, di- 
cesi esterno ad esso. 

Corollario. — Vn segmento, che abbia i suoi estremi sul contomo di 
un poligono convesso, o interni ad esso, è interno al poligono, o è parte 
del contorno. 

Infatti, la superficie di un polìgono convesso è parte di ciascuno 
dei suoi angoli; quindi dal teorema dimostrato nel g 51 risulta imme- 
diatamente che ogni segmento, avente i suoi estremi 9ul contorno di 
un poligono convesso, se non fa parte del contorno stesso, è interno a 
tutti gli angoli del medesimo, e perciò interno al poligono. 

75. Teorema. — Un angolo estemo di un triangolo è eguale alla 
somma dei due angoli interni non 
seguenti. 

Infatti (fig. 56) essendo B^D un 
angolo esterno del triangolo ABC, se 
dal vertice C e dalla stessa parte di 
AB, rispetto alla retta AD, sì tira 1 
semiretta CE parallela ad AB, questa, 
per non incontrare la AB, deve cadere p- ^g 

internamente all'angolo BCD ; ed al- 
lora, poiché BCE^ABC, come angoli aitemi interni formati dalle pa- 
rallele AB, CE colla trasversale BC, ed inoltre ECD E BAC, come angoli 
corrispondenti rispetto alle stesse parallele ed alla trasversale AD, sì ha: 

ÉSd e ÉCE + È^D E àSc + BAC. 
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lario. — Un angolo esterno di un triangolo è maggiore di eia- 
lo intemo opposto. 

'eflnlzIODl. -— 1*. Sa un triangolo ba tre lati dieugukii bì dice tealeuo, 
tanta due lati eguali tra loro, si dice ìtotceìe. In un triangola isoscele di- 
lata Don eguale agli altri due. 

da un vertice di un triangolo si conduce la perpendicolare sulla retti 
[tosto, il segmento di questa perpendicolare, compreso fra il vertice stesso 
t'incontro, si chiama alttzza del triangolo, e si suole chiamare baae del 1 
lato rispetto al quale s'è condotta l'altezza. 

si conduce la Ijiaettrice di un angolo interno di un triangolo, il segmento , 
npreso tra il vertice e il lato opposto, dicesi bieetlriee del triangolo. 
un triangolo il segmento, cbe unisce un vertice col punto di mezzo del 
», dicesi mtdiana. . 

Ilario. — Un triangolo ha tre altezze, tre bisettrici e tre mediane. '- 

'eorema. — In un triangolo isoscele: 

angoli opposti ai iati eguali sono eguali; , 

Itezza, la mediana e la bisettrice, concorrenti coi lati eguali, j 

altezze, le mediane e le bisettrici, relative ai lati eguali, sono 

lente eguali. 

ìg. 57) ABC un triangolo isoscele, nel quale eACEBC. Con- | 

ezza GH relativa alla base, si ribalti il piano della tigura su 
aè stesso in modo, che l'angolo ACB venga a coin- 
cidere con sé stesso (§ 15 Teor.)- Per l'eguaglianza 
dei lati AC, BC, il punto B verrà in A e viceversa, e 
quindi tutto il triangolo coinciderà con se stesso, co- 
sicché l'angolo ABC si sovrapporrà all'angolo BAC 
e viceversa, il punto di mezzo del lato BC verrà 
sul punto di mezzo del lato AC, e viceversa, e l'al- 
tezza CH resterà fissa (§ 58 Teor. 1°), 

Segue da ciò che i due angoli BMJ, ABC sono 
"^B eguali, che A^tì E B^ e A.H E BH, © perciò 

■. 57. la CH è altezza, mediana e bisettrice del trian- 

golo. Similmente l'altezza, la mediana e la biset- 

lotte da A, vengono rispettivamente a coincidere coll'altezza, 

iana e colla bisettrice condotte da B. 

Ilario. — In un triangolo equilatero: 

re angoli sono eguali; 

itezza, la mediana, la bisettrice uscenti da uno stesso vertice 

altezze, le mediane, le bisettrici sono tutte eguali fra loro. 

^eorema. — Se un triangolo ha due lati disuguali, l'angolo op- 
ito maggiore è maggiore di quello opposto al lato minore. 

riangolo ABC (fìg. 58) sia i) lato AB maggiore del lato AC. 
dimostrare che l'angolo ACB, opposto al Iato AB, è maggiore 
ABC opposto al lato AC. 
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t>al lato maggiore AB stacchiamo una parte AD eguale al lato 
ore AC, ed uniamo C con D per mezzo di un segmento. L'intero 
triangolo viene cosi scomposto in due, uno dei quali 
ACD, avendo i due lati AC, AD eguali, ha pure eguali ' 

gli angoli ACD, ADC, opposti a questi lati. L'angolo 
ADC, essendo esterno al triangolo BDG, è maggiore di 
DBC, e quindi ACB, evidentemente maggiore di ACD, 
è pure maggiore di ADC e a piìi forte ragione mag- 
giore di ABC. , 




Corollari. — 1". In un triangolo un tato è i 
eguale, o maggiore di un altro, secondo che l'angolo op- 
posto al primo è minore, eguale o maggiore dell'angolo 
opposto all'altro. 

Infatti, abbiamo visto in questo § e nel precedente 
che tutte le ipotesi, che si possono fare sull'eguaglianza, 
disuguaglianza di due lati di un triangolo, ci conducono a tesi, le 
ofi&Vi si escludono a vicenda, per conseguenza (Y. Preliminari § 4) anche 

i teoremi inversi sono veri. 

2°. Se un triangolo è equiangolo, esso è anche equilatero. 

3°. Il segmento, che untsce un vertice di un triangolo con un punto 
situato sul lato opposto, o interno al triangolo, è minore di uno almeno 
degli altri due lati. 

Supponiamo che nel triangolo ABC (fig. 58) il Iato AC sia mag- 
giore, o almeno eguale a BC. Ne segue che l'angolo ABC è maggiore, 
almeno eguale, di CAÈ. Unendo allora il vertice C con un punto D 
della base per mezzo del segmento CD, si ha che l'angolo CDA, estemo 
al triangolo CDB, è maggiore di GBD e quindi anche di CAD. Per con- 
seguenza nel triangolo CAD il lato CA è maggiore di CD (Cor. 1*), 
. come volevasi dimostrare. 

a/ \s 79, Teorema. — // contomo di un poligono con- 

/ \ cavo, non intreccialo, è una linea completa. 

/ E \ Sia ABCDEFHKLMN un poligono concavo, non 

intrecciato, e fra le distanze di un vertice qualun- 
que L del poligono dagli altri vertici, aia LA non 
minore delle rimanenti, È facile dimostrare che, se 
\ si conduce per A una retta a perpendicolare ad LA, 
^ tutti i vertici del poligono si trovano dalla stessa 
I ^ parte di L rispetto ad a. Infatti ogni punto P della 
retta a, diverso da A, ha dal punto L una distanza 
[■[_ 59 maggiore di AL, porche nel triangolo ALP l'angolo 

esterno in A essendo maggiore dell'interno opposto 
ÀPL, sarà pure l'angolo LAP, che è eguale al primo, maggiore dell'an- 
golo APL, e quindi (§ 78 Cor, 1") LP > LA. A piìi forte ragione ogni 
punto del piano, che si trovi, rispetto ad a, dalla parte opposta del punto L, 
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iia da L una distanza maggiore di AL, e quindi nessun vertice del poli- 
gono, air infuori di À, può trovarsi sulla retta a, od essere situato Ai\ 
parte opposta di L rispetto ad a. Analogamente, se si considera il ver- 
tice À e la sua mag^ore distanza dagli altri vertici, che supponiamo 
essere ÀF, ripetendo lo stesso ragionamento si dimostra che i vertici 
del poligono dato giacciono tutti dalla stessa parte di A, rispetto alla 
ietta b perpendicolare ad AF nel punto F. 

Ora può darsi che le due rette a, b si taglino in un punto 0, o sieno 
parallele; in ogni caso tutti i vertici del poligono, e qumdi anche tutti 
i punti del suo contorno, sono interni all'angolo AOt, o alla striscia, 
che ha per lati le due rette a, b, eccettuati i due vertici del polìgono, 
che si trovano sui due lati. Ne segue (§ 51 e P. IV, 2) che le due spez- 
zate ABCDEF, FHKLMNA, che formano il contorno del poligono, di- 
vidono l'angolo (o la striscia) AOF in tre parti; quella intermedia al- 
l'altre due è limitata dal contorno ABCDEFHKLMNA. 

Definizione. — Lh parte di piano, limitata dal contorno di an poligono concavo, 
non intiecciato e che è compresa, come lisulta dalla dimostrazione pi«cedente, tn 
ultre due parti di qaesto piano, àieeei superfìcie del poligono, o semplicemente poligone. 

80. Teorema 1". — Una retta, situata nel piano di un pollano, tion 
intrecciato, e che passa per un punto interno ad esso, incontra u contomo 
almeno in due punti. 

Sia F il punto della retta data a interno al poligono ABCBEF, e' 

fra le distanze FA, PB del punto P dai vertici del poligono sia PF 

quella che non è minore delle altre. È chiaro che 
{§ 78 Cor. 3") tutti ì punti del contorno, o interni al 
poligono dato, hanno da P una distanza minore di FF, 
\ ossia si trovano nell'interno del circolo, descritto nel 
^r| piano del poligono col centro in P e con raggio ar- 
] bitrario maggiore di PF. 

Siccome poi la retta a passa per il centro del 
circolo, ciascuna delle due semirette, in cui essa resta 
divisa dal punto P, incontra il circolo in un punto 
esterno al poligono. Abbiamo cosi due ^unti M, N 
esterni al poligono; d'onde deriva che, siccome per 
andare dal punto P, interno al poligono, al punto M 
o al punto N, esterni al poligono stesso, bisogna traversare il contorno 
iilmeno in un punto, così la retta a deve incontrare il contorno del po- 
ligono almeno in due punti. 




Teorema 2'. — Una retta non può incontrare il contorno 

iigono convesso in più di due punti. 

Se infatti (fig. 61) una retta a avesse tre punti 
K, L, M in comune col contorno di un poligono 
ABCDEFGH, uno dì essi, per es. L, sarebbe 
interno al segmento KM; allora i punti M,K, 
e quindi anche i lati GB, DE, che passano per 
essi, e i vertici B, E si troverebbero in parti 
opposte rispetto alla retta CD del polìgono, che 
passa per L. Il dato poligono dunque sarebbe 
concavo, e ciò è contrario all'ipotesi. 



di un po- 
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Corollario. — Una semiretta, uscente dal vertice di un poligono con- 
vesso, incontra, oppure no, il contorno in un punto distinto dal vertice stesso, 
secondo che è intema, oppure estema, all'angolo del poligono, che ha per 
vertice quel punto. 

Infatti, Be una semiretta, uscente da un vertice di un poligono, è 
esterna all'angolo del poligono, che ha per vertice quel punto, essa è 
tutta esterna al poligono e non pu6 incontrare il contorno. Se invece 
essa è interna a quell'angolo del poligono, necessariamente contiene 
punti interni al poligono stesso, epperciò incontra il contorno in due 
punti distinti, vale a dire ha in comune col contorno un altro punto, 
all' infuori del vertice che si considera. 

81. Teorema. — In ogni poligono un lato è minore della somma di 

tutti gli altri. 

1". Dimostriamo prima il teorema pel caso di un triangolo. Per- 
tanto sia il triangolo ACB (fig. 62), nei quale 

si vuol dimostrare che è AB < AC + CB. Si ^^ 

prolunghi AC di un segmento CD eguale a CB, /' / 

e si unisca D con B. Ne risulta un triangolo ,-' / 

CDB isoscele, epperciò gli angoli CDÌB, CBD y\ j 

sono eguali. Nel triangolo ABD l'angolo ÀBD, ^-/ \ / 

eridentemente maggiore di CBD, è pure mag- y' \ / 

giore dì BOA, e quindi il lato AD opposto ^'^— -i-'d 

ad ABÌ) è maggiore del lato AB opposto al- pj- ^2 

l'angolo minore BDA, 

Ma AD = AC + CD E AC + CB, perciò AB < AC + CB. 

2". Nel poligono ABCDEF (fig. 63) un lato AF è minore della 

somma di tutti gli altri. Si conducano infatti tutte le diagonali che 

passano per uno degli estremi A del Iato AF. Poiché in un triangolo 

f, un Iato è minore della somma degli altri due, 

abbiamo le disuguaglianze 

AC < AB + BC 
AD < AC + CD 
AE< AD + DE 
AF < AB + EF, 
dalle quali si ricava 
Fig. 63. AF < AB + BC + CD + DE + EF. 

Corollario. — In ogni triangolo un lato è maggiore della differenza 
degli altri due. 

Infatti (fig. 62), ae AB < AC + CB, supponendo AB > AC, si ricava 
AB - AC < GB, e, supponendo AB > CB, si ha pure 

AB - CB < AC. 

82. Definizione. — Si dice ch« mi poligono è inciiuppato da un altro poli- 
gona noD intrecciato, qaando nAHann punto del contorno del primo è esterno all'altro. 
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Teorema. — Il perimetro di un poligotto convesso è minore del peri- 
^K metro di un altro poligono non intrecciaU 
che lo inviluppa. 

' SiaABCDE un poligono conveBSO in- 

viluppato da un altro LRMNPQ e sieno| 
A', B , C, D', E' i punti d'incontro deliei 
semirette EA, AB, BC, CD, DE col con- 

- torno del secondo poligono {§ 80 Teor. 1°). 
Dai poligoni EE'LA', AA'RMB", BB'NC. 
CC'PD', DD'QE' ai ricavano le disegua- 
*ig. M. glianze {§ 81 Teor.) 

EA + AA' < EE' + EX + LA' 
AB + BB' < AA' + A'B + RM + MB' 
BC + ce < BB' 4 B'N + NC 
, CD 4 DD'<CC' +C'P +PD' 
DE + BE' < DD' + D'Q + QE", 

dalle quali per addizione si ricava 

EA + AB + BC + CD 4- DE < LR + BM + MK + NP + PQ + QL, 

come volevasi dimostrare. 

83. Teorema. — La somma degli angdi interni di un poligono con- 
vesso è eguale a tanti angoli piatti guanti sono i lati meno due. 

l". Consideriamo prima il caso di un triangolo (fig. 56). È chiaro che, 
essendo (§ 75) BCDEABC 4- BAC, si ha 

BCD + B'C A E aSC + bIO 4- ^A, 

ossia ABC 4 BAO + BOA è eguale ad un angolo piatto. 
2". Consideriamo ora un poligono con- 



) qualunque ABCDEP, 
condotte da uno stesso vertice A del po- 
ligono scompongono (§ 73) il poligono 
stesso in tanti triangoli quanti sono i lati 
meno due: ed è evidente che la somma 
degli angoli di tutti questi triangoli è 
eguale alla somma degli angoli interni del e' 
poligono. Ora si h dimostrato che la somma 
degli angoli di un triangolo è eguale ad un 
angolo piatto, quindi la somma degli an- 
goli di tutti questi triàngoli, e conseguente- 
mente anche la somma degli angoli interni 
del poligono, è eguale a tanti angoli piatti 
quanti sono i lati del polìgono meno due. 




Fìg. 65. 



Corollari. — 1". Se due rette, tagliate da una terza, non formano 
gli angoli coniugati interni supplementari, esse s'incontrano dalla parte 
delia trasversale, dove la somma degli angoli coniugati intemi è minore di 
un angolo piatto. 



.y Google 



2^. Se due triangoli hanno due angoli rispeltivameìUe eguali, essi Hanno 
eguale anche il terzo. 

Infatti questo terzo angolo è eguale alla differenza fra un angolo 
piatto e la somma dei primi due. ~ 

3^, Se un triangolo ha un angolo retto (od ottuso), gli altri due suoi 
angoli sono acuti. 



eguale (o minore) dì un 




Infatti la somma di questi due angoli i 
angolo retto, e perciò sodo ambedue acuti. 

Deflnlzionl. — 1'. Un triangola bì dice acutangolo, a» ba i tre angoli acuti, 
retlamiolù, se ha un angolo retto, ed ottusangolo, se ha un angolo ottuBo. 

2*. In un triangolo rettangolo ai chiama ipotenusa il lato opposta all'angolo 
ratto, cateti gli altri due lati. 

Corollario i". — Se una retta ha un punto interno ad un cerchio (o ad 
una sfera) incontra U circolo (o la superficie sferica) in due punti. 

Supponiamo che la retta a passi per il punto B interno al cerchio 
(o alla sfera) di centro 0. Si unisca il punto con B e si tiri da la 
perpendicolare OÀ alla retta a. Dal triangolo 
rettangolo OBA si ricava che OB > OA, e ^ 
quindi il punto A è interno al circolo (o alla ~ 
sfera). Se ora si porta sulla retta a, a partire 
da A, due segmenti adiacenti AG, AC eguali 
al raggio, dai triangoli rettangoli OAC, OAC 
si ricava che tanto OC quanto OC sono mag- 
giori del raggio, e perciò i punti C e C sono 
esterni al circolo (o alla sfera). Ne segue che 
su ciascuna delie semirette BC, BC deve esi- 
stere un punto d'incontro col circi 
tro Q (8 27). 

E chiaro poi che la retta a non può incontrare il circolo (o la su- 
perficie sferica) in più di due punti, poiché se esistesse un terzo punto 
d'incontro, uno di essi dovrebbe essere interno al segmento limitato 
dagli altri due, ed allora, costruito il triangolo che ha per vertici il 
centro e quei due punti estremi, la congiungente il centro con quel terzo 
ponto dovrebbe essere eguale agli altri due lati del triangolo, ciò che 
è assurdo (g 78 Cor. 3»). 

84. Teorema. — La somma degli angoli esterni 
di un poligono convesso, formati da ciascun lato 
colla retta del lato precedente, è eguale a due on- 
goli piatti. 

Infatti (fig. 67) ogni angolo estemo del po- 
ligono sommato coli' interno conseguente dà per 
risultato un angolo piatto; perciò la somma degli 
angoli esterni ed interni del poligono è eguale 
a tanti angoli piatti quanti sono i lati meno due, 
dunque per il teorema del § 83 la somma degli 
eguale a due angoli piatti. 



Fig. 66. 
dìo (o colla superficie sferica) di 
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85. Teorema, — Se per il punto medio di un lato di un triangolo 
si conduce la parallela ad uno degli altri due lati, il ferzo lato viene pun 
diviso per metà, e il segmento, che termina ai punti medi dei due lati, i 
eguale alla metà del terzo lato. i 

Sia M (fig. 68) il punto medio del lato AB di un triangolo dato ÀBG, 
e aia MN la parallela a) lato BC condotta da M. Se per il vertice À si | 
conduce una parallela al lato opposto, si ot- - 
jv tiene un sistema di tre rette parallele tagliate 

da due trasversali, ed allora (§ 53 Teor. 1"). i 
essendo AM — MB, si ha pure AN — NC. Ana- 
logamente, conducendo daK la parallela »d 
AB, si dimostra che P è il punto medio di I 
BC; ma MN e BP sono eguali, come segmenti 
paralleli compresi fra rette parallele, dunque 
MN è la metà di BC. , 




Fig. 68. 



Corollario. — La congiungente i punti ' 
medi di due tati di un triangolo è parallela ' 
al terzo lato ed eguale alla metà di esso. 

Teorema. — Se due rette parallele sono tagliate da una serie di 



punti e t segmenti di esse viene \ 




trasversali che passano per un punto, fi 
stabilita una corrispondenza univoca, 
nella quale 

1" a segmenti eguali della prima 
retta corrispondono segmenti eguali della 
seconda; 

2° alla somma di due o pitt seg- 
menti della prima corrisponde la somma 
dei segmenti corrispondenti della se- 
conda. 

1". Le due rette parallele r ed r 
sieno tagliate dalle trasversali OA, OB, 
OC, OD nei punti A, B, C, D; A', B", 

C, D' rispettivamente. Dico che, se Fig. 69. 

AB = CD, dev'essere anche A'B' E C'D'- 

Supposto dapprima che le rette OB, OC coincidano (fig. 69), si faccia 
rotare il semipiano OBD intorno alla retta OB di un diedro minore dì nn 
n diedro piatto. Sia OBE il semipiano 

nella nuova posizione, e si congiunga 
A con E , A' con E'. I piani ABE; 
A'B'E' sono paralleli, perchè sono indi- 
viduati da rette parallele, ed AE risulta 
■■ " ì A'E' (§46 Teor.) Ne viene 
che gli angoli A'E'B', E' A'B' sono ri- 
spettivamente eguali agli angoli AEB, 




Fig. 70. 



EÀB; ma (quest'ultimi sono eguali fra 
loro, perchè il triangolo ABE è isoscele 



per ipotesi, quindi si ha pure A'È'B' = E A'B', ed anche A'B'^B'E', 
ossia A'B'eB'D'. 
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Se le rette OB, OC non coincidono (fig. 70), si unisca col pur 
mezzo M del segmento BC, e sia, M' il punto d'incontro di OM ci 
reità r'. Se ABECD, BMeMC è anche AMeMD, g da ciò che 3Ì^ 
mostrato sopra risulta A'M' = M'D', B'M' — M'C, ed anche A'B' - 



2°. È poi evidente che, se AD è la somma dei segmenti AB, BC 
il segmento A'D', corrispondente ad AD, è la somma dei segmenti 
ffC, CD' rispettivamente corrispondenti ai primi. 



EGUAGLIANZA DI TRIANGOLI E DI POLIGONI. 

87. Teorema. — Due triangoli sono eguali, se hatiTio un lato i 
mgoli rispettivamente eguali e disposti neUo stesso modo. 

Supponiamo che i due triangoli ABC, A'B'C (fig. 71) abbiano i 
BCeguale al lato B'C, l'angolo B eguale all'angolo B' e l'angolo C e] 
all'angolo C. ^^ ,^ 

Portiamo a coincidere l'angolo B' coU'angolo B, in modo che i 
BC coincida col lato eguale B'C; allora anche ^ j- 

l'angolo C' coinciderà col suo eguale C, ed il 
punto A' cadrà in À. I due triangoli possono 
dunque portarsi a coincidere, e perciò sono eguali. 

Si dimostrerebbe nello stesso modo l'egua- 
glianza dei triangoli ABC, A'B'C, quando fosse 
Dota l'eguaglianza dei lati BC, B'C', degli angoli 
id essi opposti A, A' e degli angoli adiacenti B, B', C _ '" 

poiché dall'eguaglianza degli angoli B, B' e degli '^' 

SDgoli A, A' deriva (§ 83 Cor. 2") l'eguaglianza degli angoli C, C, e q 
si ricade nel caso precedente. 

88. Teorema. — Due triangoli sono eguali, se hanno due- lati t 
jfy'o Opposto ad uno di essi rispettivamente eguali, purché gli angoli o, 
«TÌì altri due lati eguali Steno della stessa specie. 

Nei due triangoli ABC, A'B'C (fig. 72), sia AB ^ A'B', BC = 
A ^A'. Dico che i due triangoli devono essere eguali, purché si a 
(:he gli angoli C, C opposti ai lati eguali AB, A'B' sono della e 
specie. Portiamo infatti a coincìdere l'angolo A' coU'angolo A. in 
che il lato B'A' venga a coini 
col lato BA. Allora se il late 
\ non coincidesse con BC, ma 

desseunaposizionediversaBD, 
terrebbe un triangolo isoscele 




nel quale i due angoli BCD, 

sarebbero eguali, e perciò 

Fig. 72. mentre l'angolo ACB sarebbe 

so ; e ciò è contrario all'ipotesi. 

qne B'C deve coincidere con BC, ossia i due triangoli sono egua 



1 



t Basbami. Sl9nwtti à 
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89. Teorema. — Due triangoli sono eguali, se hanno due lati e l'an- 
golo compreso rispettivamente eguali. 

Àbbiansi i due triangoli ABC, À'B'C (fìg. 71), nei quali ì lati AB, 
BG sieno rispettivamente eguali ai lati A'B', B'C, e l'angolo ÀBC sìa 
eguale all'angolo A'B'C. Se portiamo il triangolo A'B'C sopra il trian- 
golo ABCj in modo che il lato A'B' coincida col Iato AB, è chiaro che, 
per l'eguaglianza degli angoli A'FC, AB(J, il lato B'C prenderà la di- 
rezione del lato BC, e, per l'eguaglianza di questi lati, C' cadrà in C. 
Ne segue che il lato A'C è eguale al lato AC, l'angolo A' è eguale al- 
l'angolo A e C a C, e i due triangoli sono eguali. 

90. Teorema. — Se un triangolo ha due lati rispettivamente eguali 
a due lati di un altro triangolo, ma l'angelo compreso fra i primi è mag- 
giore dell'angolo compreso fra i secondi, il terzo lato del primo triangolo 
è maggiore del terzo lato dell'altro. 

Portiamo i due triangoli uno accanto all'altro in modo che abbiano 
un lato eguale AB in comune, che sieno situati uno da una parte e uno 
i> dall'altra rispetto alla retta del lato co- 
mune, e che gli altri due lati eguali AC,A'C' 
aieno consecutivi. Essendo per ipotesi l'an- 
golo BAC <; BAC", 8Ì deve dimostrare che 
è BC <r BC". Pertanto dividiamo per metà 
l'angolo CAC" {concavo o convesso) somma 
dei due CAB, BAC", e sia AD la bisettrice 
di quest'angolo, la quale cadrà nell'interno 
dell angolo maggiore BAC", e taglierà per- 
ciò il lato BC" m un punto D, Uniamo il 
^ „ punto D con C per mezzo di una retta. I 

Pj 73 due triangoli CAD, CAD, avendo il lato 

AD comune, i lati AC, AC" eguali per ipo- 
tesi e gli angoli CAD, DAC" eguali per costruzione, sono eguali, e perciò 
ò CD = C"D. Dal triangolo BDC abbiamo poi (g 81 Teor.) 

BC <BD + DC, 
e perciò 

BC < BD + DO", 
ossia 

BC < BC". 

Corollari, — 1". Se due lati di un triangolo sono rispettivamente 
eguali a due lati di un altro triangolo, l'angolo compreso fra i primi due 
è maggiore, eguale, o minore dell'angolo compreso fra i secondi, secondo 
che Ù terzo lato del primo triangolo è maggiore, eguale, o minore del terzo 
lato del secondo. 

Infatti abbiamo dimostrato che, dati due triangoli ABC, A'B'C, aventi 
due lati rispettivamente eguali (AB E: A'B', AC ^ A'C): 
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1" se l'angolo compreso A > A', anche BC > B'C 
2" , „ AE A' „ BC= B'C 

3" , , A<r , BC<B'C'. 

Ne segue (Preliminari § 4°) clie sono veri anche i teoremi inversi, 

2°. Due triangoli, che hanno i tre lati rispeltivantente eguali sono eguali, 

91. Riepilogando, abbiamo dimostrato che: 

Due triangoli sono eguali, 

1" se hanno un lato e due angoli rispettivamente eguali e disposti nello 
Simo modo (§ 87); 

2" se hanno due lati e l'angolo opposto ad uno di essi rispettivamente 
eguali, purché gli angoli opposti ai rimanenti lati eguali sieno della atessa 
specie (§ 88); 

5" se hanno due lati e l'angolo compreso rispettivamente eguali (§ 89); 

4" se hanno i tre lati rispettivamente eguali (§ 90 Cor. 2"). 

Questi casi si possono riassumere dicendo che, per poter asserire 
l'eguaglianza di due triangoli, basta conoscere l'eguaglianza di tre ele- 
menti rispettivamente disposti nello stesso modo, purché fra questi ele- 
menti sia compreso almeno un Iato, e non dimenticando la condizione 
stabilita per il caso, in cui gli elementi eguali sono due lati e l'angolo 
opposto ad uno di essi. 

Corollari. — Due triangoli rettangidi sono eguali, 
1" se hanno un lato (cateto o ipotenusa) e un angolo acuto rispettiva- 
mente eguali e disposti nello stesso modo; 

2" se hanno l ipotenusa e un cateto rispettivamente eguali; ■ 
3° se hanno i due cateti rispettivamente eguali. 

Infatti tutti i triangoli rettangoli hanno un angolo eguale, l'angolo 
retto; perciò, per asserire l'eguaglianza di due triangoli rettangoli, basta 
cbe sì conosca l'eguaglianza di altri due elementi, fra i quali si trovi 
almeno un lato. Pertanto, applicando i quattro casi di eguaglianza, di- 
mostrati per i triangoli in generale, ai triangoli rettangoli, si ottengono 
binatamente i corollari enunciati. 

92. In un triangolo esistono sei elementi, tre lati e tre angoli, ed 
Hbbìamo veduto che in certi casi si può asserire l'eguaglianza di due 
triangoli, quando si conosca che tre elementi dell'uno sono rispettiva- 
mente eguali a tre elementi dell'altro (§ 91). In generale, in un poligono 
di n vertici esistono 2n elementi, n lati ed n angoli; in certi casi per 
asserire che due poligoni convessi di n lati sono eguali basta conoscere 
che 2« — 3 elementi dell'uno sono eguali rispettivamente ad altrettanti 
elementi dell'altro, come apparisce dai seguenti teoremi. 

Teorema. — Due poligoni convessi di n lati sono eguali, quando 
ìianno n — 1 lati ordinatamente eguali, ed hanno eguali gli angoli compresi 
fra i lati eguali. 

Siano ABCDEF, A'B'C'D'ET' (fig. 74) due poligoni, che abbiano 
AB = A'B', BCeB'C, CD = C'D', DE = D'E', EFeET', 
B = &,'C^€^, '5=D; E£E'; 
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dimostrare che essi sono eguali. Trasportiamo il piano del se- 

folìgono su quello del primo, in modo che il segmento A'B' coin- 
segmento eguale AB, e che i due poligoni si trovino similmente 
i rispetto alla retta AB. A causa dell'eguaglianza degli angoli 
il segmento B'C viene sulla semiretta BC, ed essendo B'C ^ BC, 
C cade in C. Kello atesso modo si dimostra successivamente 
punto D' deve venire a coincidere col punto D, il punto E' col 
E, il punto F' col punto F, Cosi tutti i vertici del secondo poli- 
engono a coincidere coi vertici del primo, e perciò i due poligoni 
ono completamente; dunque essi sono eguali. 

. Teorema. — Due poliqoni consessi di n lati sotto eguali, quando 
n — 1 angoli ordinatamente eguali, ed hanno eguali i lati che con- 
to i vertici degli angoli eguali. 

tno ABCDEP, A'B'C'D'E'F' {fig. 74) due poligoni, che abbiano 
, B =B\ C^a, D =D', E eE" e AB = A'B', BCeB'C, 
T)', DEeD'E'; si vuol dimostrare che essi sono eguali. 




Pig. 74. 

rtiamo infatti il poligono A'B'C'D'E'F' sull'altro in modo che il 
to A'B' venga a coincidere col suo eguale AB, e che i due po- 
iieno similmente disposti rispetto alla retta AB. A causa della 
anza degli angoli B', B, il segmento B'C viene sulla semiretta 
essendo B'C'IEBC, il punto C' cade nel punto C; inoltre per la 
anza degli angoli A'. A anche il lato A'F' ai dispone sulla aemi- 
lP. 

alogamente si dimostra che il punto D' viene a coincidere coi 
D, il punto E' col punto E e il lato E'F' cade sulla semiretta 
ichè i due segmenti A'F', E'F' cadono sulle semirette AF, EF 
vamente, è chiaro che il loro punto d'incontro P' deve coincidere 
ito F. I due poligoni dunque si possono portare a coincidere, e 
perciò sono eguali. 

94, Teorema. — Due poligoni 

convessi di n lati sono eguali, quando 

t hanno tutti i lati rispettivamente eguali 

ed n — 3 angoli consecutivi, eguali e 

disposti nello stesso modo. 

Sieno ABCDEF, A'B'C'D'E'F' 
(fig. 75) due poligoni, aventi ABiA'B', 
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BChB'C, CD^C'D', DEED'E', EFEET', FAeP'A' e BeS"', ^=C^ 
DHD'. Tracciamo le due diagonali AE, A'E', le quali scompongono cia- 
scuno dei due poligoni dati jn un nuovo poligono ed in un triangolo. I 
due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E' aono eguali per il teorema del § 92, 
perciò è AEEA'E', e i due triangoli AFE, A'F'E', avendo i tre lati 
riapettivamente eguali, sono pure eguali. Se dunque portiamo il poligono 
A'B'C'D'E' a coincidere col poligono ABCDE, è chiaro che anche il 
triangolo A'E'Ì" viene a coincidere col triangolo eguale AEF, e i due 
dati poligoni coincidono interamente, e perciò sono eguali. 



COSTRUZIONI DI TRIANGOLI E POLIGONI. 



95. Nei §§ 87-91 abbiamo veduto i vari casi, nei quali l'eguaglianza 
di tre elementi di un triangolo (fra i quali si trovi almeno un lato) a tre 
elementi di un altro triangolo basta per affermare l'eguaglianza dei due 
triangoli. 

Quando, per esempio, diciamo che due triangoli sono eguali, se hanno 
un angolo eguale compreeo fra lati rispettivamente eguali, veniamo a 
dire che due lati e l'angolo compreso sono sufficienti per individuare un 
triangolo; di guisa che, costruito un triangolo che abbia quegli elementi, 
tutti gli altri, che si potessero costruire con gli stessi elementi, sareb- 
bero eguali al primo. Lo stesso ripetasi per gli altri casi di eguaglianza 
considerati. 

Vediamo ora come si costruisca un triangolo, dati tre elementi che 
servano a individuarlo. Premettiamo a tal uopo il seguente 

Problema. — Per un punto, dato sopra una retta, condurre un'altra 
reità tale che formi con essa un angolo eguale ad un angolo dato. 

Si descriva con raggio qualunque e col centro nel vertice A' del- 
l'angolo dato un circolo, il quale taglierà i lati in 
due punti B', C. Si descriva poi con raggio eguale 
ad A'B', e con centro nel punto dato A, un circolo, 
il quale incontrerà una delle semirette di a, uscenti 
da A, in un punto B. Con raggio eguale alla di- 
stanza B'C, e col centro in B, si descriva un altro ' 
circolo, il quale taglierà il circolo di centro A in 
due punti C, C,. Le rette AC, AC, sono le ao!u- 
lioni del problema. Infatti i triangoli A'B'C, ABC, 
ABC,, avendo i lati rispettivamente eguali, sono 
eguali, e perciò gli angoli B'A'C, BAC, BÀC, sono eguali. 




96. Problema. — Costruire 
compreso. 



triangolo, dati due lati e l'angolo 




Sia A l'angolo, b, e i lati dati. Sui lati dell'an- 
golo A si stacchino, a partire da A, due segmenti 
AB, AC eguali a b,c rispettivamente, e si conduca 
la retta BC. Evidentemente il triangolo AFC è quello 
richiesto. 
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triangolo dato un lato e i due a 



97. Problema. 

adiacenti. 

Sia (fig. 78) MN il lato, a, g gli angoli dati: sopra una retta si 

5 renda un segmento AB e^ale ad MN, e per i punti À, B si conducano 
uè rette tali che gli angoli coniugati interni, che esse formano con la 
retta AB, sieno eguali agli angoli ce , ^ rispettivamente. Se la somma 
degli angoli a , p è minore di un angolo piatto, 
le due rette suddette s'incontreranno (§ 83 1 
Cor. 1"), e si otterrà un triangolo ABC, che è ! 
quello richiesto. 

Se la somma degli angoli a , ^ fosse egua- ' 
le, o maggiore di un angolo piatto, ii triangola i 
evidentemente non si potrebbe costruire, per- | 
che sappiamo che in ogni triangolo la somma i 
di due angoli deve esaere minore di un angolo 
piatto. 

98. Problema. — Costruire un trÌang<Ao, dati due lati e l'angolo op- I 
posto ad uno di essi. 

Steno a e b i due segmenti dati [a > &) ed et l'angolo dato. 

Il problema presenta due casi: 

1** l'angolo a è opposto al lato maggiore ; 

2f l'Angolo a è opposto al lato minore. 

Nel 1" caso {fig. 79) l'angolo a. può o"" — 




acuto, retto, od ottuso. 





Fig. 79. 



Fig. 80. 



Sopra un lato di un angolo eguale ad a si porti, a partire dal ver- 
tice, il segmento AC (fig. 79) eguale a b, poi col centro in U e con raggio a. 
si descriva un circolo. Siccome, per ipotesi, a è maggiore di AC, il ver- 
tice A dell'angolo sarà interno al cerchio descritto, ^ 
e quindi la retta AB dovrà incontrare la circon- 
ferenza in due punti B e B', situati da parti op- 
poste rispetto ad A {§ 83 Cor. i"). Unendo C con B 
con B', secondo che l'angolo dato è acuto od ot- 
tuso, si ha che il triangolo richiesto è ABC, op- 
pure AB'C. i 

Se l'angolo a è retto ffig. 80), ciascuno dei due 
triangoli eguali ABC, ABC è il richiesto, e quindi 
il problema e sempre determinato ed ammette una sola soluzione. 

Nel 2" caso (fig. 81) l'angolo dato a non può essere che acuto, perchè 
in un triangolo al lato minore è opposto l'angolo minore. 

Pertanto sia BAC un angolo acuto eguale ad a. Fatto AC = b, con 




Fig. 81. 
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centro C e con raggio a ei descriva un circolo. Se & è maggiore del 
segmento perpendicolare CD condotto alla retta AB, il punto D sarà, 
interno al circolo descritto, e auindi la retta AB taglierà il circolo in 
due punti B e B' (§ 83 Cor. 4°), i quali dovranno essere situati sulla 
semiretta AB, perchè, essendo l'angolo CAB acuto, tutti i punti della 
retta AB situati da parte opposta di D rispetto al punto A hanno dal 
centro C del circolo una distanza maggiore di AG, e quindi sono esterni 
al cerchio medesimo. N^e segue che entrambi i triangoli ABC, ABC sono 
soluzioni del problema. 

Se poi a è eguale al segmento CD, il solo triangolo, che soddisfa 
al problema, è ACD. Infine, se a è minore di CD, tutti i punti della 
retta AB hanno da C una distanza maggiore di a, e quindi sono esterni 
al cerchio descritto, e il problema è impossibile. 

Dunque nel 2" caso il problema ammette due, una o nessuna soluzione. 

99. Problema. — Costruire un triangolo, i cui lati sieno eguali a 
tre segmenti dati, tali che ciascuno sia minore della somma degli altri due. 

Sappiamo già che, se tre segmenti sono Iati di uno stesso triangolo, 
è necessario che ciascuno sia mmore della somma degli altri due (§ 81 
Teor.): ora mostreremo che queste condizioni sono anche sufficienti, cioè 
che se M,Ni,M,N„M,N, sono tre segménti, tali che siaM,Ni<M,N, + M,N„ 
MjN, < M,N, , + M,N, , M.Nj < M, N, + M,N, , è possibile costruire un 
triangolo, che abbia per Iati questi segmenti. Osserviamo intanto che, 
supposto M,Ni non inferiore agli altri due segmenti, le ultime due con- 
dizioni sono evidentemente verificate, e resta effettivamente una sola 
condizione, che è la prima. 

Sopra una retta prendiamo un segmento AB eguale al segmento 
M,N„ che supponiamo non minore di cia- 
scuno degli altri due; quindi descriviamo 
iae circoli, uno col centro in A e con rag- 
gio M,N, e l'altro co! centro in B e con i 
raggio M,N,. Il primo di questi incontra -L 
la retta AB in un pimto D, interno al ^ 
se|mento AB, se M|N, > M,N„ oppure 
comcidente con B, se M,N, =r M,N„ ed in 
un altro punto E, situato rispetto ad A 
dalla parie opposta di B. L'altro circolo 
incontra la retta AB in un punto K, in- 
temo al segmento AB, se M.N, >M,N„ Pj_ 82 
oppure coincidente con A,se M.N,^ M,N„ 

ed in un altro punto H, situato rispetto a B dalla parte opposta di A. 
Siccome, per ipotesi, è 

M.N, < M,N, + M,N„ 

sarà pure AB < AD + BK, e quindi AB - BK < AD, ovverà AK < AD. 
In ogni caso dunque il punto K è interno, ed il punto H esterno al 
cercnio, che ha per centro A; perciò i due circoli descritti devono avere 
almeno due punti, comuni (§ 27 Cor. 1°). Se C è uno di questi punti, è 
chiaro che ABC è il triangolo domandato. 

Corollario. — È sempre possibile costruire un triangolo equilatero, 
che abbia i suoi lati eguali ad un segmento dato. 
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Se infatti sono dati tre segmenti eguali, è eoddiefotta la condizione 
che ciascuno di essi sia minore della somma degli altri due. 

100. Problema. — Costruire un poligono, che abbia gli elementi di- ' 
sposai in un certo ordine, e di cui si conoscono i lati e gli angoli, eccettuati: 
1° due iati consecutivi e l'angolo compreso; 
2" un lato e i due angoli adiacenti ad esso; 
5» tre angoli consecutivi. , 

I primi due casi non presentano alcuna difficoltà, perchè essi si 
riducono alla costruzione successiva di angoli e segmenti rispettivamente 
eeuali ad angoli e segmenti dati; il terzo caso poi si riduce ai secondo ' 
ed alla cc^truzione di un triangolo, dati i tre lati {g 99 Prob.) ' 



QUADRANGOLI. 

101. Dalle proprietà generali dei poligoni studiate nei §§ prece- 1 
denti si ricavano, relativamente ai quadrangoli, i seguenti 

Corollari. — 1". In un quadrangolo esistono due diagonali. 

2°. Un lato di un quadrangolo, piano o gobbo, è minore della somma 
dì tutti gli altri. 

3". In un quadrangolo convesso la somma degli angoli intemi è eguale 
a due angdi piatti. In un quadrangolo convesso la somma degli angoli 
estemi ^ pure eguale a due angoli piatti. 

4°. Se un quadrangolo è equiangolo, esso ha tutti gli angoli retti. 

5". Due quadrangoli convessi sono eguali: , 

a) se hanno tre coppie di lati ordinatamente eguali, ed eguali le due 
coppie di angoli, compresi fra i lati eguali; 

b) se hanno tre coppie di angoli rispettivamente eguali, ed eguali le 
due coppie di lati, che uniscono i vertici degli angoli eguali; 

e) se hanno t lati rispettivamente eguali, ed eguale un angolo compreso 
fra i lati eguali. 

B e '02. Definizioni. — 1'. Id un quadrangolo ai di- 

\ cono opposti due vortici non situati in un Iato, opposti 

\ due Bugoli che hanno pei* vertici due vertici oppoati del 

\ quadrangolo, opposti due lati non consecutivi. 
\ 3*. Si chiama Irapaio ogni quadrangolo, che ha i 

j^ due Iati- opposti paralleli. In un trapezio si chiamano basi 

A. D i lati paralleli, altezza il segmento perpendicolare alle 

Fìk. S3. h&ai compreso tra esae, mediana'Ù segmento ohe uniace 

t punti medi dei lati paralleli, stiiont media il segmento 
che unisce i punti medi degli altri due lati. 

Teorema. — La sezione media di un trapezio è eguale alla semi- 
somma delle due basi ed è parallela ad esse. 

B e 

Sia MN la sezione media del trapezio 
dato ABCD, e sia E il punto d'incontro della 
rettaBN col prolungamento dell'altra base AD 
del trapezio. I due triangoli BNC, DNE sono 
eguali, avendo il lato CN^ND per ipotesi, 
r angolo BNC ~ DNE , perchè opposti al ver- 
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tice e l'angolo NBC^N^D, perchè alterni interni, rispetto alle paral- 
lele BC, AE e alla trasversale BE ; dunque BC " DE, BN = NE. AUora, 
net triangolo BÀE, il segmento MN unisce i punti medi di due lati, e 

Ì aindi (|^85 CorJ èjiarallelo ed eguale alla metà del terzo lato AE. 
[a AE H AD 4 DE = AD + BC ; quindi il teorema resta dimostrato. 

103. Deflnlzione. — Si chiama paralUlogrammo ogDÌ quadrangolo, che ha 
n«scua lato parallelo al Buo opposto. 

t Un parallelogrammo può riguardarsi in doppio modo come un tra- 
' pezio, secondo che si prendono per basi due lati opposti, oppure gli altri 
flue. Per conseguenza un parallelogrammo ha due altezze e due mediane. 

Teorema. — In ogni paralUlogrammo: 
' 1° i lati opposti sono eguali; 

S° gli arsoli opposti sono eguali; 

5° le due diagonali sì tagliano nel loro punto medio. 

Sia ABCD un parallelogrammo. 

1". I lati AD, BC sono eguali, come segmenti paralleli compresi fra 
rette parallele (§ 52 Teor.); e per la atessa ragione 
sono pure eguali i lati AB, CD. 

2*. Gli angoli B, D hanno i lati diretti in senso 
contrario, e perciò sono eguali (§49 Teor.). Per la 
stessa ragione sono eguali gli angoli A, C. » 

3°. Sia il punto d'incontro delle diagonali Pig. gg. 

del parallelogrammo ABCD. I due triangoli ABO, 
CDO hanno ì lati AB, CD eguali come lati opposti del parallelogrammo 

A B dato, gii angoli BAO, OCD eguali, come alterni 

^^ "/ interni rispetto alle parallele AB, CD ed alla 
^•.a-'"'' I trasversale AC, e gli angoli AOB, COD eguali, 
- " "~"-v / perchè opposti al vertice ; essi perciò sono eguali, 

-■V ed è BOfOD, A0 = 0C: ossia è il punto 
C medio tanto della diagonale AC, quanto della 

Fìg. 86. diagonale BD. 

Corollari. — 1". Due parallelogrammi sono eguali, se hanno due lati 
(onseaitivi e l'angolo compreso rispettivamente eguali. 

2*. Due parallelogrammi eguali si possono portare a coincidere in due 
"Wrft diversi. 

I(W, Teorema. — Un quadrangolo contesso è un parallelogrammo; 

1° se ha ogni lato eguale al suo opposto; 

2° se ha ogni angolo eguale al suo opposto; 

3° se le sue diagonali si tagliano nel loro punto medio. 

1". Abbiasi (fig. 87) il quadrangolo ABCD, nel 
quale sia AB ;- CD, AD = CB. Condotta la diagonale 
AC, si ottengono due triangoli ABC, ADC eguali, 
perchè hanno un lato AG comune e gli altri due 
lati rispettivamente eguali. Ne segue che gli an- 
goli ACB, CAD sono eguali, e poiché questi sono 
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alterni interni rispetto alle rette AD, BC e alla trasversale AC, le. 
due rette AD, BC sono parallele. Parimente, essendo eguali i due angoli 
B!AC. ACD le due rette AB, CD sono parallele, e perciò il quadrangoli^ 
ABCD è un parallelogrammo. ' 

2°. Nel quadrangolo ABCD (fig. 85) ai abbia A E ^, Se 6! Da que- 
ste eguaglianze deriva A+B = C4 D;e siccome la somma d«i quattro! 
angoli A, B, C, D è eguale a due angoli piatti, se ne ricava che la 
somma degli angoli A, B, coniugati interni rispetto alle rette AD, BC 
e alla trasversale AB, è eguale ad un angolo piatto. Perciò le rette 
AD, BC sono parallele. Kello stesso modo si dimostra che le rette AB, 
DC son parallele; e resta cos'i dimostrato che il quadrangolo ABCD e 
un parallelogrammo. 

3°. Il punto 0, comune alle diagonali del quadrangolo convesso 
ABCD, sia il punto medio di ambedue le diagonali stesse (tig. 86). I due 
triangoli OAB, OCD sono eguali, perchè hanno due Iati rispettivamente 
eguali per ipotesi, e gli angoli AOB, COD, compresi fra essi, eguali 
come opposti al vertice. Ne segue che gli angoli BAO, OCD , alterai 
interni rispetto alte rette AB, CD e alla trasversale AC, sono eguali, 
e perciò le rette AB, CD sono parallele. Nello stesso modo, osservando 
che i triangoli ÀOD, BOC sono eguali, si può dimostrare che le l'ette 
AD, BC sono parallele. Il quadrangolo ABCD è dunque un parallelo- 
grammo. 

Corollario, — Ogni diagonale di un paraUelogrammo forma coi lati 
del medesimo due triangoli eguali. 

105. Teorema. — Un quadrangolo convesso è un paraUelogrammo, st 
ha due lati opposti eguali e paralleli. 

Nel quadrangolo convesso ABCD (fig. 87) i lati opposti AB, CD, 

sieno eguali e paralleli. Condotta una diagonale AC, si ottengono i due 
triangoli ABC, ODA eguali, perchè hanno il lato AC comune, i lati AB, 
CD eguali per ipotesi, e gli angoli BAfc, ACD eguali come alterni in- 
terni rispetto alle rette parallele AB, CD e alla trasversale AC. Ne segue 
che anche gli angoli BCA, CAD, alterni interni rispetto alle rette BC, 
AD e alla trasversale AC, sono eguali, e quindi le rette BC, AD sono 
parallele. Perciò il quadrangolo ABCD è un parallelogrammo. 

106. Teorema — Esiste un parallelogrammo, che ha due lati conse- 
cutivi e l'angolo compreso eguali a due segmenti e ad un angolo dati. 



Sui lati del dato angolo A si prendano due i 

segmenti AB. AD eguali ai segmenti dati, e per / 
gli estremi B, D di questi si conducano le pa- / 

rallele ai lati AD, AB rispettivamente. Si ottiene [ 

COSI un parallelogrammo, che e il richiesto. Tutti D 
ì parallelogrammi poi che si possono costruire, pig. ss. 

in modo ohe abbiano due lati consecutivi e l'an- 
golo compreso eguali a due segmenti e ad un angolo dato, sono eguali 
fra loro {§ 104 Cor. 5"). 



.y Google 



QUADRANGOLI. 

OssEBV AZIONE. — 1 segmenti AB, AD e ringoio À si possi 
Jere come sì vuole, e quindi potranno darsi i seguenti casi pa 

1". L'angolo A è retto. Allora l'angolo C, eguale ad A, e 
6, I), supplementari di A, sono pure retti. 

2". I lati AB, AD sono eguali. Allora tatti i quattro lati 
CD, AD sono eguali. 

3". L'angolo A è retto, e contemporaneamente i lati AB, 
eguali; in tal caso tutti i lati sono eguali, e tutti gli angoli s< 

DfiflnIztODl. — 1*. ChiamABÌ rettangolo ogni quadrangolo equiangol 

2*. Cbiamasi rombo o losanga ogni quadrangolo equilatero. 

3*. Chiamasi quadrato ogni quadrangolo equiangolo ed equilatero. 

I rettangoli, le losanghe, i quadrati sono parallelogrammi 
drato poi si può considerare come rettangolo e come losanga 

107. Teorema. — Le diagonali di un rettangolo sono eguai 
samente: nn parallelogrammo, avente le diagonali eguali, è un t 

1°. Sieno AC, BD {fig. 89) le diagonali del rettangolo ABCD. I 
rettangoli ABD, DCA sono eguali, perchè hanno il 
cateto AD comune e i cateti AB, DG eguali, come 
lati opposti di un rettangolo, perciò hanno le ipo- 
tenuse AC, BD eguali, 

2". Inversamente: sia ABCD un parallelo- 
grammo, avente le diagonali AC, BD eguali. I due 
triangoli ABD, DCA sono eguali, perchè hanno 
il lato AD comune, i lati AC, BD eguali per ipo- 
tesi, e i lati AB, CD pure eguali, come lati opposti 
ili un parallelogrammo; perciò gli angoli BÀt), 
CDA sono eguali, e, siccome sono anche supplementari, sono 

108. Teorema. — In ogni losanga le diagonali sono perpt 

Inversamente: «n parallelogrammo, avente le diagonali perpena 



Fig. t 



1*. Se il parallelogrammo ABCD è una losanga (fig. 90), il 
ADB è isoscele, e perciò la mediana AO è perpendicolare alla 
B 2". Inversamente, se ABCD è un pareli 

mo avente le diagonali perpendicolari, i due 
secutivì AB, AD sono eguali, come ipoteni 
angoli rettangoli AOB, AOD che sono egua 
hanno ì cateti rispettivamente eguali. 

Corollario. — In ogni quadrato le 
sono eguali e perpendicolari. Inversamente: 
rallelogrammo, avente le diagonali eguali e 
colavi, è un quadrato. 

1°, Abbiamo visto che il quadrato puÈ 

rarsi come rettangolo e come losanga; qui 

Pig. 90. siderando il quadrato {fig. 91) come rettanjg 

che le sue diagonali sono eguali, e consi( 

come losanga, si ha che le sue diagonali sono perpendicolari. 
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2°. Inversamente: se un parallelogrammo ha le diagonali eguali 
perpendicolari fra loro, esso è un rettangolo ed una losanga, vale dire 
è un quadrato. 

109. Nel § 106 abbiamo dimostrato, che si puè 
costruire un parallelogrammo, avente due lati conse- 
cutivi e l'angolo compreso riepettivamente eguali a 
due segmenti e ad un angolo dato. Si possono perciò 
costruire infiniti parallelogrammi, aventi un angolo 
dato e un lato adiacente eguale ad un segmento dato; 
tutti questi parallelogrammi si dice che costituiscono 
D c una serie di parallelogrammi. Variando poi il lato e 

Fig. 91. l'angolo comune a tutti i parallelogrammi di una serie, 

si possono ottenere infinite altre serie di parallelo- 
grammi, tutte diverse tra loro. 

È chiaro che un parallelogrammo di una serie è individuato C|uanda 
è dato il segmento, al quale deve essere eguale l'altro lato adiacente 
all'angolo comune ai parallelogrammi della serie, e viceversa; dì guisa 
che fra i parallelogrammi e i segmenti 
suddetti esiste una corrispondenza uni- ^' g' g. 

voca. _ 1 T j 

Dati due parallelogrammi di una / j j 

serie AA'B'B, BB'C'C, se portiamo l'uno / 1 1 

adiacente all'altro, in modo che il lato / / / 

BB' dell'uno coincìda col lato eguale BB' / III 

dell'altro, gli angoli B'BC, BB^C essendo / f ^ ' 

i supplementi rispettivamente degli an- a b t e 

geli B^A, BbV, i segmenti BC. B'C Fig. 92. 

cadono rispettivamente sui prolungamen- 
ti di AB, A'B', e i lati BB' OC' risultano paralleli; quindi i due parallelo- 
grammi dati formano insieme un nuovo parallelogrammo della sei' 

Definizioni. — 1*. Due parallelagiammi di una serie si dicono adiacenti, qimnd* 
hanno un Into eguale in comune, sono situati nello stesso piano da porti o[ 
della retta comune, ed hanno gli altri due lati consecutivi. 

2*. Dati più parallelogrammi di una serie, se Bt poeta il secondo adiacente al 
primo, il terzo adiacente al secondo, ma non dalla stessa parte del primo, e cos'idi 
seguito, il parallelogrammo, che risulta dall'insieme di tutti i parallelogrammi dati, 
si dice la loro somma. 

In seguito alle date definizioni ed alla proprietà enunciata nel Cor. 1" 
del § 103, risulta che le serie di parallelogrammi costituiscono infinite 
altre classi di grandezze, per le quali sussistono tutte le proprietà, che 
si sono dimostrate per le altre serie di grandezze finora studiate. Am- 
metteremo dunque senz'altro come dimostrate anche per le serie di pa- 
rallelogrammi la proprietà commutativa e associativa della somma, e 
le conseguenze che ne derivano. Inoltre intenderemo estese anche a 
queste nuove serie di grandezze le definizioni di differenza, multiplo, 
summultiplo, ecc. e i teoremi del § 20. 

Teoremi. — 1°. Un parallelogrammo di una serie è maggiore, eguale, o 
minore dì un altro della stessa serie, secondo che il segmento ad esso corri- 
spondente è maggiore, eguale, o minore del segmento corrispondente al secondo. 
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2°. Se un parallelogrammo di t 
Ulogrammi della serie, anche il segn 



una serie è somma di più ai 
segmento corrispondente ad esso 
dei segmenti corrispondenti alle sue parti; e viceversa. 
Si imiti la dimostrazione del § 33. 

Corollari. — 1°. Se un parallelogrammo di una serie è * 
ivmntultiplo) di un altro, il segmento corrispondente al primo è 
pio (o equisutnmultiplo) del segmento corrispondente al secondo; i 

2°. Se un parallelogrammo di una serie è differenza di dui 
che il segmento corrispondente ad esso è differenza dei segmenti 
denti agli altri due; e viceversa. 



CAPITOLO II 



Angoloidi. 



HO. DeflolzionL — 1*. Chiamasi angoìoide, ti angolo solido, o ang: 
ta figura individuata da tre o piì) semirette, uscenti da un punto, date . 
ordine, e tali che tre di esse consecutive non stìeoo in un piaDo, dai f 
dDati dalle coppie di semirette consecutive, e àa, quello individuato dal 
dall'ultima. 

2*. Le semirette date si dilaniano gli spìgoli o coniale, il punto, da 
wcono, vertice dell'angoloide; gli angoli convessi, formati da due spìgoli 
e quello farmato dal primo e dall'ultimo, si chiamano le facce dell'angolo 
delle facce si chiamano i ;>iant dell'angoloide. 

3*. Si cbianiR superficie di un angolaide, la superfìcie formata dalle 

4*. Un angolaide avente tutti i diedri eguali si dice eqiùedro. 

Per es. le cinque semirette VA, VB, VC, VD. VE (fig. 92 
dallo stesso punto V e date nell'ordine acritto, individuano 
Ioide, di cui le semirette stesse sono gli spigoli e gli 
angoli AVB. BVC. CVD, DVE, EVA sono le facce. , 

E evidente che un angoloide ha tante facce / 

quanti sono ì suoi spigoli. / ; 

Una semiretta può percorrere la superficie del- A'-f- 

l'aiigoloide, andando dalla posizione dello spigolo VA /^^ 

a quella di VB, da questa a quella di VC , infine /^^^^ 

dalla posizione di VE a quella di VA; oppure an- Qr^ 
dando dalla posizione di VA a auella di VE, da que- ■'^^.^ 

sta a quella di VD, , infine dalla posizione di VB ~ ■- 

a quella di VA. Perciò l'angoloide s'indica indifferen- 
temente coi simboli V.ABCDE V'.EDCBA, 

Spesse volte un angoloide s'indica anche colla sola lettei 
dica il vertice, purché ciò non possa dar luogo ad equivoci. 



Fig. 



5*. Un angoloide si chiama triedro o triepigolo, tetraedro i 
^ , secondo ohe ha R, 4 facce. Un angoloide triedro si chii 
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'. Ud nngoloide è convesso, quando tutti i suoi spigoli si trovano da una stessa 
li un auo piano qualunque; eoacaso nel caso contrario; intreccialo, quando al-i 
due facce hanno in comune una semiretta interna ad entrambe. 

H chiaro che, se per il vertice di un aiigoloide qualunque si pud 
assare un piano, in modo che l'angoloide giaccia tutto in una delld 
in cui il piano divide lo spazio, ogni piano parallelo al primo, e 
ncontra uno degli spigoli, incontra anche tutti gli altri, e taglia 
perficie dell'angoloide secondo il contorno di un poligono, il quale 
vesso, concavo, o intrecciato, secondo che l'angoloide stesso è con- 
, concavo o intrecciato. 

nversamente : dato un poligono piano ed un punto fuori del suo 
, le semirette uscenti da quel punto e passanti per i vertici del 
ano, prese nel medesimo ordine dei vertici del poligono, indivi- 
> un angoloide, il quale è convesso, concavo o intrecciato, secondo 
I poligono stesso è convesso, concavo o intrecciato. 

II. Teorema. — La superficie di un angoloide contesso è una su- 
ie completa. 

nfatti, dal P. IV, 1" dei-iva che, se una superficie incompleta ha 
i limiti sopra una superficie completa, essa suddivide in due quella 
parti dello spazio (separate dall'altra superficie), nella quale e 
nuta. Dunque date tre semirette VA, VB, VC, non situate nello 
stesso piano (tìg.94) i due semipiani ^ ' 

AVB, AVO dividono lo spazio in due 
parti (diedri), e l'angolo BVC, che 
ha i lati sui due semipiani suddetti, 
e che perciò è interno al diedro , 
convesso BAVC {% 51 Teor. 2°) di- 
vide questo diedro in due parti. Una '■ 
dì queste parti è limitata dalla su- ^ 
perficie VABC del triedro. ; 

In generale, date più semirette ; 
VA. VB, VC. VD, VE (fig. 95) spi- [ 
goli di un angoloide convesso, si sa ì 
^ che i due semipiani a e f, contenenti 

Fig. 94. le facce AV'B, AVE, dividono Io spa- Fig. 95, I 

zio in due parti (diedri). Ora, poiché 
oloide è convesso, e perciò tutti gli spigoli devono trovarsi il 
a delle parti dello spazio separate dal piano a, la quale contient 
igolo VE, e in quella delle parti di spazio separate dal piano ^ 
ale contiene lo spigolo VB, è chiaro che la parte di superficie 
DE dev'essere compresa nel diedro convesso BVAE. Ne segue ch( 
;o diedro è diviso dalla superficie suddetta in due parti delle quali 
3 limitata dalla superficie dell'angoloide che si considera. 

Corollario 1". — La mperficie di un angoloide convesso divide k 
in dm parti, una delle quali contiene tutti i prolungamenti delU 
e, e l'altra non ne contiene nessuna. 

)eflnlxÌonl. — 1'. La parte di spazia, limitata dalla superficie di un aogoloid* 
lao, che non contiene i prolungamenti delle costole, dicesi solido deirangoloii{ 
pli cernente angotoidt. 
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2*. Ogni diedro convessa, che ha per costola uno spigolo dell' an gal oi de, e la 
ni fttcce contengono le facce dell'angoloiile, ohe paiisftno per esso, dicesi diedro in- 
trno dell'ango Ioide. 

3v Un diedro interno diesai compreso fra le due facce consecutive dell'angoloide, 
te pssaano per la au» costola, oppure ai dice adiacente ad esse. In un triedo un 
liedro interno dicesi opposto a quella faccia, alla quale non ^ adiacente. 

Corollario 2". — Ogni angolo, o poligono, U quale abbia i lati suUa 
vper/icie di un nngoloide convesso, o interni ad esso, è interno aU'angotoide, 
I è parte della superficie del medesimo. 

La dimostrazione è identica a quella del corollario del § 74. 

112. Teorema. — Urta retta non può incontrare in più di due punti 

a superficie di un angoloide convesso. 

Si imiti la dimostrazione del Teor. 2° del § ^0. 

113. I prolungamenti degli spigoli di un angoloide, presi nel me- 
lesimo ordine degli spigoli stessi, individuano un secondo angoloide. 

Deflnizioni 

Hi di e 
lesimo 

he facce dì due angoloidi opposti sono rispettivamente eguali, come 
iDgoii opposti al vertice, e i diedri sono pure ri- 
pettivamente eguali, come diedri opposti alla co- 
itola. 

È facile convincersi che due angoloidi, opposti 
il vertice, hanno bensì tutti i loro elementi rispet- 
ivamente eguali, ma la disposizione dei medesimi 
lon 6 la stessa in entrambi. Infatti sieno, per fis- 
are le idee, due angoloidi opposti V. ABCDE, 
?. A'B'C'D'E', e immaginiamo che un osservatore 
Hsteso lungo lo spigolo YÀ del primo colla testa 
ivolta verso il vertice, abbracci 1 angoloide mede- 
imo; egli vedrà succedersi gli spigoli da destra 
'ereo sinistra nell'ordine seguente: VB, VC, VD, 
^E. Se invece lo stesso osservatore prendesse una 
losizione analoga sul corrispondente spigolo VA' 
lell'aitro angoloide, egli vedrebbe succedersi gli 
ipigoli da destra a sinistra nell'ordine seguente: p- gg 

»E', VD', ve, VB'; vale a dire nell'ordine inverso 
le) primo. Da questa differenza dì disposizione degli elementi risulta 
1 seguente 

Teorema. — Due angoloidi opposti al vertice non si possono generalmente 
prtare a coincidere. 

Infatti consideriamo, per esempio, i due triedri opposti V.ABC, 
ì.k'B'C. È manifesto che per ottenere la coincidenza (se è possibile) 
lobbiamo sovrapporre le due facce eguali AVE, A'VB', ciò che si può 
Rre in due maniere differenti: o facendo scorrere il piano delle due 
acce su sé stesso, rotando uno dei triedri di un mezzo giro intorno 
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al punto V; oppure ribaltando una di queste facce sull'altia attorno 
alla bisettrice degli angoli A vB, B'VA. 

Evidentemente nel primo caso i due angoloidì vengono a cadere 
da parti opposte rispetto alla faccia comune, e perciò non coincidono. 
Nel secondo caso lo spigolo 
<^ VA' cadrà su VB e VB' su VA, 
mentre VC prenderà la posi- 
zione VC" non coincidente ge- 
neralmente con VC, perchè i 
> 'diedri VA, VB essendo gene- 

ralmente disuguali saranno pu- 
re disuguali i diedri VA, vfi' e 
per conseguenza i piani delle 
Pi g, facce AVC, A'VC" non possono 

coincidere. 
Però da qaanto si è detto si capisce facilmente che la coincidenza 
avrebbe luogo in questo secondo caso, se il triedro V.ABC avesse due 
diedri VA, VB eguali; perchè allora, a causa dell'eguaglianza dei die- 
dri VA, VB, e quindi anche dei loro opposti VA', VB', la faccia A'VC 
verrebbe sulla faccia BVC e la faccia B'VC su AVC, di modo che lo 
spigolo ve verrebbe a coincidere con VC. Pertanto la faccia AVC sa- 
rebbe eguale alla faccia A'VC, e quindi anche alla faccia BVC; vale 
a dire l'eguaglianza di due diedri del triedro porterebbe come conse- 
guenza l'eguaglianza delle due facce opposte, dunque: , 

Corollario 1". — In un triedro i diedri eguali sono opposte facce eguali. 

Definizione 2*. — Un diedro ai dice isoedro quHndo ha due diedri, e quinili 
due facce eguali. 

Corollario 2°. — Un triedro isoedro è eguale td suo opposto al vertice. 

(14. Teorema. — In ogni angoloide una faccia è minore della somma 
delle altre. 

1°. Cominciamo a dimostrare questo teorema per il caso di un trie- 
dro. È evidente che una faccia di un triedro, minore od eguale ad una 
delle rimanenti, è minore della somma di queste. 
Basta dunque dimostrare che, se in un triedro 
V.ABC (fig. 98) una faccia AVG è maggiore 
di ciascuna delle altre due, è però minore della 
loro somma. 




Dall'angolo AVC stacchiamo una parte ^^j 
AVD eguale alla faccia AVB; poi sulle semi- 
rette VD, VB prendiamo due segmenti VD, VB 
eguali, e tracciamo un piano che passi per i 

Sunti B, D ed incontri i due spigoli VA, VC in 
uè punti A, C. I triangoli AVD, AVB, avendo ^8- 98. 

il lato VA comune, gli angoli AVD, AVB eguali per costruzione, i lati 
YD, VB pure eguali per costruzione, sono eguali ed h perciò AD E AB. 
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Nel triangolo ABC si ha BC > AC - AB, ossia BC> AC - AD, e 
perciò è BO > DC. 1 triangoli VCD, VBC hanno il lato VC comune, e 
1 Iati VD, VB eguali, ma il terzo lato CD dell'uno h minore del terzo 
lato BC dell'altro; perciò e anche CVD < BVC (§ 90 Cor. 1"), e quindi 
AVO + D?C < BVA 1- BVC, ossia AVC < BVA 4 BVC. 

2". Consideriamo ora un augoloide qualunque T.ABCDE (fig. 99). 

Si vuol dimostrare che una faccia qualunque, per es. AVE, è mi- 
nore della somma delle altre. Conduciamo i piani che passano per uno 
degli spigoli situati sulla faccia AVE, p. es. : 
VA, e per gli altri spigoli ordinatamente. Con- 
siderando i triedri V^BC, vTaCD, vTaDE, si 
hanno le disuguaglianze 

AVC < AVB + BVC 
AVD < A?C + C?D 
A?E < AVD + DVE ; 
e da queste si ricava 

AVE < A?B + bVc + CVD + DVÌE. Fig. M. 

Corollari. — 1". In ogni triedro una faccia è maggiore della diffe- 
renza deU'attre due. 

3". Se due diedri di un triedro sono diseguali, anche le facce opposte 
sono diseguali, ed è maggiore quella che è opposta al diedro maggiore. 

Nel triedro V.ABC (fig. 98) sia il diedro VB maggiore del die- 
dro VA. Per lo spigolo VB conduciamo un semipiano, interno al diedro 
CVBA, tale che il diedro DVBA sia eguale al diedro VA. II triedro 
V. ABD, avendo due diedri eguali, ha le facce AVD, BVÌ), ad essi op- 
poste, pure eguali. Dal triedro VrÈDC, si ha poi BVC < BVD + D^C, 
e quindi Bffc< AVD + D'^C, ossia B^C < A?C; e. e. d. 

3°. In un triedro un diedro è 
secondo che la faccia opposta al primo 
faccia opposta all'altro. 




eguale o maggiore di un altro, 
eguale o maggiore della 



Abbiamo visto nel § precedente ed in questo, che tutte le ipotesi 
che si possono fare suU eguaglianza o disuguaglianza di due diedri di 
un triedro, ci conducono a tesi, che si escludono a vicenda, per conse- 
guenza (v. Prelim., § 4) anche i teoremi inversi sono veri. 

4". Se in un triedro le tre faccie sono eguali, anche i tre diedri sono 
eguali; e viceversa. 



115. Teorema. — In ogni angoloìde convesso la 
minore di due angoli piatti. 



delle facce è 



Luzni ■ BASB^m. Sismi 



idb,Google ■ 




LIBRO li. - CAPITOLO li. 

Sia V.ABCDE l'angoloide convesso dato, ABCDE.una sezione di 
IO con un piano che ne incontra tutti gli spigoli. È chiaro che il 
mero dei lati della sezione è eguale al numero delle facce dell'an- 
goloide, e perciò (§ 83 Teor.) la somma degli angoli intemi del poli- 
gono àBCDE, aumentata dì due angoli piatti, è eguale alla somma 
degli angoli interni dei triangoli AVB, BvC, CVD, DVE, EVA. 

Se ora consideriamo i triedri aT^VE, B^AVC, CrBVD, DrCVE, 
E . A.VD, per il teorema del g precedente, si ha | 

bIì: < BAV + eaY 

aS"C < ABV + CBV 

BCD < BCV + Ddv I 

CDE < C^ + EDT I 

A^D < AEV '+ DEV, 

dalle <iuali, si ricava, indicando con S la somma degli 
Fig. 100. angoli del poligono, 

S < bSt + ABV + BCV + CBV + CDV + DCV + e6Y + DÉV 1 

+ AÈV + EAV. I 

Ora, siccome abhiamo visto che S, aumentata di due angoli piatti, 
è eguale al secondo membro della precedente disuguaglianza, aumen- 
tato della somma delle facce dell'angoloide, cosi la somma delle facce 
dell'angoloide dev'essere necessariamente minore di due angoli piatti. 

1 16, Iteflnlzfone. — Se dal vertice di ud angoloide conveaao si condnooao delle 
Bsmirctte perpendicolari alle succeeaive facce, e situata dalla medesima parte degli 
spigoli dell'angoloide rispetto al piano della faccia atessa, le semirette così ottenute, 
prese nello stessa ordine dalle facce, a cui sono perpendicolari, individuano un nuovo 
angoloide, che si dice supplementart del primo. 

Teorema. — Se un angoloide è supplementare di un altro, questo è 
anche supplementare del primo. 

Sia per es. il triedro V . A'B'C supple- 
mentare del triedro V . ABC (tig. 101|, Dico 
che V . ABC è il supplementare di V . A'B'C 
Infatti, essendo la semiretta VB' perpendico- 
lare al piano AVC, VB' è perpendicolare alla 
retta VA contenuta in quel piano, e per la v 
stessa ragione VC è perpendicolare a VA. Per 
conseguenza VA, essendo perpendicolare tanto 
a VB', quanta a VC, è perpendicolare al piano 
di queste diie rette, ossia alla faccia B'VC 
{g 60 Cor. 1»). 

Nello stesso modo si dimostra che tutti gli * 

spigoli VA,VB,VC del primo angoloideVriBC ' Pig. 101. 

sono perpendicolari alle facce dell'altro. 

Inoltj'e gli spìgoli VB.VB', essendo rispettivamente perpendicolari 
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alle facce A'VC, AVC e dalla stessa parte della faccia A vC, saranno 
pure dalla stessa parte rispetto alla faccia A'VC (§ 71 Cor. 2°). Lo 
stesso potendosi ripetere per tutti gli spigoli, il teorema resta dimo- 

strato. 

117. Teorema. — Se due angoloidi sono supplementari, le facce dell'uno 
sono supplementari dei rettilinei dei diedri delVcAtro. 

Siano per es. VVABC, V . A'B'C due triedri supplementari (fig. 101). 
Gli spigoli VB', ve, essendo perpendicolari alle facce AVO, AVB del 
diedro VA, l'angolo B'VC' è supplementare del rettilineo del diedro VA 
(§ 71 Cor. 1°). Analogamente si dimostra che le altre facce del triedro 
V , A'B'C o V . ABC sono supplementari dei rettilinei degli altri diedri 
del triedro V . ABC o V . A'B'C rispettivamente. Lo stesso ragionamento 
può ripetersi per due angoloidi supplementari di un numero qualunque 
di facce. 

118. Teorema. — In ogni aitgoloide convesso: 

1" un diedro, aumentato di tanti diedri piatti quante sono le facce 
meno due, è maggiore della somma degli altri diedri. 

2° la somma di tutti i diedri è minore di tanti diedri piatti quante 
sono le facce, ed è maggiore di tanti diedri piatti quante sono le facce 
meno due. 

1". Indichiamo per brevità con A, B, C, D, ... gli n diedri dell'an- 
gcloide V dato, con a, p, y, S, ... i loro rettilinei, con a', 3', y', 5', . . . ì 
sapplementi di questi rettilinei, ossìa le facce dell' angoloide V', supple- 
mentare dell' angoloide dato, con p un angolo piatto e con iz un diedro 
piatto. Nell'angoloide supplementare V una faccia è minore della somma 
di tutte le altre, e quindi 

a' < P' + Y' + 5' + . . . , 

da cui, aggiungendo ad ambo i membri la somma delle facce dell'an- 
goloide V, sì ottiene 

a' + a + ?-fY + 5+...<a + (3 + ?') + (y + y') + {5 + S") + . . . ., 
ossia, essendo 

a + a' = p + p'EY + Y'E8 + 8'E...Ep, 
sì ha 

p + p + Y + S + ...<a + (n- \)p, 
e quindi 

S + Y + 5 + ...<a + (n-2)p. 

Passando dai rettilinei ai diedri corrispondenti, si hi\ infine 

B + C + D + ...<A + {n-2)7t. 

2". Nello atesso angoloide V, supplementare di V, la somma delle 
facce è minore dì due angoli piatti, cioè 

«' + p' + Y' -I- S' + . . . < 2p, 
e perciò 
(b + a') + (p + P') + {y + Y') -f (5 + 8') + ...<2p+a + p + T + 8+..., 
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OBBÌa 

■«.p<2p + a + p + y + 5 + ... 
e quindi 

(n-2).p<a + 8 + Y + S + ... 

Passando dai rettilinei ai diedri corrispondenti 

(«~2)Tt<A- + B + C4D + ... 

È poi evidente che, essendo ogni diedro del dato angoloide minore di 
un diedro piatto, si ha 

A + B + C + D + . ..<«.«. 



diedro, aumentato di un diedro piatto, è maggiore deSa 
somma degli altri due. 

2° la somma dei diedri è maggiore di uno, e minore di tre diedri 
piatti. 

3° la differenza di due diedri è minore del diedro esterno eonsegwettit 
al terzo. 

119. Teorema. — In ogni angoloide convesso la somma dei diedri 
estemi, formati da ciascuna faccia col prolungamento della seguente, è mi- 
nore di due diedri piatti. 

Infatti, la somma di ogni diedro esterno dell'angoloide col suo con- 
seguente interno è eguale a un diedro piatto; perciò la aomma di tutti 
i diedri interni ed esterni dell'angoloide è eguale a tanti diedri piatti 
quante sono le facce; ma la somma dei diedri interni si è dimostrata 
maggiore di tanti diedri piatti quante sono le facce meno due, dunque 
la somma dei diedri esterni dev essere minore di due diedri piatti. 

Corollario. — Un angoloide convesso no» può avere piii di tre die- 
dri acuti. 

VaVAQhlAVZA DI TBTEDBI E ANaOLOIDI. 

120. Teoremi. — 3". Se due triedri hanno una faccia eguale e i dui 
diedri adiacenti rispettivamente eguali, sono eguali, o l'uno è eguale all'op- 
posto al vertice dell altro. 

Siene V, f^due triedri aventi AVfe ^ A'V"B', VA = V^', VB E V' 
Se questi elementi sono disposti nello stesso modo, portando il seconda 
triedra sui primo, in maniera che la faccia A'v'B' coincida colla faccia 
e^ale AVB, le facce A'V'C, B'VC si disporranno sui piani AVC, BVC 
rispettivamente, e perciò lo spigolo Y'C verrà a coincidere collo spi- 
golo ve, di guisa che i due triedri coincideranno; dunque sono eguali. 

Se invece i suddetti elementi sono disposti in ordine inverso, si di- 
mostra nello stesso modo, che ii triedro V può portarsi a coincidert 
con quello opposto al vertice di v. 

In ambedue i casi si ha V'^'EV'C, A'VT'EAVC, B-f^C'^BVC. 
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2°. Se due triedri hanno un diedro eguale, compreso tra facce riaptt- 
tiramente eguali, sono eguali, oppure l'uno è eguale all'opposto del vertice 
dtW altro. 

Infatti, sieno v e V i triedri dati, e T, T' i triedri supplementari 
ad essi. Per le proprietà dei triedri supplementari sappiamo che a facce 
eguali dì V e v' corrispondono diedri eguali di ì^ e f', e viceversa; 



Fig. 102. 

per conseguenza i due triedri supplementari, avendo eguali rispettiva- 
mente due diedri e la faccia ad essi adiacente, pel teorema precedente 
avranno anche tutti gli altri elementi rispettivamente eguali; ed allora 
anche i triedri dati avranno tutti i loro elementi ordinatamente eguali 
e saranno eguali, o l'uno eguale all'opposto al vertice dell'altro. 

121. Teoremi. — 1°. Due diedri sono egu<di, o l'uno è eguale all'op- 
posto al vertice dell'altro, se hanno due facce e il diedro opposto ad una 
di «gse rispettivamente eguali, purché i diedri opposti alle altre due facce 
iguaii aieno ambedue acuti, o ambedue retti, o ambedue ottusi, e gli spigoli 
comuni alle facce eguali non Steno perpendicolari alle rimanenti facce, 

Nei^ue triedri V7aBC, e vCa'B'C sia A?BzA'Y'B', Bfc=B'V'C'; 
VA E VA'. Io dico che i due triedri sono eguali o simmetrici, purché 
i diedri VC, V^' opposti alle facce eguali AVfe, A'V'B' sieno della me- 



desima specie, e gli spigoli VB, V'B' non sieno perpendicolari alle facce 
AVO, A' v'C rispettivamente. 

Se gli elementi dei due triedri sono egualmente disposti, portiamo 
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la faccia À'T'B' a coincidere colla aua eguale Av^, in modo che lo spi- 
golo VA' venga a coincidere collo spigolo VA e lo spigolo V'B' con VB. 
Poiché ì diedri VA, V^' Bono eguali e gli elementi sono disposti nello 
stesso modo, la faccia A'V'C si disporrà aul semipiano AVC. Devo di- 
mostrare che lo spigolo ve viene a coincidere con VC. Se infatti esso 
prendesse una posizione diversa VD, si otterrebbe un triedro V . BCD 
isoedro, ne! quale sarebbe il diedro BVCD eguale al diedro CVDB, e 
perciò supplementare di AVDB; ma i due diedri BVC^D, AVDB sono 
per ipotesi della stessa specie, quindi per essere sup^ementaii dovreb- 
bero essere retti. Allora i piani delle due facce DYB, OVE, entrambi 
perpendicolari al piano della faccia AVC, si taglierebbero secondo una 
retta VB perpendicolare a questo piano (§ 65 Cor.) ciò che è contrario 
alla ipotesi. 

Se gli elementi eguati dei due triedri non fossero disposti nello 
stesso modo, si dimostrerebbe, con ragionamento analogo, che il trie- 
dro V è eguale all'opposto al vertice del triedro V. 

In ambedue i casi è A^C = A'V'C', VBEV%, Y'CHVT'. 

2°. Due triedri sono eguali, o l'uno è eguale ch'opposto al vertice del- 
l'altro, se hanno due diedri e la faccia opposta ad uno di essi rispettiva- 
mente eguali, purché le facce opposte agli altri due diedri eguali sieno della 
stessa specie, e le facce comuni ai diedri eguali non sieno perpendicolari 
ai rimanenti spigoli. . 

Dimostrazione simile a quella fatta per il teorema 2° del § prece- 
dente. 

122. Teorema 1". — Se due facce di un triedro sono rispettivamente \ 
egiiali a due facce di un altro triedro, e il diedro compreso fra le due 
facce del primo è maggiore di quello compreso fra le facce eguali del se- 
cando, la terza faccia del primo triedra è maggiore della terza faccia del 
secondo. 

Le due facce BVO, AVB del triedro V (fig. 104) sieno rispettiva- 
mente eguali alle facce B'V'C, A'V'B' del triedro V, ma sia il diedro 
VB maggiore del diedro VB'; dico che la faccia AVC è maggiore della 
faccia A'V'C. ' 

Supposto che gli elementi dei due triedri siano disposti in ordine in- 
verso, portiamo la faccia A'V'B' a coincidere colla faccia eguale AVB, in 
modo che i due triedri giacciano da parti opposte della faccia comune. | 
Nel caso in cui gli elementi fossero disposti nello stesso ordine, pos- 
siamo considerare uno dei triedri dati e l'opposto al vertice dell'altro 
e ripetere la stessa costruzione, j 

Conduciamo il piano BVD bisettore del diedro CVBC,, il quale si| 
troverà nell'interno del diedro ABVG maggiore di ABVC,, e taglierà 
perciò la faccia AVC secondo una semiretta VD. I due triedri V.BDCJ 
V.BDC,, avendo un diedro eguale compreso tra facce rispettivamente 
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eguali, hanno anche le facce CVD. C,VD eguali. Dal triedro V . ADC, 
poi si ha (§ 114 Teor.) AVO, < AVD 4 DVC.. e quindi 

A?C.<A'?D + DVC, 

ossia 

AVO, < AVO. 



Fig. 104. 

Corollario 1°. — Se un triedro ha due facce rispettivamente eguati 
a dm facce di un altro, il diedro compreso fra le due facce del primo 
triedro è maggiore, eguale, o minore di quello compreso fra le due facce 
dell'altro, secondo che la terza faccia del primo triedro è magguyre, eguale, 
9 minore della terza faccia dell'altro triedro. 

Infatti abbiamo dimostrato che, se un triedro ha due facce rispet- 
tivamente eguati a quelle di un altro, la terza faccia del primo è mag- 
giore, eguale, o minore della terza faccia dell'altro, secondo che il diedro 
compreso fra le due facce suddette del primo è maggiore, eguale, o 
minore del diedro compreso fra le due facce del secondo; ne segue 
(Preliminari, § 4) che ì teoremi inversi sono veri. 

Teorema 2". — Se due diedri di un triedro sono rispettivamente 
mdi a due diedri di un altro triedro, e la faccia adiacente ai due die- 
dri del primo è maggiore di quella adiacente ai due diedri del secondo, il 
}tr!o diedro del primo triedro è maggiore del terzo diedro del secondo. 

Dimostrazione simile a quella del Teor. 2° del § 120. 

Corollario 2". — Se un triedro ha due diedri rispettivamente eguali 
a due diedri di un altro, la faccia adiacente ai due diedri del primo triedro 
i maggiore, eguale o minore di queUa adiacente ai due diedri dell'altro, se- 
tondo che il terzo diedro del primo è maggiore, eguale, o minore del tergo 
diidro dell'altro triedro. 

Dimostrazione simile a quella del corollario precedente. 

123. Teoremi. — 1". Due triedri, aventi le tre facce rispettivamente 
<$mli, sono ^uali, o l'uno è eguale all'opposto al vertice dell'altro. 
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Infatti, (§ 122 Cor. l") se due triedri hanno le facce rispetti vamenb 
eguali, esse hanno pure eguali i diedri opposti alle facce eguali, e penai 
sono eguali, o l'uno è eguale all'opposto al vertice dell'altro. 

2". Due triedri aventi i tre diedri rispettivamente eguali sono eguaU, 
l'uno i eguale all'opposto al vertice dell'altro. 

Dimostrazione simile a quella del Teor. 2" del § 120. 

124. Abbiamo veduto che in vari casi basta conoscere l'eguaglianza 
di tre elementi di due triedri, per asserire che sono pure egu^i gli altri 
elementi. Tutti questi casi si possono riassumere nel seguente enunciato: 

Due triedri sono eguali, o l'uno è eguale all'opposto al vertice dell'altro: 

1" se hanno una faccia e i due diedri adiacenti rispettivamente eguali; 

2" se hanno an diedro eguale compreso tra facce eguali; 

3" se hanno due facce e il diedro opposto ad una di esse, rispettiva- 
mente eguali, purché i diedri oj^osti alle altre due facce eguali sieno dellt 
stessa specie, e gli spigoli comuni alle facce eguali non sieno perpendico' 
lari alle rimanenti facce; 

4" se hanno due diedri e la faccia opposta ad uno di essi rispettiva- 
mente eguali, purché le facce opposte agli altri due diedri eguali sieno d^a 
stessa specie, e le facce comuni ai diedri eguali non sieno perpendtcdari 
ai rimanenti spigoli; 

5" se hanno le tre facce rispettivamente eguali; 

6" se hanno i tre diedri rispettivamente eguali. 

In generale si pub dire che due triedri sono eguali, o l'uno è eguale 
all'opposto ai vertice dell'altro, quando hanno tre elementi rispettiva- 
mente eguali, non dimenticando però le condizioni che si debbono ag- 
giungere per il 3" e 4° caso. 

125. Teorema. — Due angoloidi convessi di n facce sono eguali, t 

l'uno è eguale all'opposto vertice dell'altro: 

1" se hanno n — 1 facce rispettivamente eguali, ed hanno eguali i die- 
dri compresi tra le facce eguali; 

2° se hanno n — 1 diedri ricettivamente eguali, ed hanno eguali It 
facce aventi per lati gli spigoli dei diedri eguali; 

3° se hanno tutte le facce ed u — ^ diedri consecutivi, compresi fra 
facce eguali, rispettivamente eguali; 

4" se hanno tutti i diedri ed n — 3 facce consecutive, adiacenti a die- 
dri eguali, rispettivamente eguali. 

Le dimostrazioni dei primi tre casi sono simili s quelle dei teoremi 
analoghi relativi ai poligoni (§§ 92, 93, 94). L'ultimo caso poi si ricava 
dal precedente mediante la considerazione degli angoloidi supplementari. 

COSTRUZIONI DI TRIEDRI E ANGOLOIDI. 

126. Nei §§ precedenti abbiamo veduto che in vari casi due triedri 
sono eguali, quando hanno tre elementi rispettivamente eguali e disposti 
nello stesso modo. 
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Per esempio, abbiamo visto che due triedri sono eguali, se hanno 
due facce e il diedro compreso rispettivamente eguali, e similmente di- 
sposti. Ciò vuol dire che, se riuBCiamo a costruire un triedro, che abbia 
due facce e il diedro compreso rispettivamente eguali a due angoli e 
ad un diedro convessi dati, e disposti in un dato modo, tutti sii altri 
triedri, costrutti con gli stessi elementi disposti nello stesso mono, sono 
eguali al primo. Lo stesso può ripetersi per gli altri casi di eguaglianza 
dei triedn. 

Tediamo ora come si può costruire un triedro con tre elementi dati, 
disposti in un certo ordine. 

Problemi. — 1°. Costruire un triedro, che abbia gli elementi disposti 
in un certo ordine, ed abbia due facce e il diedro compreso rispettivamente 
eguali a due angoli e ad un diedro convesso dato. 

2°. Costruire un triedro, che abbia Ì suoi etementi disposti in un dato 
modo, ed abbia una faccia e i due diedri adiacenti rispettivamente eguali 
a un angolo e a due diedri convessi dati. 

Lasciamo al lettore la tacile risoluzione di questi due problemi. 

127. — 5". Costruire un triedro, che abbia le sue facce disposte in 
un dato modo ed eguali a Ire angoli convessi dati, tali che la loro somma 
sia minore di due angoli piatti, e che ciascuno di essi sia minore della 
somma degli altri due. 

Sappiamo che, affinchè tre angoli sieno facce di un triedro, è ne- 
cessario che la loro somma sia minore di due angoli piatti, e che cia- 
scuno di essi sia minore della somma degli altri due; ora faremo vedere 
cbe queste condizioni sono anche sufficienti. 

In un piano x (fig. 105) prendiamo tre angoli consecutivi À'VB, 
BVfc, CVA" rispettivamente eguali ai tre angoli dati, in modo che 
quello intermedio BYC non sia minore di alcuno degli altri due. Am- 
mettendo che sia BVC < A'VB + CVA", è evidente che ciascuno dei 
due angoli A'VB, CVA" è minore della somma degli altri. Ammettendo 
inoltre che la somma dei tre , 

angoli sia minore di due angoli 
piatti, è chiaro che questa som- 
ma sarà un angolo concavo o ^ 
convesso A'VA", ma non rico- 
prirà l'intiero piano, cioè non 
conterrà alcun giro. 

Nello stesso piano condu- 
ciamo una semiretta VE, dalla 
parte opposta di VA' rispetto 
alla retta VB, in modo che gli 

angoli A'VB, BV^ sieno egua- Fig. 105. 

li, ed una semiretta VF, dalla 

parte opposta di VA" rispetto alla retta VC, in modo che gli angoli 
A"VC, GYF, aieno eguali. Per le ipotesi fatte, essendo l'angolo BVC non 
minore di ciascuno degli altri due angoli BVE, CvF, la semiretta VE 
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è interna all'angolo BVC, o coincide con YC, e la Beniiretta YF è pure 
interna dell'angolo BVC, o coincide con VE. 

Inoltre, essendo BVC < BVE + CVF, è chiaro che le semirette VF, 
ve debbono trovarsi da parti opposte della retta VE, e le semirette 
VE, VB devono trovarsi da parti opposte della retta VF. 

Nel piano a con raggio arbitrario descriviamo oia un circolo, Ìl 

Suale incontri le semirette VA', VB, VF, VE, VC, VA" nei punti A', 
,F, E,C, A", disposti nell'ordine scritto. Ne segue che i punti A', E 
sono situati da parte opposta della retta A"F, e i punti A", F sono da 
parti opposte della retta A'E, e perciò i due segmenti A'E, FA" hauDo 
un punto comune D. Si osservi ancora che i due triangoli A'VE, FVA" 
sono isosceli, quindi le semirette VB, VC, bisettrici degli angoli A'VE, 
FVA", risultano perpendicolari ai segmenti A'E, FA" e li dividono per 
metà nei punti H, K (§ 77 Teor.) 

Per il punto D si elevi la retta DÀ, perpendicolare al piano a, e 
nel ])iano p, individuato dalle rette DA, DA", il quale è perpendicolare 
al piano a (§ 64), descriviamo un circolo col centro in K e con raggio 
KA"EKF. La retta DA. avendo un punto D interno a questo circolo, 
lo taglierà in due punti A, A^ situati da parti opposte del piano a. Con- 
dotte le semirette VA, VA, si ottengono due triedri V. ABC, V . A,BC, 
ciascuno dei quali è eguale all'opposto al vertice dell'altro, che hanno 
per facce ì tre angoli dati, di guisa che uno di essi sarà il triedro do- 
mandato. ^ 

Consideriamo infatti uno di essi V . ABC, I due triangoli VA£, VA"K 
hanno gli angoli VKA, VKA" retti, perchè la retta VK. perpendicolare 
alla retta A"D, intersezione del piano a. col piano ADA ' ad esso per- 
pendicolare, è pure perpendicolare al piano ADA" (§ 65 Teor.); hanno 
il cateto VK comune e i cateti EA. KA" eguali; ne segue che è 
AVK E KVA" e VA" E VA. 

Analogamente i triangoli AVH, A'VH sono eguali, perchè hanno gli 
angoli VHA, VHA' retti, il cateto VH comune, e le ipotenuse VA, VA' 
eguali ambedue a VA", perciò è AVH^HVA'. 

Corollari. — 1°. È sempre possibile costruire un triedro avente it 
facce eguali fra loro, purché la loro somma sia minore di due angoli piatti. 

2". È sempre possibile costruire un triedro avente per facce tre an- 
goli retti. 

Definizione. — Un triedro, avente per focce tre Angoli retti, dicesi trirettatigda. 

I diedri di un triedro trirettangolo sono retti. Un triedro triret- ; 
tangolo coincide col suo supplementare. j 

128. Problema 4". — Costruire un triedro che abbia % suoi diedri , 
disposti in un dato modo ed eguali a tre diedri convessi dati, tali che In i 
loro somma sia maggiore di un diedro piatto, e che ognuno di essi, aumen' 
tato di un diedro piatto, sia maggiore delta somma degli altri due. \ 

Vedemmo già (§ 118) che, se tre diedri appartengono ' ad un trie- 
dro, e necessario che sieno verificate le condizioni suddette. Dimostre- 
remo ora che tali condizioni sono anche sufficienti. 



.y Google 



OoaTKUZlOKI DI TBIEDBl E AHQOLOIDI. 



91 



Pertanto eìeno a, p, y i rettilinei dei diedri dati, a', P', y' i loro sup- 
plementi, e aia p un angolo piatto. Si ha per ipotesi 

a+P+Y>P 
«■+P>P4Y 
P + p>Y + =c 

Dalla prima diseguaglìanza si ricava 

« + «' + S + P'+Y + T' >!> + «' + P' + T'i 
e siccome 

a + a'EP, 3 + 3' = P, Y + Y'=Pt 
si bs 

3p>p + a + e' + Y'; 



2p > a + S' + T' ■ ■ ■ • 
Dalla seconda diseguaglianza si ricava pure 

« + «' + J' + y' + p>«' + P' + P + y' + Ti 

2p + p' + Y'>2p + «', 



0) 



Analogamente dalle altre due si ricava 

Y' + «'>P', 
.• + P'>Y. 



8! 



Ma le disuguaglianze (1), (2), (3), (4) sono le condizioni n«cessarie 
e sufficienti, affinchè a', P', f' sieno le facce di un triedro ; dunque po- 
tremo, applicando la eostruzione del § precedente, costruire due triedri, 
ciascuno eguale all'opposto al vertice dell'altro, che abbiano le facce 
eguali ad a', §', '('• H supplementare di uno di essi sarà il triedro do- 
mandato. 

129. Abbiamo veduto come si possa costruire un triedro, del quale 
si conoscano tre elementi. In pratica peri) occorre più spesso di ricavare, 
per mezzo di costruzioni da ese- v 

guirsi in un piano, gli elementi 
incogniti di un tnedro dagli 
elementi cogniti. Eccone un e- 
sempio. 

Problema 5". — Date le tre / 

facce di un triedro, determinare I 
pf mezzo di costruziom pione, j 
' rettUinei dei suoi tre diedri. [ 

Su di un piano riportiamo ' 
tre angoli ATB, BVC, CVA" 
coneecutivi eguali alle tre facce 
del triedro, le quali supponiamo 

che soddisfino alle note condi- ^ 

àoni, disponendole in modo che l'angolo intermedio BVC sia non mi- 
nore di ciascuno degli altri due. Sulle semirette VA', VA" prendiamo 
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due segmenti VA' VA" eguali fra loro, e conduciamo per A' una 
retta A'H perpendicolare alla VB e per A" una retta A 'K perpen- 
dicolare alla VC; per il punto d'incontro D di queste perpendicolari 
conduciamo una retta DA, perpendicolare ad A'D, ossìa parallela a 
YB, ed una retta DA, perpendicolare alla À"D, ossia parallela alla 
VC. Preso come centro il punto H ai descriva con ragmo HA' un cir- 
colo, e sia A( uno dei punti d'incontro di esso colta DA,. Preso poi 
come centro il punto K si descriva con raggio EA" un altro circolo el 
sia A, uno dei punti d'incontro di esso colla DA,, Gli angoli DHAi,l 
DEA^ sono i rettilinei dei diedri, che hanno per costola VB e VC ri- 
spettivamente. Ciò apparisce evidente, se si riflette che la costruzione 
indicata non è altro che quella del § 127, quando in esso (flg. 105) si 
supponga di far ruotare i piani HDA, KDA attorno alle rette A'D, A"D, 
finche vengano a coincidere col piano a. 

Per determinare il rettilineo del terzo diedro, per i punti A', A" si 
conducano le rette A'B, A"C rispettivamente perpendicolari alle rette 
VA', VA", e si eostruisca un triangolo BCA, che abbia per lati i seg- 
menti BC, BA', CA". È facile dimostrare che l'angolo BA,C è il retti- 
lineo del diedro che ha per costola VA. 

Questa costruzione cade in difetto, se uno o ambedue gli angoli 
A'vB, A"VC sono retti. Lasciamo al lettore Io studio di questo caso. 

130. Problema, — Costruire un angoloide, che abbia i suoi elementi 
disposti in un certo ordine, e di cui si conoscano le facce e i diedri eccetto:\ 
1" due diedri e la faccia compresa; 1 

2° due facce e il diedro compreso; 
3^ tre diedri consecutivi: 
4" tre facce consecutive. \ 

La risoluzione dei primi tre problemi si riduce alla costruzione! 
successiva di angoli e diedri eguali rispettivamente ad angoli e diedri' 
dati. La risoluzione dell'ultimo si fa dipendere da quella del precedente 
per mezzo della considerazione dei triedri supplementari. 

Corollario. — È sempre possibile costruire un angoloide, avente U 
facce eguali fra loro, purché la loro somma sia minore di due angoli piatti\ 
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131. DeflniElonl. — 1'. La figura individuatfi da quattro punti, non situati in| 
un piano, • dai quattro triangoli, ciie hanno per Tortici i detti puDti, presi tre a| 
tre, diceai tetraidro. 



Per es. la fig. 107 rappresenta un tetraedro. 
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2*. I quattro punti dati A, B, C, D e Ì qunttro triangoli, che hanno per vertioi 
^nei punti, ai dicono rispetti vamente vrrtki e facce del tetraedro. I piani, le rette, 
I lati dalle facce ai dicono i piani, le rttte. gli spigoli (o costole) del tetraedro. 

3*. La anperficia formata dalle facce chiamasi tuper/ieie del tetraedro. 

4'. Un vertice e la faccia individuata dagli 
altri tre vertici si dicono opposti. Due apigoli, ' 

che non hanno un vertice comune, si dicono 
opposti. 

5*, Il segmento di perpendicolare, condut- 
ta d» an vertice sul piaao dalla faccia opposta, 
compreso fra questo punto e il piano, dicesi 
altezza. 

Da quanto abbiamo detto risulta 
che il tetraedro ha cguattro vertici, quat- 
tro facce, sei spigoli (o costole), e quattro 
altezze. In ogni vertice del tetrnedi-o 
concorrono tre spigoli. Un tetraedro si * 
nomina con le quattro lettere dei vertici. Fig. 107. 

Teorema. — La superficie di un tetraedro i una superficie completa. 

Infatti dal P, IV, 3° deriva che, se una superficie incompleta ha i 
suoi limiti sopra una superfìcie completa, essa suddivide in due quella 
delle parti dello spazio (separate dall'altra superfìcie) nella quale è con- 
tenuta. Dato dunque il tetraedro ABCD (fìg. 107), la superficie formata 
dai tre angoli BÀC, CAD, DÀB divide lo spazio in due parti, una delle 
quali è il triedro A.BCD; e il triangolo DBC, che ha i lati sulla su- 
perficie dei triedro convesso A.BCD, e che perciò (§ IH Cor. 2") è 
interno ad esso, divide questo triedro in due parti. Una di queste parti 
è limitata dalla superficie dal tetraedro. 

Deflolzlone 6*. — La parte di spazio, limitata dalla superficie di on tetraedro, 
diceai solido M tetraedro, a semplioemente tetraedro. 

132. Il piano individuato da tre punti B', C, D', presi sugli spigoli 

AB, AC, AD, concorrenti in un vertice di un tetraedro ABCD, divide 

A il tetraedro dato in due parti, delle quali una, 

A\ ossia A . B'C'D', è un nuovo tetraedro, e l'altra 

/ \\ è una figura limitata da cinque poligoni piani. 

/ -\'7\ Ripetendo questa costruzione più volte si vede 

t'/-.-^^ \l \ chiaramente la possibilità dell'esistenza di figure 

/ A*"' \ formate da più di tre poligoni situati in piani 

/ \ \ diversi, e in modo che ciascun lato sia comune 

,A V -\d a due di essi. 

^~"~~^^^ \ / Deflolzionl. — !■. Plioesi poliedro la figura deter- 

^^~~^ minata da più di tre poligoni situati in piani dìvarsi, e 

Fig. 108. '° modo che ciascun lato sia comune a due di essi. 

2*. I poligoni, che formano un poliedro, ai dicono 
fatte, « la superficie formata dalla facce dicesi superficie del poliedro. 

3*. Le rotte, i piani, i vertici, i lati delle facce si dicoDo le rette, i piani, i 
ttrtiei, gli spigoli (o costole) del poliedro. 

4*. Chiamausi diagonali i segmenti che hanno per estrami due vertici non si- 
tuiti sopra una medesima faoeia. 
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5*. Uo poliedro prende il nome di pentaedro, esaedro, eptatdro, ottaedro, en- 

naedro. decaedro, .... dodecaedro, icosaedro, secondo ch« ha 5, 6, 7, 3, 9, 

10, .... 12, .... 20 ... . facce. 

Per esempio, la fig. 109 rappre- 
senta un ottaedro. Un poliedro si no- 
mina per mezzo delle lettere che ne 
indicano Ì vertici. 

6*. Un poliedro bì dice convesso, se ha 
tutti i suoi vertici situati da una tnedeBÌiua 
parte di uno qualunque dei suoi piani; con- 
cavo nel caso contrario. Un poliedro si dica 
intrtcc'ato, ae è intracciata qualcuna de1l« 

È chiaro che un poliedro intree- 
(;iato è sempre ancbe concavo. 
Fig. 109. 

(33. Teorema. — La superficie di 
un poliedro convesso è una superficie completa. 

Si dimostra come l'analogo teorema sugU angoloidi. 

Risulta dal teorema precedente che ogni superficie poliedrica con- 
vessa limita una parte dello spazio, di guisa che ogni linea che con* 
giunga un punto interno ad essa con uno esterno, deve incontrare la 
superficie almeno in un punto. Pertanto si suol dire che una superficie 
poliedrica convessa è una superficie chiusa. 

DeflDisioui, — 1*. Ogni diedro eonveaso, il cui spigolo coincide con una delle 

reite del poliedro convesso, le cui facce contengono due facce cansecutive del po- 
liedro, ai chiairia un diedro interno, o semplicemente diedro de! poliedro. 

2*. Chiamasi solido di tm poliedro convesso o semplicemente poliedro convesìo 
quella delle due parti, in cui lu spazio è diviso dalla superficie, che è interna a tutti 
i diedri del poliedro. 

3*. Ogni angoloide, avente per vertice un vertice del poliedro convesso, e le 
cui facce contengono le facce del poliedro, che hanno il vertice in quel punto, si 
chiama un angoloide del poliedro. 

4*. Una parte della superficie di un poliedro convesso dicesi superficie poliedrica 
convessa aperta, e valgono per essa tuite le definizioni date per te superficie polie- 
driche chiuse. 

134. Teoremi. — 1°. Se una retta ha un punto interno ad un pò- | 
liedro non intrecciato, deve tagliarne la superficie almeno in due punti. \ 

2". Una retta non può incontrare la superficie di un poliedro convesso j 
in pili di due punti. i 

Si dimostrano questi teoremi come i teoremi analoghi relativi ai i 
poligoni (§ 80). I 

135. Definizione. — In un poliedro qualunque passiamo scomporre ogni faccia, | 
che non sia un triangolo, in vari triangoli per mez^o delle diagonali della faccia j 
stessa, passanti per un vertice. Pensando a ciò, si vede che un poliedro si può con- , 
siderare come una figura formata da tanti triangoli, disposti in modo che ogni lato i 
sia comune a due di essi, di guisa che col loro insieme formino una superficie con)- 1 
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pletH, patendo alcuni triangoli consecutivi essere in un piano. Chiameremo rete di 
triangoli un polìedio considerato sotto questo nuovo aspetta, e chiameremo anche in 
questo caso faece, apigoli, vrrlici, ì triangoli che lo formano e i lati e vertici di essi 
tri&ngoli. 

Teorema. — In una rete di triangoli il doppio del numero dei ver- 
tici supera di 4 il numero delle facce. 

Indichiamo con F, V i numeri delle facce e dei vertici di una rete 
di triangoli. Si vuol dimostrare che è 

2T-FH4.... (1) 

Infatti, se dalla rete di triangoli togliamo un vertice con le f facce 
triangolari che vi si riuniscono, e nel poligono (piano o gobbo) formato 
dalle basì di questi triangoli conducìumo da uno qualunque dei suoi 
vertici le ^ — 3 diagonali, otterremo una nuova rete di triangoli avente 
V — 1 vertici e P — 2 facce. La differenza fra i numeri 2 (V — 1) e F — 2 
essendo eguale a quella fra i numeri 2V ed F, possiamo dire che la 
differenza fra il doppio del numero dei vertici e il numero delle facce 
della data rete si mantiene costante per tutte le reti, che da essa si 
possono ricavare, applicandovi successivamente la costruzione prece- 
dente. Ora è chiaro che, applicando un numero sufficiente di volte que- 
sta costruzione, potremo giungere ad un tetraedro, nel quale, essendo 
V3FE4, si ha 2V — rE4. Perciò questa proprietà sussiste per una 
rete di triangoli qualunque. 

136. 'Leoremi i". — Se tutte le facce di un poliedro sono poligoni 
di m lati, il doppio del numero delle costole del poliedro è eguale a m volte 
iì numero delle facce. 

Infatti, ogni faccia contenendo m spìgoli, ed ognuno dì questi ap- 
partenendo a due facce, è evidente che, essendo F il numero delle facce 
e C quello degli spigoli del poliedro, si deve avere 

mP = 2C. 

2°. Se lutti gli angoloidi di un poliedro hanno n spigoli, il doppio 
dd numero delle costole del poliedro è eguale a n volte il numero dei 

vertici. 

Indicando con V il numero dei vertici e con G il numero delle co- 
stole del poliedro, si dimostra, come per il Teorema precedente che 

mF = 2C. 

Corollario. — In una rete di triangoli il doppio del numero delle 
costole è eguale al triplo del numero delle facce, ossia 2C^3F. 

137. Teorema {di Galero). — . In un poliedro qualunque il numero 
dei vertici, aumentato del numero delle facce, supera di due il numero degli 
ipigoli. 

Infatti, addizionando membro a membro le eguaglianze 
2V-F~4, 3F = 2C, 
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date dai due teoremi precedenti, sì ricava che per una rete di triangoli 
sussìste la relazione 

V + PeC + 2. 

D'altra parte è chiaro che, se due triangoli della rete si riuniscono 
insieme per formare una sola faccia, il numero dei vertici resta inva- 
riato mentre si diminuisce di uno tanto ìi numero delle facce quanto il 
numero degli spigoli, e q^uindi l'eguaglianza precedente continua a sus- 
sistere. Allora, potendosi considerare un poliedro qualunque come risul- 
tante da una rete di triangoli, alla quale sia stata applicata un sufficiente 
numero di volte la trasformazione suindicata, ne segue che anche per 
il dato poliedro resta verificata la eguaglianza soprascrìtta, e quindi il 
teorema è dimostrato. 

138, Teorema- — La somma degli angoli delle facce di un poliedro 
convesso è eguale a tante volte due angoli piatti quanti sono i vertici del 
poliedro meno due. 

Scomponiamo il poliedro in una rete di triangoli. Allora, indicando 
con F e V i numeri delle facce e dei vertici della rete, dal § 135 si 
ricava 

F-2(V-2). 

Ma la somma degli angoli interni dei poligoni del pohedro è eguale 
a tanti angoli piatti quanti sono i triangoli, in cui questi poligoni si 
decompongono, ossia F; dunque la somma degli angoli dei polìgoni de! 
poliedro è eguale a 2(V — 2) angoli piatti, ossia a tante volte due an- 
goli piatti quanti sono i vertici meno due. 



PIRAMIDE. 

139. Deflnieionl. — 1*. Il poliedro, che bn per facce nn dato poligono pisnoj 
e i trÌRngoli, aventi per vertice uno stesao punto preso fuori del piano del poltgoDvj 
e par base i Inti del medesimo, si chiama piramide. < 

3*. La faccia poligooale si chiama bant della piramide, le altre facce triaogo- 
lari ai chiamano facce latti-ali. La superficie, formata dalle facce laterali, si cbinnii| 
tuperficie lalrralr, e quella, formata dalla base e dalle facce laterali, si chiama sit\ 
perfiei» totale della piramide, 
y 8'. Gli spigoli, che concorrono nel vertice, si chiamali». 

apigoli laterali. 

Colle parole vertice della piramide, quando non 
si avverta esplicitamente il contrario, si suole indi- 
care il vertice non situato sulla base. 

4*. Si chiama attizza della piramide il segmento di pei' 
p pendicolare condotta dal vertice al piano della base, compresi 
fra il vertice e il piano stesso. 

È chiaro, che una piramide si può anche otte- 
nere, tagliando un angotoìde con un piano che ni 




incontri tutti gli spigoli. 
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^. L'aogoloide, che ha per vertice il vertice della piramide, e i cui spigali 
contengona gli spigoli laterali della piramide, presi nello steaso ordine, ai dice a«- 
fdloide della piramide. 

È evidente, che se una piramide è convessa, concava o inirecciato 
Rnche la sua base ed il suo angoloide sono ordinatamente convessi, con- 
mi intrecciati; e viceversa. 



6*. Una piramide si chiaoiB triangolare, quadrangolar* , pentagonali.. 

Hcvnda che In saa base ba 3, 4, 5 lati, ovvero il suo angoloide è di 

h (acce. 



Un tetraedro è una piramide triangolare, (Qualunque eia la faccia 
che si considera come base. 

T*. Un piano, che jocontrì tatti gli spigoli laterali di UDB piramide, la scom- 
Fon« in Dna piramide ed in un altro solido, che si chiama trofeo di piramide. 

Il poligODO base della piramide, e il poligono, ottenuto come intersezione del 
piiDo di seziona colla superficie laterale della piramide, si chiamano le batt del 
tTUQCQ di piramide. Le altre facce che sono quadrangoli, si chiamano faect lalerali, 
e U eupeiìcie formata da esse si chiama superficie laterale del tronco. 

Se il piano di sezione è parallelo alle basi, il tronco di piramide ottenuto si 
dice a basi parallele 

"' Se per il punto medio di uno spigolo laterale di una piramide (o di n 



trenco di piramide a basi 
due basi), gli altri spigoli 
dotta BL dice testone medi 



parallele) ai conduce un piano parallelo slU base {o alle 
laterali restano pure divisi per metà e la sezione pro- 



140, Teorema. — Due piramidi sono eguali, se hanno i loro ango- 
Mi e tre spìgoli laterali corrispondenti rispettivamente eguali. 

Le due piramidi V, T' (fig. 111) abbiano ,i loro angoloidì V\aBCDE, 
r'À'B'C'D'E', eguali; inoltre sia per es.VA= VA', VC=V'C', VDeV'D'. 
Portando l'angoloide VCÀ'B'C'D'E' sul suo eguale VABCBE, i punti 
A'.C',D', cadranno, per le ipotesi stabilite, rispettivamente nei punti 




A,C,D; perciò il piano A'C'D' coinciderà col piano ACD, e quindi le 
ilue piramidi coincideranno completamente. 
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141. Teorema. — Due piramidi sono eguali, se hanno tre facce, con- 
correnti in uno atesso vertice delta base, rispettivamente eguali e similmentt 



Supponiamo che nelle piramidi V e V (fig. Ili) sieno le facce AVB, 
AVE,ABCDE rispettivamente eguali aliefacceA'V'B',A'V'E',A'B'C'D'£ 
e disposte nello stesso modo. In conseguenza della identica disposizione 
delle facce eguali, i tre angoli VAB, VAE, BAE sono pure rispettiva- 
mente eguali agli angoli VA 'B'.V'A'E'.B'A'E' e similmente disposti; 
perciò i triedri aTvBE, AVV'B'E' (§ 123 Teor. 1°) sono epiali. Portando 
allora la faccia A'B'C'D'E' a coincidere colla sua eguale ABCDE, è chiaro 
che le facce V'A'B',V'A'E' vengono a coincidere colle facce eguali VAB, 
VAE, ed il vertice V viene sul vertice V; dunque le due piramidi i 
coincidono. j 

(42. Teorema. — Vn piano, parallelo a due spigoli oppotti di m\ 
tdraedro, taglia i piani di questo secondo le rette di un paraUelograimno. 

Sia a un piano parallelo ai due spigoli opposti AB,W" di un t«- 
.a_. trtfT'TT'- ra^ jjo). Una qualunque delle rimanenti rette, p. es. 
, VA, deve incontrare il piano a, poiché, se fosse ad, 
esso parallelo i due piani individuati dalle coppie dij 
rette V'A,VV" e VA, AB dovrebbero esser paralleli: 
ad a, il che è assurdo. Sieno dunque A',B',A",B"i punti' 
d' incontro del piano a colle rette VA,V'B,V"A,V"Bi 
dei tetraedro. Le rette A'B',A"B" son parallele aliai 
retta AB (§ 40 Teor.), e perciò parallele fra loro;, 
e similmente le rette A'A ', B'B" sono parallele alla 
VV", e perciò parallele fra loro. Dunque la figurai 
A'B' B"A" è un parallelogrammo. 

143. Teorema. — Se due piani, che sono parai: 

[.■ JI2 teli ai piani delle basi di due piramidi, aventi basi ed. 

altezze eguali, e che staccano sulle altezze segmenti 

eguali, tagliano le superfìci laterali delle medesime, le sezioni prodotte di 

essi sono poligoni eguali. 

Se due piramidi P', P" hanno basi ed altezze eguali , possiamo 
dieporie in modo che le loro basi giacciano in un medesimo piano % 
che i loro vertici V,V" sieno situati dalla stessa parte del piano della 
basi, e che un lato AB della base dell'una coincida col lato eguale del-; 
l'altra (fig. 112). E chiaro allora, che i due vertici V',V ", essendo eguali 
le due altezze dei tetraedri, giacciono sopra una retta parallela a! 
piano 3, e che i piani secanti, paralleli al piano delle basi, e che stac- 
cano sulle altezze segmenti eguali, coincidono in un piano <x, paralletil 
a P ed anche alla retta VV . 

Se allora consideriamo il tetraedro, che ha per vertici i vertici VjV 
delle due piramidi e gli estremi A, B dello spigolo considerato, si vedi 
che esso è tagliato dal piano a secondo un parallelogrammo A'B'B"A"i 
che ha i lati opposti A B', A"B" eguali. 

Ripetendo lo stesso ragionamento ner tutte le coppie di Iati e di 
diagonali (se ve ne sono) delle basi delle due piramidi, si vede che I 
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poligoni sezioni hanno tutti i lati e tutte le diagonali corrispondenti 
rispettivamente eguali, e perciò o sono triangoli eguali, o sono poligoni 
risultanti dalla riunione di più triangoli eguali disposti nello stesso modo, 
e quindi eguali. 



144. Definizioni. — 1*. Cbiamaai prisma illimitato la figur& formata da tre 
più rette parallele, prese in un dato ordine, tfili che tre coiieecutÌT« non siano io 
un piano, dalle strisce limitate dalle coppie di rette pnrallele succesaive, e dalla 
striscia limitata dalla prima e dall'ultima retta. 

2*. Le rette dioonsi spigoli e le strisce, che hanno per lati due spigoli conse- 
cutivi, ai dicono facce del prisma. Un prisma illimitato ai dice triangolare, qua- 
dtangolare, pentagonale .... secondo che ha 3, 4, 5 . . , apigoli. 

3*. Un prisma dicesi convesso o concavo, ascondo che tutti i suoi apigoli si 
trovano, oppur no, da una atesaa parte del plano di ciascuna sua fflccia ; e dicesi 
ìtUrecciaio quando almeno due facce non consecutive ai tagliano. 

4*. Un piano, non parallelo agli spigali, taglia il prisma aecondo 
la poligono, elle ai dice una sezione normale od obliqua del prisma, 
secondo che il piano stesso è perpendicolare od obliquo agli apigoli. 

Corollario. — Una sezione qualungue normale od obliqua 
rfi un prisma illimitato è un poligono concavo, convesso o in- 
treccialo, secondo che il prisma è concavo, convesso o ititrec- 
ciata; e viceversa. 

145. Teorema. — Due sezioni parallele di un prisma 
«NO poligoni eguali, 

Sieno ABCDE, A'B'C'D'E' (fig. 113) due sezioni pa- 
rallele di un prisma. 

I lati corrispondenti di questi poligoni sono paralleli, Fig. 118. 
come intersezioni di piani paralleli con un terzo, ed eguali 
come segmenti paralleli compresi fra rette parallele. Inoltre gli angoli 
corrispondenti dei poligoni stessi sono eguali, per- 
chè hanno i lati diretti nello stesso senso; dunque 
i due poligoni sono eguali. 

Corollario. — Le sezioni normali di un pri- 
sma sono eguali fra loro. 

146. Definizione 1*.— Lapartedi prisma illimitato, 
compresa fra due sezioni parallele, è un poliedro che di- 
cesi prisma finito, o semplicemente prv>ma. Le due sezioni 
sì dicono basi del prisma e le altre sne facce, che sono 
parallelogrammi, dìconai face* laterali. 

Corollario- — Le basi di un prisma sono eguali. 

Definizioni. — 2*. Un piiama si dice retto od obliquo, 
Q secondo che gii spigoli laterali sono perpendicolari od 
obliqui ai le basi. 

3^. Dicesi altezza di un prisma il segmento perpen- 
dicolare ai piani delle due basi e compreso fra i piani 
Fig. 114. medesimi. 
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srniEita dalle facce laterali di un prisma, ai dice auperfif 
itre par auper/icìe totale s'intende quella formata da tutt« l« 



— Due prismi sono eguali, se hanno tre facce, coneoi- 
ice, rispettivamente eguali e similmente disposte. 

naloga a quella del Teorema del § 141, 

'ueprismi retti sono eguali, se hanno eguali le òasi e 

— 1 semipiani, uscenti dalle rette ddla base di un 
interni ai diedri, che hanno per spigoli le stesse retti, 
unto. 

nte da un lato della base dì un prisma triangolare, 
faccia laterale passante per quel Iato, incontra 
:ta dello spigolo opposto, poiché non è ad esso pa- 
comune è situato nel semipiano interno al dieoi» 

er spigolo quel Iato, poiché il suo prolungamento 
lo opposto sono da parti opposte rispetto al piano 
che. contiene quel lato. In simii guisa si vede che 
e da un altro lato della base, e interno al diedro 
ler spigolo quel lato, incontra la retta comune al; 
isiderato e alla terza faccia; e che finalmente la 
lemipiani considerati incontra un semipiano, uscente 
dal terzo lato della base, e interno al diedro che 
^ ha per spigolo quel lato. 

Corollario. — / semipiarti, uscenti dalle tre 
rette di un triangolo, situati da una medesima parte 
rispetto al piano del triangolo, e formanti diedri 
acuti col semipiano che contiene il triangolo, s'in- 
contrano in un punto. 

149, Definizioni. — 1*. La parte di prisma illimitato, 
compreeft fra due piani non paralleli agli spigoli e non 
paralleli fra loro, la cui ìnterseziune non incontri la su- 
perficie del pi'isma, è un poliedro, che diceai tronco di prisma. 

2*. I due poligoni eesioni si dicono le baei del troaco, 
e le Immanenti facce, ohe sono trapezi, bì dicono faceti 
laterali. 1 

3*. La superfìcie, formata dalle facce laterali di un 
tronco di prisma, ai dice miperficie laterale; quella formata! 
da tutte le facce si dice superficie totale dbl tronco. . 

imostrato (§ 147) che due prismi sono eguali, se 
icorrenti in un vertice, rispettivamente eguali e 

modo; d'altra parte sappiamo che due parallelo- 
se hanno rispettivamente eguali due lati consecu- 
'eso; quindi si ricava che due prismi sono anche 

triedro, la base e gli spigoli laterali rìspettiva- 
iò evidente che si possono costruire infiniti prismi, 
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aventi soltanto un triedro e la base rispettivamente eguali ad un triedro 
e ad un poligono dati, prendendo gli «pigoli laterali eguali a un segmento 
arbitrano. 

Tutti questi infiniti prismi si dice che costituiscono ana serie di 
prisìni. Variando poi il poligono base, o il triedro, comune a tutti i prismi 
di una serie, è facile vedere come si possano ottenere infinite altre serie 
di prismi. 

È chiaro inoltre che un prisma di una serie è individuato, quando 
è dato il segmento, a cui devono essere eguali gli spigoli laterali, e 
viceversa; di guisa che possiamo dire che fra i prismi e i segmenti 
suddetti esiste una corrispondenza univoca. 

DeflolzlODe 1*. — Due prismi ài udb serie di àicoDo adiaeenli, quando hanno 
una base eguale in comune, gli spìgoli laterali Bulla medesime rette, e sono Bitnati 

di parti opposte del piano della base comune. 

È chiaro che, se portiamo due prismi della stessa serie l'uno adia- 
cente all'altro, e sopprimiamo la base comune, si ottiene un nuovo prisma, 
il quale appartiene alla serie dei primi due. Possiamo dunque enunciare 

la seguente 

Definizione 2*. — Dati due n più prismi di una serie, se si porta il secondo 
adiacente al primo, il terzo adiacente al secondo, ma non dalla stessa parte del 
piiiDii. e così di seguito, il prisma, che risulta dall'insieme di tutti i prismi dati, 
appartiene ancora alla stessa serie, e si dice la loro somma. 

Da quanto si e detto risulta, che le serie di prismi costituiscono 

ioSnite classi di grandezze, per le quali sussistono tutte le proprietà, 
che si sono dimostrate per le altre serie di grandezze finora studiate. 
Ammetteremo dunque, senz'altro, come dimostrate anche per le serie 
dì prismi le proprietà commutativa e associativa della somma, e le con- 
seguenze che ne derivano. Inoltre intenderemo estese anche a queste 
nuove serie di grandezze le definizioni di diiferenza, maggiore, minore, 
multiplo, summultiplo, ecc. ed i teoremi del § 20. 

151. Teorema. — 1". Un prisma di uva serie è maggiore, eguale, o 
ixinore di un altro prisma della stessa serie, secondo che il segmento corri- 
spondente al primo è maggiore, eguale, o minore del segmento corrispon- 
dmte al secondo. 

2°. Se un prisma di una serie è somma di pitt altri prismi della stessa 
urie, anche il segmento corrispondente ad esso i somma dei segmenti 
forri^ondenti alle parti della somma. 

E viceversa. 

Si imiti la dimostrazione dei Teoremi del § 33. 

Corollari. — 1°. Se un prisma di una serie è multiplo (o summultiplo) 

di un altro, il segmento corrispondente al primo è equimultiplo (o eguisum- 
nlliplo) del segmento corrispondente al secondo; e viceversa. 

è'. Se un prisma di una data serie è differenza di due altri, anche 
■' segmento corrispondente ad esso è differenza dei segmenti corrispondenti 
' "9^1 altri due; e viceversa. 
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PAKALLELEPIPBDO. 



152. Definizioni. — 1-. Ghia 
dne parallelogramnii. 

2*. la a a prisma quadrangola! 
non aventi rertioi oomuDÌ, ai di coi 
determinati da facoe oppaate, ai eh 



lasi paraiUlepipedo un priama, che ha per I 

I, e quindi anche in un parallelepìpedo, due facce 
I oppoHe; e gli apigoli, i diedri, ì vertici, i triedri 
imano opposti. 



In un parallelepipedo è chiaro che esistono sei facce, otto vertici 
dodici spigoli, quattro diagonali, ciascuna delle quali termina a due ver- 
tici opposti. 



3*. Un parallelepipedo retto, ohe ha per baee v 
Idepipedo rettangolo parallalepipedo ortogonale. 



rettangolo, ai chiama paral- 




Nel parallelepipedo retto le facce laterali sono rettangoli, nel pa- 
rallelepipedo rettangolo tutte le sei facce sono rettangoli. 

163. Teorema. — In un parallelepipedo. 
1" le facce opposte sono eguali e parallele; 
2° i diedri opposti sono eguali; 

3" ogni triedro è eguale all'opposto al vertice del triedro opposto; 
4° le quattro diagonali passano per uno stesso punto, che le dividi 
per metà. 

1". Nel parallelepipedo ABCDA'B'C'D' (fig. 116) le basi ABOD, 
À'B'C'D' sono per dennizione eguali e situate in piani paralleli. I seg- 
menti ÀÀ', DD' sono egutili e paralleli; i seg- 
menti AB, DC sono pure eguali e paralleli; per- 
:^Q! ciò gli angoli A' AB, D'DC sono eguali e situati 
in piani paralleli, e i parallelogrammi ABB'A', 
DCC'D' sono eguali. 

Similmente le facce ADD'A', BCC'B' sono 
eguali, e i loro piani sono paralleli. 

2". Due diedri opposti, per es. AB, D'C', 
hanno le facce dirette m senso opposto, e perciò 
sono eguali (§ 50 Teor.) 

3", Due triedri opposti, per es. A, C', hanno, 
per quello che abbiamo già detto avanti, le 
tacce e i diedri eguali, ma disposti in modo di- 
verso; perciò l'uno è eguale all'opposto al ver- 
tice dell'altro. 

4". Due diagonali qualunque, per es, AC, A'C, giacciono nel piano; 
di due spigoli opposti A A', CC, e sono le diagonali del parallelogrammo 
AA'C'C; perciò esse s'incontrano in un punto 0, ed in esso si dividono 
per metà (§ 103 Teor.) Similmente considerando una delle diagonali; 
precedenti, per es. AC, ed una delle rimanenti BD', si vede che esse' 
sono le diagonali del parallelogrammo ABCD', e perciò s'incontrano 
nel loro punto di mezzo, che è precisamente il punto 0. 



Fìg. 116. 



.y Google 



PAKALIELEPIPEDO. 103 

Nello stesso modo ei dimostra che la quarta diagonale B'D passa 
per il punto 0, il quale la divide per metà. 

Corollari. — 1°. Un parallelepipedo si può considerare in tre modi 
come un pristna, prendendo per basi due facce opposte qu(dunque, ed ha 
perciò tre altezze. 

2°. Le dodici costole si dividono in tre gruppi, dì quattro ciascuno, le 
quali sono fra loro eguali e parallele. 

3°. Se un piano incontra quattro spigoli paralleli di un parallelepipedo, 
la sezione da esso prodotta è un partmàogrammo. 

154. Teorema. — Un prisma quadrangolare convesso è un paralle- 
lepipedo, 

1" se ciascuna faccia laterale è eguale all'opposta; 

2" se ciascuna faccia laterale è parallela ali opposta; 

3° se due facce opposte sono eguali e parallele; 

4' se due triedri, aventi per vertici due vertici consecutivi di una base, 
sono eguali agli opposti al vertice dei loro opposti; 

5" se due diagonali, che terminano a due vertiet consecutivi di una base, 
si dividono per metà. 

1". Sia ABCD ArB'C'D' (fig. 116} un prisma quadrangolare, nel quale 
ogni faccia è eguale alla sua opposta. Dall'eguaglianza delle ntcce 
AD DA', BC C'B' deriva che i segmenti AD, BC sono eguali, e dall'egua- 
glianza delle facce AB B'A', CD D'C deriva che i segmenti AB, CD sono 
pure eguali. Perciò il Quadrilatero ABCD, avendo ogni lato eguale al 
sQo opposto, è un parallelogrammo, e quindi il dato prisma è un pa- 
rallelepipedo. 

2". Sia ABCD A'B'G'D' un prisma quadrangolare, nel quale ogni 
faccia è parallela all'opposta. Le rette AB, CD e le rette AD, BC sono 
parallele, come intersezioni di due piani paralleli con un terzo, e perciò 
il quadrilatero ABCD è un parallelogrammo, ed il dato prisma è un 
parallelepìpedo. 

3". Nei prisma quadrangolare ABCD A'B'C'D' sìa la faccia AA'B'B 
eguale e parallela alla faccia DD'C'C; ne segue che lo spigolo AB è 
eguale e parallelo a DC, quindi il quadrilatero ABCD è un parallelo- 
grammo, ed il dato prisma è un parallelepipedo. ^^,-, 

4°. Nei prisma quadrangolare ABCD A B'C'D' siano i triedri A, B 
eguali agli opposti al vertice dei loro opposti C, D'; allora dovrà es- 
sere A'^'C E A^C, e quindi anche ADC E ABC, perchè A'D^C'E A^C. 
Analogamente si dimostra che BAI) E BCD ; e perciò il quadrilatero 
ABCD, avendo ogni angolo eguale al suo opposto, è un parallelogrammo, 
e il dato prisma è un parallelepipedo. 

5". Nel prisma quadrangolare ABCD A'B'C'D' sia il punto medio 
delle due diagonali AC, BD'. Il quadrangolo ABCD' è un parallelo- 
grammo, perchè le diagonali si dividono scambievolmente per metà; 
<iuindi lo spigolo AB è parallelo ed eguale a D'C. Ma lo spigido D'C 
è pure eguale e parallelo allo spigolo DC, dunque AB è eguale e pa- 
rallelo a DC, vale a dire il quadrangolo è un parallelogrammo, e il prisma 
dato è nn parallelepipedo. 
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155. Teorema. — Esiste un parallelepipedo, avente ■■ 
spigoli corrispondenti ordinatamente eguali a un triedro i 
dati, e disposti in un dato modo. 



n triedro e gli 
a tre segmenti 



Sugli spigoli del dato triedro prendiamo, a partire dal vertice tre 
segmenti eguali ai segmenti dati, e dai loro estremi coadueiamo dei piani 
paralleli alle facce opposte. Il parallelepipedo risultante è il richiesto, 
ed è chiaro che tutti i parallelepipedi che si possono costruire con gli 
stessi elementi dati, disposti nello stesso modo, sono tutti eeuah ira 
loro (§ 147 Teor.) 

Osserrazlone. — Potendosi ad arbitrio scegliere il triedro e i seg- 
menti che individuano il parallelepipedo -possono darsi i seguenti casi 
particolari: 

1°. Il triedro è birettangolo. Allora il parallelepipedo è retto. 

2°. Il triedro è trirettangolo. Allora il parallelepipedo è rettangolo. 

3°. I segn^enti sono eguali. Allora sono eguali tutti i dodici spigoli 
del parallelepipedo, e le sue facce sono rombi. 

4". I tre segmenti sono eguali ed il triedro equiedro. Allora le facce 
del parallelepipedo sono rombi eguali. 

5". I tre segmenti sono eguali ed il triedro trirettangolo. Allora le 
facce del parallelepipedo sono quadrati eguali. 

Ud parallelepipedo, avente tutti gli spigoli egnalì, dicesi 



DeflnlzioDi. 

equitpigoìo. 

2*. Un parallelepipedo, che ba per facce 
3*. Un parallelepipedo, che ha per facce 



ij rombi eguali, dicesi romboedro. 
lì quadrati, dicesì cube. 



156. Teorema. — In un parallelepipedo retto le coppie di diagonali, 
che terminano a due vertici opposti di una base, sono eguali; e viceversa, 
se le coppie di diagonali di un parallelepipedo, che terminano a due vertici 
opposti di una base, sono eguali, il parallelepipedo è retto. 

l". Sia ABCDA'B'C'D' un parallelepipedo 
retto (fig. 117), La figura AA'C'C è evidentemente 
un rettangolo, e perciò le sue diagonali A'C, AC 
sono eguali (S 107 Teor.) Parimenti sono eguali 
1 segmenti B D, BD' come diagonali del rettan- 
golo BB'D'D. 

2°. Supponiamo ora di sapere che nel paral- 
lelepipedo ABCDA'B'C'D' le diagonali AC' A'C, 
sieno eguali, e sieno pure eguali le diagonali BD', 
BD I due parallelogrammi AA'C'C, BB'D'D, 
avendo le diagonali eguali (§ 107 Teor.), sono ret- 
J tangoli; e perciò la retta AA' è perpendicolare ad 
"„ „, •• AC e BB' perpendicolare a BD. Siccome gli spi- 

*^^ "^ «oli AA'.BB' sono paralleli, ne segue che AA'.feB' 

sono perpendicolari ambedue alle rette AC, BD, e quindi al loro piano. 

Corollario. — La condizione necessaria e suf^ciente, affinchè un pa- 
rallelepipedo sia rettangolo, è che le sue quattro diagonali Steno eguali. 
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CAPITOLO IV 



157. Definizioni. — 1 

sopra un piano, il puntu d'ii 






Si chiama proiezione dì un punto topra una reità o 
intro deUft perpendicolare {retta proiettante) condotta 
n. o al pinnu, colla retta o col piano medesimo, 
li una figura sopra un piano il luogo delle proiezioni 



Corollari. — 1". La proiezione sopra un piano di una retta, non per- 
pendicolare ad esso, è V intersezione del piano dato col piano ad esso perpen- 
dicolare (piano proiettante), condotto per la retta data. 

2°. La proiezione sopra un piano di una retta petpendicolare ad esso 
i un punto- 

3'. La proiezione di un segmento sopra una retta, o sopra un piano, 
è il segmento limitato dalle proiezioni de' suoi estremi. 

Teorema. — Se due segmenti sono paralleli, la proiezione di uno di 
mi sopra una retta o sopra un piano é maggiore, eguale, o minore della 
proiezione dell'altro sopra la medesima retta, o sopra il medesimo piano, 
secondo che U primo segmento è maggiore, eguale o minore dell'altro; e 
ticetersa. 

1". Sieno AB, CE (fig. 118) due segmenti dati eguali e paralleli fra 
loro, A'B', CE' le loro proiezioni sopra una medesima retta a (o sopra 
un piano a). Condotte le rette AM, CH 
parallele alla retta a (o al piano a), si 
considerino i duo triangoli rettangoli 
ABM, CEH, i quali sono eguali, perchè 
hanno !e ipotenuse eguali per ipotesi e 
gli angoli acuti BAM, ECH eguali, es- 
sendo i loro lati diretti nello stesso senso; 
ne deriva che il lato AM è eguale al lato _ 
CH, e quindi A'B' E CE'. 

2". Se AB, CD sono due segmenti Fig. 118, 

disuguali, uno di essi, per es. CD, dovrà 

essere maggiore dell'altro, ed allora, preao CE eguale ad AB, si di- 
mostra come precedentemente che la proiezione A'B' è eguale alla 
proiezione CE . Inoltre essendo E un punto intemo al segmento CD, 
anche E' è interno al segmento CD', di guisa che è CD' > CE', e quindi 
anche CD' > A'B'. 

Siccome tutte le ipotesi possibili relative ai due segmenti dati ci 
conducono a tesi, che si escludono a vicenda, cosi anche i teoremi in- 




158. Teorema. — Fra i segmmti, che partono da un punto e termi- 
nano ad una retta (o ad un piano). 
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1" il segmento perpendicolare è il minimo; 

2° due segmenti obliqui sono eguali, se hanno sulla retta (o sid piano) 
proiezioni eguali; 

3" di due segmenti obliqui, che hanno proiezioni disuguali sulla retta 
(o sul pianoj, è maggiore quello che ha proiezione maggiore. 

E v' 



1". Sia OA il aegmento perpendicolare condotto da alla retta AB 
(o al piano ce), e OB un segmento obliquo qualunque (fig. 119 e 120). Nel 
triangolo OAB l'angolo retto 
OÀB è maggiore dell'angolo 
OBÀ, e perciò il lato OB, 





Fig. 1 



Fig. 120. 



opposto all'angolo OAB, è maggiore del lato OA opposto all'angolo OBA. 

2". Siano OB, 00 due segmenti, le cui proiezioni AB, AC sono eguali. 
I due triangoli OAB, OAC, rettangoli in A, hanno il cateto OA comune, 
e i cateti AB, AC eguali per ipotesi; perciò sono eguali ed hanno OB F.OC. 

3**. Siano OC, OD due segmenti obliqui, tali che la proiezione AC 
del primo sìa minore della proiezione AD del secondo. Si porti su AD 
un segmento AB E AC, e ai tracci il segmento OB. Poiché il punto B 
è interno al segmento AD, la retta OB è intema all'angolo AOD, e nel 
triangolo ODB l'angolo OBD è ottuso, perchè esterno al triangolo ret- 
tangolo OAB: perciò il lato OD è maggiore di OB. Ma OB. OC sono 
eguali, perchè hanno proiezioni eguali, dunque sarà pure OD>OC. 

I teoremi inversi sono veri per la seconda legge delle inverse. (Pre- 
liminari, g 4). 

Corollari. — 1°. Da un punto non si possono condurre più di due 
segmenti eguali, che terminino ad una retta. 

2". Da un punto si possono condurre infiniti segmenti eguali che ter- 
minino ad un piano; il luogo dei loro estremi è una circonferenza, il cui 
centro i la proiezione del punto sul piano. 

3°. Fra tutti i segmenti, che terminano a due rette parallele, o ad 
una retta e ad un piano ad essa parallelo, o a due piani paralleli, quelli 
ad essi perpendicolari sono eguali fra loro e sono minori dì tutti gli altri. 

4". Fra tutti i segmenti, che terminano a due rette sghembe, quello per- 
pendicolare ad esse è minore di tutti gli altri. 

Infatti dimostrammo (§ 67 Teor.) che è possibile condurre a due 
rette sghembe a, b una sola perpendicolare comune, e che le incontri 
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entrambe. Questa retta risulta perpendicolare anche ai piani a,e% con- 
dotti l'uno per a parallelo a b, e l'altro per b parallelo ad a (fig. 48). Il 
segmento di questa perpendicolare, che termina alle due rette sghembe, 
per il corollario precedente, è minore di qualsiasi altro segmento com- 
preso fra i due piani ed obliquo ad essi; perciò esso è il minore dei 
segmenti, che hanno gli estremi sopra le due rette sghembe date. 

Definizioni. — I*. Sì chiama distanza di un punto da una retta, o da un 
fiano, la distanza del punto dalla sua proiaztone sulla retta, o ani piano. 

2*. Si chiama distanza di due retu paralltU la distanza di un punto qualsiasi 

I di esse dall'altra. 

*. Si chiama distama di una ritta da un piano ad eua parallelo la diatanza 

puato qualsiasi della retta dal piana. 

*. Si chiama distanza di due piani paralleli la distanza di do punto qualsiasi 

> di essi dall'altro. 

b'. Si chiama disianza di dut rette sghembe il segmeoto, ad esse perpendico- 
Ura, che ha i suoi estremi sulle medesime. 

159. Teorema. ~ Di tutti gli angoli che una semiretta, uscente da un 
puMio di un piano, fa colle semirette del piano, uscenti dal medesimo punto, 
il minimo è quello che essa fa con la sua proiezione. 

Sia AB (fig, 121) una retta obliqua al piano a, e che lo incontri nel 
punto À; sia BC la retta proiettante un 
ano punto B, e quindi sia AC la proiezione 
della semiretta AB sul piano a. Condotta 
nel piano ce un'altra retta AH, si prenda 
AH -AC, e si unisca B con H. Il seg- 
mento BQ, obliquo al piano a, è maggiore 
del segmento perpendicolare BC; e quindi 
nei due triangoli BÀC, BAH, aventi il 
lato AB comune, i lati AC, AH eguali per 
costruzione, e il lato BC < BH, rasa (g 90 
Cor. 1") BAC < BAH. Cosi l'angolo tìÌG 
è il minimo angolo formato da AB con tutte le rette del piano a. 

Definizione. — Dicesi angolo, o inclinazione di una retta con tm piano, non 
parallelo ad essa, l'angolo formato da ciascuna delle semirette in cni essa è ta- 
gliata dal piano, con la propria proiezione sul piano medesimo. 

160. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti di un piano, equi- 
distanti da due punti del piano stesso, è la retta per- 
pendicolare al segmento che congiunge quei due punti, 
condotta per il punto medio di esso nel piano dato. 

1°. Sia a (fig. 122) la retta del piano a, perpen- 
dicolare al segmento AB nel suo punto meaio C. I 
B due segmenti P,A,P,B, che uniscono un punto qua- 
lunque P, della retta a coi punti A. B, sono eguali, 
perchè le loro proiezioni CA,CB sono eguali. 

2". Inversamente, se le distanze P,A,PiB di un 
punto Pi da A e da B sono eguali, le loro proiezioni 
sulla retta AB devono essere eguali, e perciò il punto 
P, deve trovarsi sulla perpendicolare ad AB nel suo 
punto medio, vale a dire sulla a. 




Fig. 121. 
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Corollari. — i". Le perpendicolari ai lati di un triangolo, condotte 
nel piano del medesimo per t loro punti medi, passano per uno slesso punio, 
che è il solo punto del piano equidistante dai 
vertici. 

Le perpendicolari ai due Iati BC, AC nei 
loro punti medi D, E devono incontrarsi (§ 70) 
in un punto G, il quale, appartenendo a cia- 
scuna ai esse, sarà, pel teorema precedente, 
il solo punto del piano equidistante dai tre 
' vertici A,B, C. Lo stesso punto Q appartiene 
poi anche alla perpendicolare ad AB nel suo 
Fig. 123. punto medio F, perchè è equidistante dai pun- 

ti A e B; e quindi le tre perpendicolari sud- 
dette si tagliano nel punto G egualmente distante dai vertici. 

2°. Le tre altezze di un triangolo passano per uno stesso punto. 

Sia ABC il triangolo dato, e sieno B'C, C'A', A'B' le parallele con- 
dotte dai vertici ai lati opposti. Queste rette dovranno incontrarsi due 

a due e quindi formare un triangolo c^ a i 

A'B'C'.I segmenti paralleli BC, AB' sono \ /Ss 

eguali, perchè compresi fra rette pa- \ /"^tl 

rallele, e per la stessa ragione sono ^ '' ' 

eguali i due segmenti BC, C'A; perciò 

il punto A è il punto medio de) lato B'C. " "•■,. / ' 

Analogamente si dimostra che B e C \ / 

sono rispettivamente i punti medi dei "^v / 

Iati C'A*^, A'B'. Ora le altezze di ABC, '■./ 

essendo perpendicolari ai lati del trian- -. -g. 

gelo A'B'C nei loro punti medi, devono 

per il corollario precedente passare necessariamente per uno stesso 

punto. 

Definizione. — Il punto d'jnoontro delle tre altezze di nn triangolo si chiana 
ortocentro del triangolo. 

IBI. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti equidistanti da due 
punti dati è il piano perpendicolare al segmento che congiunge quei due 
punti, condotto per il suo punto di mezzo. 

Infatti, dal teorema precedente risulta cbe la condizione necessaria 
e sufficiente, affinchè un punto sia equidistante da due punti A, B, è 
che si trovi sopra una delle infinite perpendicolari al segmento che li 
congiunge, condotte per il suo punto medio C. Siccome il luogo di queste 
perpendicolari è il piano perpendicolare al segmento AB nel punto C 
(§ dO Teor,), cos\ tutti e soli i punti di un tal piano godono della pro- 
prietà di essere equidistanti da A e da B. 

Corollari. — P. I piani perpendicolari ai lati di un triangolo nei 
loro punti medi passano per una retta, luogo geometrico dei punti equidv- 
stanti dai vertitn del triangolo. 

Si imiti la dimostrazione del corollario 1° del g precedente. 
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2°. / piani perpendicolari agli spigoli di un tetraedro nei loro punti 
medi passano per uno stesso punto, che è il solo punto dello spazio equi- 
distante dai vertici. 

Sia ABCD il tetraedro dato (fig. 125). I piani perpendicolari agli spi- 
goli AB, AC, AD nei loro punti di mezzo non possono essere paralleli, poicnè, 
se Io fossero, Je tre rette AB, AC, AD, coincide- 
rebbero; né possono essere paralleli ad una 
stessa ratta, perchè, se ciò avvenisse, questa 
retta dovrebbe essere perpendicolare ai piani 
ABC, ACD, ADB (§ 65 Cor.}; perciò i tre piani 
suddetti hanno un solo punto comune 0, il quale, 
trovandosi su di essi, è l'unico punto dello spa- 
zio equidistante da A e da B, da A e da C, 
da A e da D, ossia è equidistante dai quattro 
vertici del tetraedro dato. Essendo il punto 
equidistante anche da B e da C, da C e da D, 
da D e da B, per esso devono passare anche 
i piani perpendicolari agli spigoli BC, CD, DB, 
condotti per i loro punti di mezzo. Fig. 125. 

162. Teorema. — Il luogo dei punti di un piano, equidistanti da due 
ritte del piano stesso, che s' incontrano, è la coppia delle bisettrici dei quattro 
angoli formati dalle due rette. 

1'. Sia P (fig. 126) un punto situato sopra una delle bisettrici degli an- 
goli formati dalle rette a, b, e PH, PK le perpendicolari condotte da esso 
alle rette a, b. I due triangoli OPH, OPK ret- 
tangoli, poiché gli angoli H, K sono retti per 
costruzione, hanno l'ipotenusa OP comune e 
gli angoli POH, POk eguati per ipotesi, e 
perciò sono eguali. Ne segue che è PH — PK, 
ossia il punto P è egualmente distante dalle 
rette a, b. 

2<*. Inversamente, sia P' un punto del 
piano, nel quale giacciono le rette a, b, equi- 
distante da esse, tale cioè che i segmenti P'H', 
P'K' perpendicolari a queste rette sieno e- 
guaii. Unendo P' con 0, si hanno i due trian- 
goli OPH', OP'K' rettangoli, perchè gli an- 
goli H', K' sono retti, e che hanno l'ipote- 
, nusa OP' comune ed i cateti PH', P'K' eguali, 

pj j2g Essi sono dunque eguali, e perciò gli angoli 

P'5H', P'ÓK' sono eguali, cioè P' è un punto 
di una delle bisettrici degli angoli formati dalle due rette a,b. 

Corollario. — Le bisettrici degli angoli interni ed estemi di un trian- 
golo si incontrano tre a tre in quattro punti, che sono i soli punti del piano 
tqaidistanti dalle rette del triangolo. 

Sieno A0„ BO, (fig. 127) le bisettrici di due angoli interni de! trian- 
golo ABC. Essendo la somma di due angoli dì un triangolo minore di un 
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angolo piatto, a più forte ragione sarà 0, AB + 0,BA minore di un angolo 
piatto, e quindi le due bisettrici bì taglieranno in un punto 0, il quale, 
appartenendo a ciascuna di esse, sarà per il teorema precedente equi- 
distante dalle tre rette del triangolo. Lo 
stesso punto appartiene poi anche alla 
bisettrice del rimanente angolo BCA, per- 
chè è equidistante dai lati AC, BC ed in- 
terno a questo angolo; da ciò si conclude 
che le tre bisettrici degli angoli interni 
si tagliano in un punto 0, egualmente 
"~^- distante dalie tre rette del triangolo. 

Analogamente le bisettrici di due an- 
goli estemi per es. BOnCO, si devono in- 
contrare in un punto 0, interno ai due 
angoli HBO, £GB, ossia interno all'angolo 
BAC, ma esterno ai triangolo, perchè la 
Pig. 127. somma degli angoli CBOuBCÒ, è minore 

di un angolo piatto. Questo punto 0, tro- 
vandosi sulle due bisettrici suddette, è equidistante dalle tre rette 
del triangolo, e siccome è interno all'angolo BAC deve trovarsi sulla 
bisettrice di quest'angolo. 

In siinìl guisa si dimostra, che esìstono altri due punti O^.O. equi- 
distanti dalle rette del triangolo, per ciascuno dei quali passano le bi- 
settrici di due angoli esterni e di un angolo interno del triangolo. 

Ogni altro punto del piano per essere equidistante dalle tre rette del 
triangolo si deve trovare su due delle bisettrici degli angoli interni od 
esterni, e perciò deve coincidere con uno dei quattro punti 0,0,, O„0,. 

163. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti equidistanti da due 
piani, che si tagliano, è la coppia dei piani bisettori dei quattro diedri 
formati dai due piani. 

Sieno a, f (fig, 128) due piani che si tagliano secondo una retta 00', 
e Y, 8 i piani bisettori dei loro diedri. 

1". Sìa P un punto qualunque di uno di questi piani bisettori, per 
es. di 8, e PH, PK le perpendicolari condotte da esso ai piani x, 0. H 

Siano individuato dalle rette PH, PK è perpen- 
icolare (§ 64 Teor.) ai piani a, ^, e perciò an- 
che (§ 65 Cor.) alla loro intersezione 00'. Se 
dunque OH, OK, OP sono le rette d' intersezione 
di un tale piano coi piani a, p, S, gli angoli 
HOP, POK sono le sezioni normali dei diedri 
uguali HOO'P, POO'K, ejperciò sono eguali. Al- ? 
lora i due triangoli OPH, OPK sono rettangoli, ^ 
poiché gli angoli H, K sono retti, hanno l'ipo- 
tenusa OP comune, e i due angoli HOP, POK 
eguali; essi sono dunque eguali, ed è PHEPK, 
cioè P è equidistante dai piani a, 3. Fig. 128. 

2". Inversamente, se P è un punto equidistante 
dai piani a, ^ esso deve essere sopra uno dei piani bisettori dei loro diedri. 
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Infatti, condotto il piano OO'P e Ìl piano delle due perpendicolari 
PH, PK, si dimostra, come abbiamo fatto sopra, che quest'ultimo è per- 
pendicolare alla retta 00' e v 
taglia i piani a, S, OO'P se- 
condo le rette OH, DE, OP, 
gli angoli delie quali sono le 
sezioni normali dei diedri dei 
piani medesimi. Ora i due 
triangoli POH, POK sono 

eguali, perchè hanno gli an- (^ ' 

golì H, K retti, l'ipotenusa 
OP comune e i cateti PH, PK 
eguali ; ne segue che sono 
eguali gli angoli POH, POK 
e quindi anche i diedri corri- 
spondenti, cioè il plano OO'P 
è il piano bisettore di uno dei 
diedri formati dai piani dati 
a e 3- Fig. 129. 

Corollario. — 1 piani bisettori dei diedri intemi ed esterni di un 
triedro si tagliano tre a tre secondo quattro rette, le quali sono il luogo 
geometrico dei punti eguid istanti dai piani dei triedro. 

Si imiti la dimostrazione del corollario del g 161 (fig. 129). 

164. Teorema. — Esistono non ptw di otto e non meno di cinque punti 
equidistanti dai quattro piani di un tetraedro. 

iSieno a, p, Yt S i quattro piani di un tetraedro, rispettivamente 
opposti ai vertici À,B, C, D. Siccome il luogo geometrico dei punti 
(!([uidistanti da due piani, che s'incontrano, è formato dalla coppia di 
piani bisettori dei loro diedri, affinchè un punto sia equidistante dai 
piani a, p, y, S è necessario e sufficiente che si trovi contemporanea- 
mente sopra uno dei piani bisettori dei diedri formati dai piani a, p, 
sopra uno dei piani bisettori dei diedri formati dai piani a, y e sopra 
uno dei piani bisettori dei diedri formati dai piani a, 5. I piani bisettori 
dei diedri formati dai piani a, ^ tagliano i piani bisettori dei diedri 
formati dai piani a, y secondo quattro rette, cne passano per D, poiché 
questo punto è comune a tutti i piani suddetti, e le quattro rette così 
ottenute tagliano i piani bisettori dei diedri formati dai piani a, S alpib 
in otto punti. Se è uno dei punti d'incontro suddetti, esso è equidi- 
stante da tutti i piani del tetraedro, e perciò passano per esso altri tre 
piani bisettori dei diedri formati dai piani p e y, y e 5, 5 e p. 

Resta, ora a dimostrare che esistono almeno 5 dei punti d' incontro 
suddetti. E chiaro prima di tutto che i piani bisettori dei diedri interni 
formati dal piano a coi piani ^, y, 5 s'incontrano in un punto intemo 
al tetraedro (^ 148 Cor.) Per esso dunque passano anche i piani biset- 
tori degli altri tre diedri interni formati da 6 con Yi da y >^on 5 e da 
5 con p. _ 

Consideriamo ora i tre semipianì bisettori dei diedri esterni adia- 
centi alla faccia BCD. Essi formano con questa faccia diedri minori 
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della metà di un angolo piatto, cioè acuti, « perciò (g 148 Cor.) s'in- 
contrano in un punto 0,, esterno al tetraedro, ma interno al triedro A. 
Per eaao dunque passano anche i piani bisettori dei diedri interni for- 
mati dai piam ^ e Y, f e S, Ò e ce. In simit guisa si trova che esistono 
altri tre punti 0„ 0„ O^, per ciascuno dei quali pascano i tre piani bi- 
settori dei diedri esterni adiacenti ad una facciaci piani bìsettori dei 
diedri interni non conseguenti ad essi. 

Consideriamo infine i piani bìsettori dei due diedri interni opposti 
AD, BC. E evidente che essi si tagliano secondo una retta MN che in- 1 
contra ì due spigoli AD, BC io due punti N, M. Se il piano bisettore 
del diedro esterno AC incontra questa retta, è chiaro che non può in-l 
contrarla in un punto del segmento MN, ma in un punto dei suoi pro- 
lungamenti, cioè m un punto esterno al tetraedro. Ammettendo dunque 
che un tal punto d'incontro 0' esista, per esso dovranno passare anche 
gii altri piani bisettori dei diedri esterni CD, DB, AB. Si otterrebbero i 
m tal guisa tre punti per ciascuno dei quali passerebbero ì piani bi- 
settori di due diedri interni, che hanno per spigoli due spigoli opposti ! 
del tetraedrb, e i piani, bisettori dei diedri esterni, che hanno per spi- 
goli gli altri quattro spigoli del tetraedro. 

È da notarsi però che non è escluso il caso che il piano bisettore del 
diedro esterno AC sìa parallelo alla retta MN, nel qual caso il punto 
0' non esisterebbe. 

Per es. è facile vedere che nel tetraedro, che ha per facce quattro ] 
triangoli equilateri eguali, gli ultimi tre punti, di cui abbiamo parlato, i 
non esistono. ' 

165. Teorema. — Le mediane di un triangolo passano per uno stesso 
punto, che divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella che termina i 
al vertice è doppia dell'altra. 

Siene CF, BE due delle mediane del triangolo ABC, le quali si 

■ devono incontrare in un punto, perchè CF, 

/v\ essendo interna all'angolo ECB, deve ta- 

/ \\ gliare(8 80Cor.)il terzolatoEB dei trian- 

/ \ \ gelo EBC. Essendo M il punto d'incontro 

f/ _\ \e delle due mediane, ai tracci il segmento 

/V~^^^^^..^u^/^\ EP e. il segmento HK, che ha per estremi 

/ \ ^.-'^\~-~^ ■' \, i punti medi dei segmenti MB, MC. Questi 

/ Jk^:™ .--V--rr^:A^/\^ due segmenti sono entrambi paralleli ed 

1^^ \ ^"""^ eguali alla metà di BC (8 85 Cor.) e quindi 

E Ti ^f^sono eguali e paralleli fra loro. Perciò il 

Fìg. 130. quadrilatero EFKH è un parallelogrammo, 

e le sue diagonali KE, HF si tagliano per 

metà, cioè KM^ME, HMEMF. 

Ora, essendo per costruzione BK = KM, CH = HM, sarà 
BM = 2.ME CM = 2.MF. 

Analogamente si dimostra che la terza mediana taglia ciascuna delle 
precedenti in un punto, che divide ciascuna di esse in due parti, di cui 
quella, che termina al vertice, è doppia dell'altra; ma si è dimostrato 
che questo punto è il punto M; dunque tutte le tre mediane passano 
p«r M. 
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DISTANZE. 



1 triangolo si chism* 




astrerai un vertice di nn te- 
L mediana del tetraedro. 



166. Teorema. — In ogni triangolo il segmento, che unisce un vertice 
cm vn punto del lato opposto, passando per il punto medio della me- 
diana relativa ad uno degli altri due lati, è diviso da questo punto in 
due parti, in modo che quella che termina al vertice è il triplo dell'altra 

parte. 

Sia ABC (fig. 131) il triangolo dato, MN la congiungente i punti 
medi dei lati AB, AC del triangolo ed AD ii segmento, che ha per es&emi 
il vertice A ed il punto D del lato opposto, e 
elle contiene ii punto medio H della mediana BN. 
Essendo P il punto d'incontro di MN con AD, 
Bi osservi che nel triangolo ABN, essendo M, H 
] punti medi di due lati, MN ed AH aono due 
mediane, e quindi AP e il doppio dì HP. Ma dai 
tnangoli HPN, BHD eguali, perchè hanno HNzBH 
per costruzione, PH!NeBHD, come opposti al 
vertice, ed HNP = H:BD, come alterni interni 
nspetto alle parallele MN, BC e alla trasver- 
sale BN, si ricava HD = HP; dunque AHE3.HD, 

167. DeflllÌEÌ«ne 1* — Un segmento, ohe ha nnr «atre 
tnedro ed il baricentro della faccia opposta, ai 

Teorema. — / segmenti, che hanno per estremi i punti medi delie 
coppie di spigoli opposti di un tetraedro, si dividono scambievohnente per 
mrtàin uno stesso punio, U quale è comune anch-e alle mediane del tetraedro, 
t divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella che termina al vertice 
t tripla delt altra. 

Sia ABCD {fig. 132) il tetraedro dato. Il piano B'C'C.B, , condotto 
per il punto medio dello spigolo AB parallelamente ai due spigoli op- 
posti BC, AD, divide pure per metà anche gli apigoli AC, CD, BD. In- 
fatti la retta C'B' essendo parallela alla base 
CB del triangolo ACB, e passando per il 
punto medio B' dal lato AB, divide per metà 
anche il lato AC (§ 85 Teor.), ecc. Inoltre, 
sappiamo (g 142 Teor.) che la sezione B'C'B,C, 
è un parallelogrammo; quindi le diagonali 
B'C, , 6,C', che sono le congiungenti i punti 
medi di due coppie di spìgoli opposti, s'in- 
contrano nel punto 0, e si dividono in esso 
scambievolmente per metà. 

Se ora si considera la congiungente i 
punti medi della rimanente coppia di spinoti 
opposti BC, AD ed una delle precedenti, si 
dimostra nella stessa guisa, che esse hanno 
un ponto comune, che le divide per metà; ma si è dimostrato che 
questo punto è 0, dunq^ue tutte tre le congiungenti passano per 0, 

Si osservi ora che i piani CAB,,BAC,, tagliano la faccia BCD se- 
condo le mediane CB,,BC, del triangolo BCD, e quindi hanno in co- 

I>uili ■ BABaÀKT, Klantoui dì Qiamilria - 8 




Fig. 132. 
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mune la retta ÀÀ', la quale contiene 11 punto e il baricentro A' della 
faccia BCD. È poi evidente che B,C' è una mediana del triangolo B,AC, 
e che quindi (§ 166 Teor.) il segmento ÀA' è diviso dal punto 0, in 
modo cne AO E 3 . OA'. Analoga dimostrazione si può n'petere per le 
altre mediane. 

■ Il punto d'incoDtro dalle mediana di un tetraedro dicesi ha- 



ALCUNI PROBLEMI. 



168. Abbiamo visto (§ 58 Teor. 1"), che per un punto di un piano 
8Ì pub condurre in esso una ed una sola retta perpendicolare ad una 
retta del piano medesimo, e che (§ 36 Cor. 3" e § 37 Post. S) per un 
punto, preso fuori di una retta, passa una ed una sola retta parallela 
ad essa. Inoltre nei §§ 54 e 55 aobiamo veduto, che è sempre possibile 
dividere un segmento in n parti eguati, ed un angolo in 2,4,8,16.... 

fiarti eguali. Ci proponiamo ora di dare alcune semplici costruzioni re- 
ative a siffatte quistioni, le quali sono di uso frequentissimo nella ri- 
soluzione grafica dei problemi, e premettiamo a tale scopo il seguente 

Teorema. — Se due circoli situati in un piano hanno raggi eguali 
e la distanza dei loro centri è minore del doppio del raggio, essi si ta^iano 
in due punti. 

Siano 0, 0' (fig. 133) i centri dei due circoli e, e', ed R il loro raggio. 
Se sulla retta 00', a partire da e dalle due parti di esso, si portano due 
segmenti OA, GB eguali ad R, è chiaro che i loro estremi A, B sono i punti 
d' incontro della retta 00' col cir- 
colo e. Di questi due punti quel- 
lo A, che SI trova rispetto ad 
dalla parte opposta di 0', ha da 0' 
una distanza O'A = O'O 4- OA 
maggiore di B, e perciò è estemo 
al circolo e'; l'altro punto B, se 
00' è maggiore di R, ha da Cuna 

„ , distanza 0B = 00'— R, minore di 

Fig i33_ R {essendo 00' < 2 R) ; se OC è 

eguale ad R, coincide con 0'; se 
finalmente 00' e minore di R, ha da 0' una distanza R — 00', ossia 
minore di R. In ogni caso dunque il punto B è intemo al circolo e'. 
U circolo e allora, avendo un punto A esterno ed uno B intemo al 
circolo e', lo taglia almeno in due punti (§ 27 Cor, 1°). 

È facile inoltre convincersi che ì due circoli e, e' non possono avere 

Sih di due punti comuni ; perchè, se ne avessero tre L, M, N, ciascuno 
i questi, essendo equidistante da e 0', dovrebbe trovarsi sulla per- 
pendicolare nel punto di mezzo di 00' (§ 160 Teor.), ed allora da e 
da 0' si potrebbero condurre a questa perpendicolare tre segmenti eguali, 
e ciò e assurdo (g 158 Cor. l"). 

169. Problema. — Per un punto, dato sopra una retta, condurre una 
perpendicolare a questa retta. 
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Sia A il punto dato sulla retta a. DeacriTiamo col centro in A « 
con un raggio qualunque un circolo, cbe incontrerà la a in due punti 
B, C (§ 24). Presi per centri i punti B, C, con 
uno stesso raggio, maggiore di AB, si descrì- 
vano due circoli, i quali (§ 168 Teor.) si ta- 
gliano in due punti H, K equidiatantì dai punti 
B,C; perciò la retta HK è perpendicolare a BO, 
e passa per il suo punto medio A (g 16<) Teor.) ^-o— 

170. Problema. — Condurre una rettaper- 
pendicolare ad una retta data per un punto dato 
fuori di essa. 

Preso -un punto qualunque M dalla parte p,v 134, 

opposta a quella dove si trova il punto dato A 

rispetto alla data retta a, si descriva un circolo con raggio AM e col 
centro in A. Questo circolo taglierà la a in 
A due punti B, C (§ 83 Cor. 4"). 

Prendendo per centri i due punti B, G, 
si descrivano con un medesimo rag^o, mag- 
giore della metà dì BC, due circoli. Essi si 
taglieranno in due punti H, K (§ 168). Cia- 
,'' scuno dei punti A, H, £ essendo equidistante 
— da B, C, essi ai trovano tutti sopra una retta 
perpendicolare a BC nel suo punto di mezzo, 
e questa è la perpendicolare richiesta. 

171. Problema. — Fer unpunto condurre 
Fig. 135. una retta partdlda a una retta data. 

Conduciamo la retta, che passa per il punto dato A e per un punto 
qualunque B della data retta a; quindi ripeundo la costruzione del § 95, 
si conduca per il punto A una retta, che colla AB fonnì un angolo BAD 

eguale al suo alterno interno ABC. La vX 

AD saràla retta doniandata(§ 160 Teor.) ,. .'7\ 

172. Problema. — Dividere un seg- 
mento dato per metà. 

Vedemmo già (§ 54 Teor.) come si 
possa dividere un segmento qualunque 
iD n parti eguali. Quando si vuol divi- 
dere un semento solamente in due 
parti eguali , alla costruzione gene- 
rale, indicata nel citato §, è forse preferibile la seguente: 

Si descrivano due circoli con raggio maggiore della metà del dato 
segmento BO (fig. 135), e aventi per centri gli estremi del segmento 
stesso. Questi due circoli si devono tagliare in due punti H, K (§ 168 
Teor.) Essendo ciascuno di questi punti equidistante dai punti B, C, la 
loro congiungente è perpendicolare alla retta BC, e passa per il punto 
medio A del segmento BC (§ 160 Teor.) 

173. Problema. — Dividere un angolo in due parti eguali. 
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Si descriva con raggio qualunque un circolo, avente per centro i! 
vertice À dell'angolo dato, il quale incontrerà ì lati in due punti B, C. 
Si descrivano poi due circoli, aventi per centri i punti B, C, con un me- 
I desimo raggio maggiore della metà della di- 

stanza BC. Questi due circoli si tagliano in 
due punti H, R. La retta che passa per uno 
qualunque di essi, per ea. H, e per il vertice A 
è la bisettrice dell'angolo dato. 

Infatti, condotte le rette BH, HO, si hanno 
due triangoli ABH, ACH eguali, perchè 
hanno i tre Iati rispettivamente eguali per 
costruzione. Ne segue BAH E HAC. 
' Siccome sappiamo che la bisettrice di un 
angolo è unica, i punti E, R, A sono in linea 
retta. 

Kipetendo la costruzione indicata per i 
due angoli BAH, HAC, l'angolo dato resterà 
diviso in quattro parti eguali. Dividendo poi per metà ciascuno degli 
angoli ottenuti, l'angolo dato sarà diviso in 8 parti eguali, e, proseguendo, 

nella etessa guisa, si potrà dividerlo in 16, 32, 64 parti eguali ecc. 

Non si conosce però nessuna costruzione, nella quale si faccia uso 
soltanto di rette e ifì circoli, per mezzo della quale si possa divìdere 
un angolo qualunque in un numero di parti eguali diverso dai numeri 
2, 4, 8, 16 




Fig. 137. 
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ESER-GIZI 



7&, CiosouD lato di nti triangolo è minore dèi Bemiperimatro del triangolo. 

!6. La somma delle dieUnse di un punto interao Hd un triangolo dai tre rer- 
liei i minore del perimetro, e maggiore dei seniiperiiDetro del triangolo. 

11. La somma delle altezze di un triangolo è miaore del perimetro. 

78. La bisettrice dell'angolo esterno di un triangolo isasceie, conaegaanta al- 
l'angolo compreso fra i lati eguali, è parallela alla base; e viceversa. 

79> Secondo che una mediana di un triangolo è maggiore, eguale, o minore dell» 
metà del tato a cui è condotta, l'angolo opposto a questo iato è acuto, retto, od ottuso; 
e viceTersa. 

80. Se due triangoli hanno un tato e le altezze, corrispondenti agli ftltri dne 
lati, rispettivamente eguali, essi sono egnali. 

81. Se due triangoli isoBceli hanno l'angolo al vertice e la mediana, nacenta 
da questo vertice, rispettivamente eguali, essi sono eguali. 

83. Le bisettrici degli angoli interni di un triangolo equilatero formano intomo 
al loro punto d'incontro angoli eguali. 

83. In un triangolo ieosceie, ae un angolo alla base à la quarta parte dell'ao- 
gaio al vertice, la perpendicolare alla base, condotta per un suo estremo, forma con 
uno dei lati eguali e col prolungamento dell'altro un triangolo isoscele. 

84. Se si congiunge un punto della bisettrice di un angola esterno di un trian- 
golo dato con gli altri due vertici del triangolo medesima, si ottiene un nuova 
triangolo, di cui il perimetro è maggiore del perimetro de! triangola dato. 

85> Se per un punto qualunque della base di un triangolo isoscele si tirano le 
parallele egli altri due lati, sì forma un parallelogrammo, il cui perimetro è costante. 

86. In ogni poligono, avente un numero pari dì lati, la somma delle diagonali. 
che uniscono due a due i vertici, in modo che in ciascun vertice termini una sola 
diagonale. È minore della somma delle distanze di un punto interno qualataai dai 
vertici del poligono. 

87. In un triangolo qualunque, 

1° ciascuna mediana è minore della semisomma dei due lati concorrenti con 
essa, ed è maggiore della loro semidllferenza; 

2° la somma delle tre mediane è minore del perimetro, e maggiore del semi- 
perimetro del triangolo, 

88. Se due lati di un triangolo aono disuguali, 

1" la mediana relativa al terzo lato fa col maggiore dei primi dne lati angolo 
minore ; 

2* l'altezza relativa al terzo lato fa col lato maggiore angolo maggiore; 

3° la bisettrice dall'angolo compreso fra questi lati è interna all'angolo, for- 
mato dalla mediana e dell'altezza, uscenti dallo stesso vertice. 

89. Se due triangoli hanno due lati e una mediana rispettivamente eguali, essi 
sono egnali. 
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90. In ogni triangolo a lati «guali corrispondo no mediane e biBettrici eguali, al 
Ikto maggiore corriapondono mediana e biaettrice minore, e viceversa. 

91> I tre segmenti, ohe hanno per aatremi i punti medi di una coppia di lati 
opposti o della diagonali di un quadrangolo , paesano per un punto, ed in esBo si 
tagliano per metà. 

92, Le rette che eongiungono due punti A, B con due punti E, F di una retta 
ehe pasaa per il punto medio del segmento AB, s'incontrauo in due punti C, D, si- 
tuati sopra una parallela ad AB. 

99. Le altezze di un triangolo sono le bisettrici degli angoli interni del trian- 
golo, 'che ha per vertici i tre termini delle altezze medesime, 

94. Essendo D, E, F rispettivamente i punti medi dei lati BC, CA, AB di un 
triangolo ABC, si conduca DG parallela alla mediana BE fino ad incontrare il pro- 
lungamento di EF. Dimostrare che i tre lati del triangolo DGtA sono rispetti vameote 
eguali alle tre mediane del triangolo ABC. 

95. Se ABC è un triangolo equilatero, ed à il punto d'incontro delle me- 
diane del triangolo, le perpendicolari a BO e CO nei loro punti medii tagliano il 
Iato BC in tre partì eguali. 

96. Se per tre punti, presi ad arbitrio ani lati di un triangolo dato, si condu- 
cono tre rette, in modo che facciano eolle rette del triangolo angoli rispettivamente 
eguali, le tre rette, inoontrandosi, formano nn nuovo triangolo, che ha gli angoli ri- 
spettivamente eguali a quelli del triangolo dato. 

97. Se in un triangolo rettangolo nn angolo acuto è doppio dell'altro, l'ipate- 
Dnsa è doppia del cateto minore; e viceversa. 

98. Se la bisettrice di un angolo esterno di un triangolo incontra la retta del 
lato opposto, l'angolo acuto da esse formato è eguale alla semidifferenza dei due 
angoli del triangolo, non conseguenti all'angolo esterno considerato. 

99. La differenza di due angoli di un triangolo è eguale al doppio dell'angolo 
compreso fra l'altezza e la bisettrice, uscenti dal vertice del terzo angolo. 

100. L'angolo compreao fra la mediana e l'altezza, uacenti dal vertice dell'an- 
golo retto dì un triangolo rettangolo, è eguale alla differenza dei dne angoli acuti 
del triangolo. 

101. La bisettrice dell'angolo retto di un triangolo rettangolo divida per metit 
anche l'angolo formato dalla mediana e dall'altezza, uscenti dal vertice dell'angolo 
retto medesimo. 

192, Se due triangoli rettangoli hanno le ipotennse eguali, ed nn cateto dell'uno 
è maggiore di un cateto dell'altro, il rimanente cateto del primo ò minore del rima- 
nente cateto del secondo. 

103. Se sui lati AC, CB di un triangolo ABC si costruiacooo i quadrati, es- 
sendo E il vertice del quadrato, costruito sopra AC, più vicino ad A, e D il vertice 
del quadrato, che ha per lato CB, piii vicino B, dimostrare che le rette AD, BE ai 
ioDontrano sulla perpendicolare ad AB condotta per C. 

104. Gli angoli, formati dalle bisettrici di due angoli interni di un triangolo, 
sono eguali ad un angolo retto, aumentato o diminuito della metà del terza angolo. 

105. Se per il punto d'incontro delle bisettrici dì due angoli interni, od esterni, 
di nn triangolo si conduce una parallela ad una retta del triangolo, il segmento di 
essa, compreso fra le altre due rette del triangolo, è eguale alla somma, o alla dif- 
ferenza, dei segmenti di queste compresi, fra le due parallele. 

106. La distanza di un vertice di un triangolo da un punto del lato opposta 
è maggiore della metà della differenza ottenuta, sottraendo questo lato dalla somma 
degli altri due. 

lOT. I punti medii dei lati di nn quadrangolo piano o gobbo sono vertici di on 
parallelogrammo; e se il quadrangolo dato è un parallelogrammo, le diagonali dei 
due parallelogrammi passano per uno stesso punto. 

108. I punti medii dei lati di un rettangolo sono vertici di una losanga, e i 
punti medii dei lati di una losanga sono vertici di un rettangolo. 

109. La mediana di nn trapezio passa per i punti medii delle diagonali. 
HO. Il segmento, che congiunge i punti medii delle diagonali di un trapezio, 

è eguale alla semidifferenza delle basi. 

111. La distanza del baricentro di un triangolo da un piano è eguale alla media 
aritmetica delle distanze dei tre vertici dal medeaimo piano. 
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112. La dÌBtanui del barjoeatro di un tetraedro da nn piano b eguale alla media 
aritmetica delle distanze dei quattro vertici dal piano medesimo. 

118. Sa un parallelogrammo ha i vertici sopra i lati di un rettangolo, ed ha 
dne suoi lati oppoeti equidistanti da una diagonale del rettangolo, il suo perimetro 
è eguale alta somma delie diagonali del rettangolo. 

114. In un triangolo il punto equidistante dai vertici, il baricentro ed il punto 
d'incontro delle altezze sono in linea retta, e la distanza del primo punto dal se- 
condo è metà della distanza del secondo punto dal terzo. 

115. In un triangolo isoscele la somma delle distanze di un punto della baM 
dai due lati eguali è costante. 

116' In un triangolo isoscele la differenza delle distanze di un punto preso ani 
prolungamento della base dalle altre due rette del triangolo b oostante. 

U7< Qualunque segmenta, condotto per il punto medio della base di un trian- 
golo isoscele, il quale abbia gli estremi eopia uno dei lati eguali e sul prolunga- 
mento dell'altro lato, è maggiore della base del triangolo dato. 

118. La somma delle distanze di nu punto interno ad un triangolo equilatero 
dai tre lati del medesimo triangolo è costante. 

119. Se da un punto interno ad un triangolo equilatero si tirano le parallele 
ai lati, la somma dei segmenti interni al triangolo è eguale al doppio di un lato. 

1S0> Id un triangolo equilatero la differenza fra la somma delle distanze di un 
punto esterno ad esso, ma interno ad uno de' suoi angoli, dai lati di quest'angolo, 
e la diatanza dello stesso pnnto dalla retta del terzo lato b oostante. 

13L. Sa AB, CD sono due rette parallele, ed E, F sono i punti d'incontro delle 
retle, cbe conginngono due punti A, B dell'una con due punti C, D dell'altra, la 
ietta EF divide per metà i aegmenti AB, CD. 

122. Se due vertìoi opposti di nn parallelogrammo si uniBOono coi punti medii 
di dae lati opposti, la diagonale, ohe termina agli altri due vertici, resta divisa in 
tre parti eguali. 

123. Se E, F sono le proiezioni di due vertici E e C di un triangolo ABC sopra 
una retta qualunque condotta per il terzo vertice A, il punto medio del lato BC è 
eqnidietaute dai punti £ ed F. 

1S4. Se si congiungono due punti, presi sopra una diagonale di un parallelo- 
grammo ad eguale distanza dai suoi estremi, eon gli altri due vertici del parallelu- 
grammo, il quadrangolo ohe ai ottiene è un parallelogrammo. 

125. Ogni segmenta, ohe ha gli estremi sopra due lati opposti di un paralle- 
logrammo, e passa per il punto d'intersezione delle diagonali, è diviso da questo 
punto per metà, e divide il parallelogrammo in due quadrangoli eguali ; ossia on 
perallelogrammo è simmetrioo rispetto al puuto d'incontro delle sue diagonali. 

126. Le bisettrici degli angoli interni di un parallelogrammo formano un ret- 
tangolo, le cui diagonali sono parallele ai lati del parallelogrammo, ed eguali alla 
differenza di due lati consecutivi del parallelogrammo dato. 

127. Le bisettrici degli angoli interni, od esterni, di un rettangolo formano un 
quadrato. 

128. Le bisettrici degli angoli interni di nn quadrilatero convesso formano un 
ucondo quadrilatero, i cui angoli opposti sono supplementari. 

129. Le hisettrioi dì due angoli successivi di un quadrangolo cunveseo formano 
ao angolo, ohe è eguale alla semisomma degli altri due angoli del quadrangolo. 

130. Se le bisettrioi di due angoli opposti di un quadrangolo convesso si ta- 
gliano, formano un angolo eguale alla semidifferenza degli altri due angoli del 
quadrangolo. 

131. Se i lati opposti di uu quadrangolo convesso s' incontrano, le bisettrici 
degli angoli ooet ottenuti si tagliano, e formano un angolo eguale alla semisomma 
di due angoli opposti del quadrangolo. 

132. Se due trapezi hanno i lati rispettivamente eguali e disposti nello stesso 
modo, sono eguali. 

133. Per il vertice A di un parallelogrammo ABCD si conduos una retta qua- 
lunque AX. Dimostrare ohe la distanza del vertice C dalla retta AX è eguale alla 
somma, o alla differenza, delle distanze dei vertici B e D dalla stessa retta, se- 
condochà essa è esterna al parallelogrammo, oppure taglia il suo contorno in un 
altro punto. 
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ISl. Se per i Tertici di un parkllelogrammo bì conclucono quattro segmeoti pa- 
ralleli, che terminino ad una retta (o ad un pisDo) che non tagli il ano cootorna, la 
Mmma dei aegmenti, che partono da doe vertici opposti, i eguale alla eomma degli | 
altri due. 

135< La aomma, o la differenza, delle distanze di od punto da due lati codu- 
cntivi di una losengn è eguale alla Boinroa, o alla differenza, delle distanze dello | 
steSBO punto dagli altri due lati. 

136. Se in un trapezio una baso è doppia dell'altra, la sezione media è divìsa j 
in tre parti eguali dslle diagonali. 

131. La somma delle diagonali di un quadraugolo convesso è minore del peri- 
metro, ed è maggiore del semiperimetro. 

138. Le diagonali di nn tronca di piramide, nvente per basi due parallelogrammi, 
ai incontrano in un punto. 

159. Dimostrare, indipendentemente dal teorema del § 90, che due triangoli seno | 
eguali, ee hanno i lati rispettivamente egoali. 

140. Se ani lati AB, BC, CD, DA di nn quadrato si prendono dei segmenti 
AA', BB', ce, DD' eguali fra loro, i punti A', B', C, D' aono i vertici di un altro 
quadrata. 

141. Se una rette incontra le facce di un diedro in punti egualmente distanti 1 
dallo spigolo, essa fa sngoli egnali coi piani delle due facce. E viceversa. ! 

142. Se per un punto delta costola di un diedro si conduce in una delle facce 
la semiretta perpendicolare, e nell'altra una semiretta obliqna alla costola, t'angolo 
delle due semirette sarà maggiore, eguale o minore del rettilìneo del diedro, secondo 
che il diedro è acuto, retto od ottuso. 

113. Se una retta forma angeli eguali con tre rette non parallele dì un piano, . 
essa È perpendicolare al piano. _ | 

144. Se una retta è perpendicolare ad un pieno, e dal punto d'intersezione si 
conduce une perpendicolare ad una retta qualunque del piano stesso, e che la taglia, 
la congiungento un punto qualsiasi della prima retta col punto d'intersezione del- 
l'altre due è perpendicolare alla retta del piano. 

145. Il punto d'incontro delle altezze del triangolo, ottenuto tagliando con un 
piano un triedro tri rettangolo, è la proiezione del vertice del triedro sul pieno della 1 
sezione. I 

146. In un triedra la somma degli angoli, formati da ciascuno apigolo colla lu- 
settrice della faccia opposta, è minore della somma delle &cce. 

147. In ogni triedra isoedro il piano bisettore del diedro, compreso tra le facce 
eguali, passa per la bisettrice della faccia opposta. 

148. In ogni triedro isoedro gli angoli, formati dagli spigoli dei diedri eguali 
culle bisettrici delle facce opposte, sono eguali. 

148. In ogni triedro isoedro gli angoli, formati dagli spigoli dei diedri egosli 
Colle facce opposte, sono eguali. 

160. I tre piani perpendicolari allo facce di un triedro, condotti per gli Spigoli 
opposti, passano per una medesima retta. 

151. I tre piani, che passano per gli spigoli di un triedro e per le bisettrici 
delJe facce opposte, passano per una medesima retta. 

162. I tre piani perpendicolari alle facce di un triedro, condotti per le loro bi- 
settrici, passano per una medesima retta. 

153. Se per il vertice dì un triedro e nel piano di ciascuna faccia si conduce 
una perpeu dico lare allo spigolo opposto, le tre perpendicolari ottenute giacciono in 

lai. Ogni piano, perpendicolare ad uno degli spigoli di un triedro rettangolo, 
taglia questo triedro secondo un triangolo rettangolo. 

155. La somma. degli angoli, formati da ciascuno spigolo di un triedro con la 
faccia opposta, è minore della somma delle facce, ed è maggiore della loro asmi- 
somma. 

156. Se per un punto interno ad un sngoloide convesso sì tirano le perpendi- 
colari e tutte le facce, il nuovo angoloide così ottenuto è supplementare dell'opposto 
al vertice dì quello dato. 

157. Se per un punto della costola di un diedro si conduce una retta ad essa 
perpendicolare, ma non perpendicolare alle facce, dì tatti gli angoli ohe ai ottes- 
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gono, tagliando il diedro con piuii oondotti per quella retta, il mioore è la Bezione 

158. Da ciaBCUD punto di una retta, ohe passa per il vertice di un triedro, ai 

conducano le perpendicolari t^lle facce di un triedro. I tre punti d'incontro delle 
perpendieolnri anddette con i piani delle tre facce individuano un piano, e tutti i 
piani cosi ottenuti sono paralleli. 

1&9. Se per ciascun punto dì una ratta, che passa per il vertice di un triedro, 
si conducono tre piani perpendicolari agli spigoli del medesimo triedra, i tre punti 
d'incontro di questi piani con gli spigoli perpendicolari ad essi individuano un piano. 
Tutti i piani così ottenuti sono paralleli. 

160. Se in uu triedro la sezione normale di un diedro è eguale alla faccia op- 

SDsla, anche le altre due facce sono eguali o supplementari alle sezioni normali dei 
iedri opposti. 

161. Due prismi triangolari sono eguali, se hanno le facce laterali rispettiva- 
mente eguali e disposte nello stesso modo, 

162. Ogni segmento, che ha gli estremi sulla superficie di un parallelepipedo, 
e passa per il punto d' int^Bezìoae delle diagonali, è diviso da questo punto per 
metà. Ossia un parallelepipedo è simmetrico rispetto al punto d'incontro delle sue 
diagonali. 

163. Le congìungentì i centri delle facce opposte di un parallelepipedo passsno 
|>er il punto comune alle diagonali, ed in esso si dividano per metà. 

164. I tre segmenti, che hanno per estremi i vertici di una delle basi dì un 
prisma triangolare e i punti di mezzo degli spigoli opposti dell'altra base, passano 
per un punto della congiungente i baricentri delle due basi, il quale le divide in 
due parti, una doppia dell'altra. 

165. I tre piani, individuati dai vertici di una base di un prisma triangolare e 
dai lati rispettivamente opposti dall'altra base, passano per uno stesso punto della 
Tetta, che congiunge i baricentri delle due basi. 

166. I tre piani, individuati dagli spigoli laterali dì un prisma triangolare e 
dai baricentri delle facce opposte, passano per una stessa retta. 

167. Un pìauo, parallelo a due spigoli opposti dì un tetraedro, e condotto per 
il baricentro dei medesimo, è equìdisùnte da quei due spìgoli. 

16S. Se si taglia un prisma, o una piramide, con un piano nou parallelo alla 
base, ì punti d'incontro delle rette del poligono sezione con le corrispondenti rette 
del poligono base sono situati sopra una liaea retta. 

169>. Se una piramide ha per facce laterali triangoli eguali ed isosceli, la somma 
delle distanze di un punto della base da quelle facce é costante. 

no. Se le rette, che uniscono i vertici di un tetraedro ai vertici di un altro 
tetraedro, passano per un punto, le rette d'intersezione delle coppie dì piani corri- 
spondenti dei due tetraedri sono in un piano. £ viceversa. 

171. Se due altezze di un tetraedro s'incontrano, anche le altre due altezze 
s' incontrano. 

172. Se AB, CD sono due segmenti, che scorrono su due rette r. s, ed H, K, 
H', K sono i punti medii dei segmenti AC. AD, BC, BD i segmenti HK', H'K sono 
costanti. 

Se le rette r, i sono perpendicolari, allora è EK' = H'E. 

173. Dimostrare, indipendentemente dal teorema del § 122, che due triedri sono 
eguali, se hanno le facce rispettivamente eguali e disposte nello atesso modo. 

174. Un segmento, che ha i suoi estremi su due spigoli opposti di un tetrsedro, 
e elle incontra la congiungente i punti di mezzo di altri due spigoli opposti, à da 
questa diviso per metà. 

175. Se in un tetraedro le faoce sono eguali, 

a) le altezze sono eguali, 

b) la distanza del punto, interno al tetraedro ed equidistante dai piani del 
medesimo, è eguale ad un quarto dell'altezza, 

e) il baricentro del tetraedro è equidistante dai piani del medesimo, 

d) i quattro punti equidistanti dai piani del tetraedro, esterni ad esso, ma 
interni ai suoi triedri rispettivamente, formano un tetraedro, i cui spigoli sono pa- 
ralleli a quelli del primitivo, 

e) il diedro dì due facce è eguale a quello delle altre due. 
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a fra loro perpeo- 



> piani pi- 



punto, per il guata pasaaao aochs le 
ippoeti e li ineantraDO, 
ipigolo fa coi piani delle facce, nelle 
mi normali dei sei diedri, à eguale a sei 

rettangolo si conducono i piani perpen- 
i passano per Io stesso punto. 
1 tetraedro rettangolo, condotta per i ba- 



f) i quattro triedri aono «gaali, 

gj le coDgiungenti i punti medi! degli spigoli opposti s 
dicolari due a due, 

h) il baricentro è equidistante dalle quattro altezze. 
176. Se per gli spigati dì un tetraedro a facce eguali si conduson 
ralleli agli spigoli opposti, si ottiene un parallelepìpedo rettangolo. 

171. Se in un tetraedro due facce sono eguali, la somma delle perpendicolari, 
condotte ad esse da nn punto dello spigolo opposto a quello comune alle due facce 
medesime, è costante. 

118. La somma delle distanze di un punto interno ad un tetraedro, le cui facce 
sono triangoli equilateri, dalle quattro facce 6 costante. Come deve essere modificato 
ij teorema per i punti esterni al tetraedro? 

179. Se due coppie di spigoli opposti di un tetraedro sodo perpendioolarì, anche 
i due rimanenti spigoli sono perpendicolari, e le quattro altezze pasaano per an 
ponto. Tale tetraedro si dice rettangolo. 

180. In un tetraedro rettangolo: 

a) le quattro altezze passano per u 
rette, che sono perpendicolari a due spigoli 

b) la somma dei 12 angoli, che ciasc 
quali non è contenuto, aumentata delle aez 
angoli piatti. 

ISl. Se per gli spigoli di un tetraedr 
di col a ri agli spigoli opposti, questi sei pia 

182. Le perpendicolari alle facce di u 
rioentri delle medesime, passano per un punto 

183. I punti medii dei segmenti, che uniscono due a due i vertici di due trian- 
goli dati, SODO vertici di un nuovo triangolo, che ha per baricentro il punto medio 
del segmento, che uniaoe ì baricentri dei due triangoli dati. 

184. Dati cinque punti in un piano, o nello spazio, tali che tre di essi non sieno 
in linea retta, si possono formare con essi dieci triangoli. X dieci segmenti, che con- 
giungono il baricentro dì ciascuno di quei triangoli col punto medio del segmento 
individuato dagli altri due punti, passano tutti per uno stesso punto, ed in esso si 

tagliano in due parti, delle quali una è i -jr dell'altra. 

18é. Dati sei ^unti nello spazio, tali che quattro non aleno in no piano, ai pos- 
sono formare quindici terne di segmenti, aventi per estremi ì sei punti medesimi. I 
quindici piani, individuati dai punti medii delle quindici terne di segmenti, paesana 
tutti per un punto. 

186. Dati sei punti in un piano, o netto spazio, tali che quattro di essi non 
sieno in un piano, si possono formare dieci coppie di triangoli. I dieci segmenti, che 
congiungono i baricentri di due triangoli dì una coppia, passano tutti per un punte. 
ed io esso si tagliano per metà. 



187. Trovare il luogo dei punti di un piano, che equìdiatano da due punti dati 
fuori del piano. 

ISS. Trovare il luogo dei punti di un piano tali, che la somma, o la diETerenza, 
delle loro distanze da due rette fisee del medesimo piano aia eguale ad un segmento 

189. Dato un angolo ÀOB, trovare il luogo dei punti M dello spazio tali, che 
la somma delle proiezioni del segmento OU su i due lati dell'angolo sìa costante. 

190. Trovare il luogo dei punti tali, che la somma delle loro distanze da dae 
piani dati sia eguale ad un segmento dato. 

191. Trovare il luogo dei punti tali, che la aomma delle loro distanze da tre 
piani dati sia eguale ad un segmento dato. 

192. Trovare il luogo dei punti equidistanti da tre piani paralleli ad una atessa 
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193. Trovare il luogo dei ponti equidistanti da tre rette parallela non situate 

194. li piano di un triangolo si muove parai lelaiuen te a sé stesso, in modo che 
due vertici scorrono sa due rette parallele. Qual'à il luogo del terzo vertice? 

19&> Trovare il luogo geometrico dei punti equidistanti dai tre spigoli di ud 

IfHt. Luogo dei punti dello spazio equidistanti da due rette di un piano. 
197. Luogo dei pnnti equidistanti da due rette sghembe. 

195. Luogo dei punti di una sfera equidistanti da due punti non situati in esso. 

199. Luogo dei punti di mezzo dei segmenti, ohe hanno un estremo in un punto 
hio e l'altro estremo sopra un circolo, oppure sopra ona sfera. 

200. Per un pnnto dello spazio si conducano i piani perpendicolari alle rette di 
Dn piano, condotte per un punto. Qual'è il luogo dei punti d'incontro di questi piani 
colle rette ad essi perpendicolari? 

201. Luoghi dei baricentri, dei punti d'incontro delle altezze, dei punti equidi- 
BtaDti dai vertici, oppure dalle rette dei triangoli, ohe si ottengono, tagliando un 
triedro con una serie di piani paralleli. 

302. Dato un prisma triangolare indefinito ed una ana sesiona fissa, si oondu- 
UDD quanti piani si vogliano, paralleli alla sezione fisaa. 

a) l tre piani, individuati dai lati della seziona fissa coi punti d'incontro dei 
tre apigoli opposti con un altro piano, passano per un punto. Qual'è il luogo di 
queeti punti? 

b) Due dei piani suddetti si tagliano aecondo una retta. Qaal'b il luogo di 
tiii rette? 

303. Luogo dei vertici dei parallelogrammi inscritti in un triangolo. 

204. Luogo dei centri dei parallelogrammi, che bauno i vertici sopra i Iati di 
no quadrangolo piano, o gobbo. 

305. Trovare il luogo del punto medio di un aegmento dato, i cui estremi scor- 
TDDO sopra dne rette perpendicolari situste in un piano. 

206. Trovare il Inogo dei vertici dei triangoli rettangoli, che hanno ripotennaa 

207. In un quadrangolo sono dati tre lati e una diagonale. Trovare il luogo 
ie\ punto medio dell'altra diagonale. 

205. In nn quadrangolo sono dati tre lati e una diagonale. Trovare il luogo 
iti punto medio del segmento, che congiunge i punti medii delle due diagonali. 

309. Date in un piano due rette a, b, che a' incontrano, ed un punto P sopra 
ana di esse, p. es. », trovare il luogo dei punti tali che, oondacendo per essi le 
ptrellele alla retta b, il segmento compreso fra il punto stesso e l' intersezione colla 
rtlta a, sia eguale alla distanza di questa intersezione dal punto Ssso. 

310. Luogo dei baricentri dei triangoli rettangoli ohe hanno la medesima ipo- 

311. Lnogo dei centri dei parallelogrammi, ohe si ottengono, tagliando con piani 
paralleli a due spigoli opposti, i piani di un tetraedro. 

212. Si tagli un triedro con una serie di piani paralleli, e per ì pnnti d'incontro 
I di ciascuno di questi piani coi tre spigoli si conducano tre piani rispettivamente per- 
ptndicolari agli spigoli stessi. Questi tre piani s' incontrano in un punto, il luogo 
dil quale è una retta, che passa per il vertice del triedro. 

313. Se si taglia un triedro con piani paralleli, e per le rette d' intersezione di 
"«senno di questi piani colle facce si conducono tre piani rispettivamente perpen- 
djcolari alla facce stesse, questi si tagliano in un punto, il luogo del quale è una 
I Mtta che passa per il vertice. 



214. Tracciare la bisettrice di un angolo, di cui non si conosce il vertice. 
315. Sopra una retta data trovare un punto equidistante da due punti, non 
iti con essa in un piano. 
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216. Per Dna retta data condurrt un piano equidistante da due punti dati. 

217. Condurre un piano equidistante da quattro punti dati non situati nello 
stesso plano. 

218. Per un punto, dato in un piano, condurre nel piano stesso una retta, U 
cui distanza da un punto, dato fuori de! piano, sia eguale ad un segmento dato. 

219. Dati in un piano una retta e due pnuti, situati da una stessa parte ri' 
spetto alla retta, trovare sulla retta un punto tale, che le congiungenti questo punì» 
coi due punti dati formino angoli eguali colla retta medesima. 

220. In un piano trovare un punto tale, ohe la somma delle dist&nz* di esao 
da due punti dati fuori del piano « situati dalla medesinia parte del piano steseo, 

221. Dato un punto sapra ciascuna faccia di un diedro, determinare fra le linee 
poligonali, che può percorrere un punto, obligato a scorrere sulle due facce, p«r 
passar dall'uno all'altro dei punti dati, quella che ha perimetro minore. 

232. In un dato triangola ABC condurre un segmento MN parallelo al lato BC, 
e che termini agli altri due lati, in modo che sia MNEMB + NC. 

223. Dividere un angolo retto in tre parti eguali. 

224. Trovare sopra un lato di un triangolo un punto, tate che la somma delle 
sue distanze dagli altri due lati sia minima. 

225. Trovare nel piano di un triangolo un punto, tale che la somma delle «ae 
distanze dai tra lati sia minima. 

226. Essendo data una striscia e due puuti A, B esterni ad essa e situati da 
parti opposta di uqo dei lati della striscia, trovare una lìnea poligonale ÀMNB, tale 
che il segmento MN, che ha gli estremi sopra i lati della striscia, sia parallelo ad 
una retta data, e che il perimetro della linea stessa sia minimo. 

227. Date due rette che si tagliano, condurre per nn punto F del loro piano una 
retta, che incontri le prime due in punti egnalmente distanti dal loro punto comuoe. 

32S. Per un vertice di un triangolo condurre una tetta, che divida il lato op- 
posto in due parti una doppia dell'altra, senza far uso di questo lato. 

229. Dati tre punti, condurre per uno di essi una retta, in modo che la somma 
delle distanze degli altri due punti da questa retta sia eguale ad un segmento dato. 

230. Trovare sopra un lato di nn angolo un punto, che sia egualmente distante 
dall'altro e da un punto del primo lato. 

231. Per un punto, interno ad un angolo, condurre una retta, in modo che il 
segmento compreso fra i lati dell'angolo sia diviso dal punto in due parti, delle 
quali una sia doppia dell'altra. 

232. Per un punto, esterno ad un angolo, condurre ad uno dei lati un segmento, 
in modo che esso sia diviso dall'altro lato in due parti, delle quali una sia doppia 
dell'altra. 

233. Trovare sopra una retta data un punto tale, che la differenza delle ane 
distanze ds due punti dati, situati da parti opposte della retta, sia massima. 

231. Trovare sopra un piano dato un punto tale, che la differenza delle &at. 
distanze ds due punti dati, situati da parti opposte del piano, sia massima. 

23u. Costruire un triangolo, dati due lati e una mediana. 

236. Costruire un triangolo, dato un lato e due mediane. 

231. Costruire un triangola, dato un lato, un angolo adiacente ad esso e lai 
somma degli altri due lati. I 

23$. Costruire un triangolo isoscele, dato il perimetro e l'altezza corrispondente, 
alla base. 1 

239. Costruire un triangolo, dato il perimetro e due angoli. 

210. Costruire un triangolo dati due Isti e una altezza. I 

211. Costruire un triangolo, dato un iato, un angola adiacente e una mediana. 

212. Costruire un triangolo, conoscendo il perimetro, un angolo e l'altezza cb*l 
termina a uno dei lati dell'angolo dato. 

213. Costruire un triangolo rettangolo, dato un lato e la differenza dei dm 
angoli acuti. 

211. Costruire un triangolo rettangolo, dato nn angolo acuto e la proiezione 
del cateto adiacente. 

21&. Costruire un triangolo rettangolo, data la differenza dei cateti e l'angolo 
opposto sd uno di essi. 
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219. Costrnire na triangola rettangolo, dato un cateto e la differenza degli 
altri due lati. 

247. Costruire Dn triangolo, dato un lato, ano degli angoli adiacenti ad eseo 
« la differenza fra gli altri due lati. 

24S. Costruire un triangolo, dati due angoli e la aomma, o la differenza, dei 
lati opposti ad eaai. 

249. Costraire un triangolo isoscele, data la base e la dìfferenis fra uno dei 
lati eguali e l'altezza relativa alla base. 

250. CoBtrnire un triangolo, conoscendo i punti medii dei lati. 

251. Costruire nn triangolo, conoscendo ì tre termini delle altezze, 

252. Costruire un triangolo rettangolo, dato un angolo aoato e la somma dei 
lati che lo oompreudono. 

253. Costruire un triangolo rettangolo, nel quale uno degli angoli acuti è doppio 
dell'altro, e la bisettrice dell'angolo retto è eguale ad un aegntento dato. 

254. Costruire un triangolo rettangolo, dato uno dei due angoli aonti e la dif- 
ferenza delle proiezioni dei cateti sulla ipotenuaa. 

255. Costruire nn triangolo rettangolo isoscele, data la aomma dell' i potè nnsa 
e di nn cateto. 

256. Costruire nn triangolo, i cui lati passino per tre punti dati, nn lato aia 
parallelo ad ana retta data, e che abbia due angoli eguali a due angoli dati. 

253. Costruire un triangolo, data un'altezza, la differenza dei segmenti, che 
essa determina sul lato corri spo adente, ed il maggiore degli angoli adiacenti a que- 
sto lato, 

258. Costruire un triangolo, dato un angolo, un lato adiacente ad esso e la 
differenza degli altri due lati. 

259. Costruire un triangolo, dato un lato, la differenza degli altri due e la 
differenza degli angoli opposti a questi due lati. 

260. Costruire un triangolo, date le tre mediane. 

261. Costruire un triangolo, dato un lato, l'angolo opposto e la somma degli 
altri due lati. 

262. Costruire un triangolo, dato un lato, l'angolo opposto e la differenza degli 
altri due. 

263. Costruire un triangolo rettangolo, data l'ipotenusa e la differenza delle 
distanze degli estremi dell'ipotenusa dal punto d'incontro delle bisettrici. 

264. Costruire un triangolo, conoscendo un lato, la differenza degli angoli adia- 
centi ad esso e la somma degli altri due lati, 

26&. Costruire un triangolo, conoscendo in grandezza e posizione un lato, la 
somma degli altri due lati, e sapendo che il vertice opposto al lato dato à situato 
•opra una retta data. 

266. Costruire un quadrato, data la somma di un suo lato e di una sua dia- 

267. Costruire un quadrato, conoscendo i quattro punti, in cui i prolnDgamentt 
dei lati incoutrano una retta data. 

268. Costruire un parallelogrammo, conoscendo te diagonali ed un lato. 

269. Costruire uu trapezio, dati i lati paralleli e le diagonali. 

270. Costruire un quadrangolo, conoscendo i lati e il segmento, che unisce i 
punti medii di due lati opposti. 

271. Tagliare un angoloide tetraedro con uu piano, che passi per un punto dato, 
io modo che la sezione sia un parallelogrammo. 

272. Tagliare con un piano un triedro tri rettangolo, in modo che la sezione 
sia nn triangolo eguale ad un triangolo dato. 

273. Trovare sopra una retta data un punto, tale che la soinma delle sue di- 
stanze da due piani, che si tagliano, sia minima. 

274. Sovra un biliardo rettangolare, in quale direzione bisogna lanciare una 
palla, perchè ripassi per il punto di partenza, dopo aver toccato tutte le quattro 
spende ? 

27». Sovra un biliardo rettangolare quale via deve seguire una palla per incon- 
trare un'altra palla dopo aver toccate tutte le quattro sponde? 

276. Costruire nn poligono di un numero dispari di lati, essendo dati i loro 
punti medii. ^ 
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237. Fra tutti i triangoli di egual base ed eguale altezza qual' è quello che ha 
il perimetro miuore? 

2T8. Eaaendo disegnate in un piano doe rette parallele, dividere un segmento 
dato Bopra una di esse, facendo uso della sola riga, in 2, 4, 8, 16 parti eguali. 

2/19. Dato no angolo acuto ed un punto A interno ad eaao, trovare sui lati 
dell'angolo due punti B, G tali, che il triangolo ABC abbia il minor perimetro pos- 

380.' Di un triedro isoedro ai oonoaee il rettilineo dei due diedri eguali e la 
faoeia ad easi adiacente — Trovare con ooBtruEÌoni piane le facce eguali e il retti- 
lineo del terzo diedro. 

2S1. Trovare con oostruzioni piane i rettilinei dei diedri di un triedro ixoedro, 
conoscendo le sue facoe. 

2SÌ. Di un triedro ifioadro si conosce la foocta adiacente ai diedri eguali e l'an- 
golo, che fa con essa lo epigolo opposto. Trovare con oostruzioni piane le facile 
eguali e i rettilinei dei diedri eguali. 

283. Trovare con oostruzioni piane tntti gli elementi di un triedro, cono- 

a) due facce e il rettilineo del diedro compreso; 

b) una faccia e i rettilinei dei due diedri adiacenti^ 

e) due facce e il rettilineo del diedro opposto ad uno di essi; 
d) ì rettilinei di due diedri e la faccia oppoata ad uno di essi. 
281. Trovare con costrusioni piane gli angoli, che formano colle facce di nn 
triedro, le quattro rette secondo le quali si tagliano a tre a tre i piani perpendico- 
lari alle facce etesse, condotti per le bisettrici delle medesime, o degli angoli ad 
esse conaeguenti. 

380. Sono dati due punti aituati rispettivamente au due facce di nn triedro. Si 
costruisca la distanza del vertice del triedro dalla loro cougiungente, e gli angoli, 
che essa congiungente fa colle facce e con gli spigoli del triedro. 

286. Sono dati tre punti aitnati rispettivamente anile facce di nn triedro. — 
Si costruisca la distanza del vertice del triedro dal piano individuato da quei tre 

287. Conoscendo i punti d'incontro di un piano con gli spigoli di nn triedro, 
trovare la sua distanza dal vertice del triedro, e gli angoli ohe esso fa con le facce 
e con gli spigoli del medesimo. 

288. Costruire i rettilinei dei diedri, che i piani, individuati dalle coppie di spì- 
goli opposti dì un cubo, formano fra loro. 

289. Trovare i piani, che tagliano la superficie di nn tetraedro ascondo una 
losanga. 

29t>. Dati gli spigoli di nn tetraedro, trovare, con costruzioni piane, le con* 
giungenti i vertici coi baricentri delle facce opposte. 

291. Costruire le facce di un tetraedro, conoscendo la base e ì rettilinei dei| 
diedri che essa fa con le altre tre facce. j 

392. Costruire un tetraedro, conoscendo la base e gli angoli che l'altezza cor- 
rispondente fu colle altre tre facoe. I 

293. Trovare con costruzioni piane tntti gli elementi (spigoli, facce, rettilinei 
dei diedri) di un tetraedro, conoscendone la base, l'altezza e due spigoli laterali. 

391. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di nn tetraedro, conoBoen* 
done la base, l'altezza, uno spigolo laterale, e l'angolo che nn altra spigolo furm^ 
col piano della base. 

296. Trovare con eost^'usioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono- 
scendone la base, l'altezza e gli angoli ohe due spigoli laterali fanno ool piano della 

396. Trovare con coatruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, oono-j 
seendone la base, l'altezza, uno spigolo laterale e il diedro, che il piano della facci" 
laterale opposta a questo spìgolo fa col piano della base, 

29T. 'Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, 
Hoendone l'altezza, i tre spigoli laterali, i diedri formati da due facce laterali col' 
piano della base e un lato della base, situato sopra lo spigolo di uno di questi diedri. 

298. Trovare con costruzioni piane gli elementi di un tetraedro, oonoacendone 
la base e gli angoli, che il j>ÌBno di essa fa con due spigoli laterali e col loro piano. 
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299. Trovare gli elementi di un tetrseclro, oonoecendone la base, raUezza e gli 
angoli che uno spìgolo laterale forma con i due spigoli della base coDcorrenti con 

SOO. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di nn tetraedro, conoscen- 
done l'altezza, due spigoli laterali e i diedri, che il piano della base forma coi pinni 
delle tre facce laterali. 

301. Trovare con costruzioni piane tatti gli elementi di Dna piramide, avente n 
facce laterali, conoscendone la base e tre spigali laterali consecntivl. 

302. Di nn tetraedro rettangolo si conosce la base e nno spigola laterale. Tro- 
vare con costruzioni piane gli altri suoi elementi. 

303. Di un tetraedro a facce eguali si conosce una faccia. Trovare con costra- 
lioni piane tutti gli altri suoi elementi. 

301. Per nna retta, data nel piano di una faccia di un triedro, condurre nn 
piano, che intersechi la superficie del triedro secondo un triangolo rettangolo. 

305. Per una retta, data nel piano di nna faccia di un triedro, condurre un 
piano, che intersechi la superficie del triedro secondo un triangolo isoscele. 

300. Tagliare un tetraedro con nn piano, in modo che la sezione sia un paral- 
lelogrammo avente i lati egnali a due segmenti dati. 

307. Tagliare un tetraedro con un piano in modo che la sszione sia un paral- 
lelogrammo avente una diagonale eguale ad un segmento dato. 

308. Quand'è' che la superficie di un tetraedro può essere tagliata da un piano 
secondo un quadrato? 

309. Dati gli spigoli di nn tetraedro, trovare, con costruzioni piane, i segmenti 
che conginngoDO i vertici coi baricentri delle facce opposte. 

310. Dati gli spigoli di un tetraedro, trovare, con costruzioni piane, i segmenti 
cbe congiuDgono i ponti medi delle coppie di spigoli opposti. 

SU. Data la base di una piramide e gli spigoli laterali eoncorrenti in tre ver- 
tici consecutivi della base, trovare, con costruzioni piane, tutte le facce, l'altezia e 
i segmenti, che hanno per estremi i punti medi dì due spigoli qualunque. 
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UIBItO TEPtZO 



CAPITOLO I 



Bslazloni fra rette, piani e sfere. 



1. — BELAZIONI DI DNA BETTA COH US CIRCOLO ( 
E DI CU PIANO CON UNA SFERA. 



UNA SFERA, 



174. Teorema. — Data una retta ed un circolo, situati nello stesso 
piano, oppure una retta ed una sfera, 

1" la retta ha tutti i suoi punti esterni al cerchio (o alla superficie sfe- 
rica), se la sua distanza dal centro è maggiore del raggio; 

2° la retta ha un solo punto comune col circolo (o colla superficie sfe- 
rica), e tutti gli altri suoi punti esterni al cerchio (o alla sfera), se la sua 
dislama dal centro è eguale al raggio; 

3" la retta ha due punti comuni col circolo (o colla superficie sferica), 
se la sua distanza dal centro è minore del raggio. 

E ■ 



1*. Sia a (fig. 138) una retta, la quale ha dal centro di un 

chic (o di unasfera) e una distanza OÀ maggiore del raggio. Il punto A 

^ ^ è evidentemente esterno al cerchio (o alla sfera) e, 

- e, siccome tutti i segmenti obliqui, che dal punto 
_ si possono condurre alla retta a, sono maggiori del 

segmento perpendicolare OA (§ 158 Teor.), cos^ tutti 

- ì punti di a diversi da A, avendo dal punto una 
distanza maggiore del raggio, sono esterni al cer- 
chio (o alla sfera) e. 

2". Se la retta a' ha dal centro del cerchia 
{o della sfera) e una distanza OA' eguale al raggio, 
li punto A', avendo dal centro una distanza 
eguale al raggio, si trova sulla circonferenza (e 
sulla superficie sferica] 




Fig. 138. 



Tutti gli altri punti della retta a', avendo, conie abbiamo osservate 
sopra, una distanza dal centro maggiore di OA', saranno esterni. 
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3". Se finalmente la distanza OA" del centro dalla retta a" è 
minord del raggio, il punto A" si trova intsrno at cerchio (o alla sfera), 
ed allora (§ 83 Cor. 4°) la retta a" deve incontrare il circolo o la su- 
perficie sferica) in due, e due soli, punti B, G. 

I teoremi inversi poi sono veri per la seconda legge delle in- 



Deflnizioni. — 1*. Data una vetta ed un circolu in un piano, oppur« una retta 
ed nna sfera, diremo che la retta à tangenie o secante del circolo (o della superfioie 
eterica) aecondo obe ha con essa uno o due punti comuni. Chiameremo poi punto di 
contatto di tangenza il punto comune ad uà cìrcolo [a ad una superficie sferica), 
e ad ana sua tangeate. Un segmento di tangente, che contiene il punto dì contatto 
dicesi pure tangente, mentre per eegmento tangente condotto da un punto ad un ctr- 
eolo [o ad una auper/ìeie afericn), intendasi il segmento di tangente, che ha per 
strami quel punto e il punto di contatto. 

2*. ChÌRmasi corda di . un cerchio o circola (oppure di una sfera o superficie 
sferica) il segmento, situato aopra una aec&nte, che ha per estremi i due punti oo- 
muoi alla secante e al circolo (o alla superficie sferica). 

In seguito alle definizioni stabilita il teorema precedente può anche 
enunciarsi nel modo seguente: 

Una retta, giacente nel piano di uh circolo, è esterna, tangente o se- 
cante di quel circolo (o di una super^cie sferica), secondo che ha dal centro 
una distanza maggiore, eguale o mtnore del raggio: e viceversa. 

Corollari. — 1°. Tutti i punti di una corda di un cerchio (o di una 
sfera) sono intemi ad esso; i punti dei suoi prolungamenti sono estemi. 

2". Una corda di un cerchio o di una sfera è divisa per metà dal 
diametro ad essa perpendicolare. 

Infatti, se B, C (fig. 138) sono i punti d'incontro di una secante a" 
con un circolo {o una superficie sferica), i due segmenti OB, OC, di- 
stanze di B e C dal centro O, sono eguaJi, e perciò sono pure eguali 
le loro proiezioni A"B, A"C sulla retta a" (§ 158 Teor.) Ogni punto del 
segmento BC e poi interno al cerchio (o alla sfera), perchè la sua di- 
stanza dal centro è minore del raggio OB, avendo su a" una proie- 
zione minore di A"B; e ogni punto di uno dei prolungamenti del seg- 
mento BC è esterno al cerchio (o alla sfera), perchè la sua distanza 
dd centro è maggiore del raggio OB, avendo su a" una proiezione 
maggiore di A"B (§ 158 Teor.) 

3°. Una secante di un circolo (o di una superficie sferica) è tagliata 
da questo nei due punti comuni. 

DeOnizioni. — 3'. Ciasicuna delle due parti, in cui Qoa corda divide un cer- 
chio, dioesi tegmento di cerchio. 

4*. I due estremi di una corda di un cerchio dividono il circolo in due archi, 
elle si dicono sottesi dalla corda. 

175, Teoremi. — 1°. Si può sempre condurre una, ed una sola, tan- 
gente a un dato circolo m un suo punto. 

2f. Si possono condurre infinite rette tangenti ad una superficie sfe- 
rica in un suo punto. R luogo di esse è un piano. 
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1°. Se A è un punto dato ad arbitrio sul circolo e (fig. 140), la 
retta a, condotta per il punto À nel piano del circolo, perpendicolare 
al raggio OA, ha dal centro del circolo una distanza eguale al raggio OÀ, 
ed è perciò tangente ad esso. 

Rispetto ad ogni altra retta b, condotta per A, 
il raggio OA risulta obliquo ; e perciò una tal retta 
ha da una distanza minore del raggio OA, e 
quindi è una secante. 

2°. Se À è un punto di una superfìcie sferico, 
.. fra tutte le rette, condotte per esso, quelle che sono 
perpendicolari al raggio OA hanno dal centro 
una distanza eguale al raggio, e sono perciò tan- 
— genti alta sfera; tutte le altre hanno da una 

Fig. 140. distanza minore del raggio, e sono perciò secanti. 

Sappiamo poi che il luogo delle rette perpendico- 
lari alla retta OA, condotte per il punto A, è il piano perpendicolare 
ad OA, condotto per A (§ 60 Teor.) 

176. Teoremi. — 1". Un piano ha tutti i suoi punti esterni ad una 
sfera, se la sua distanza dal centro è maggiore del raggio. 

2". Un piano ha un solo punto comune con una superficie sferica e 
tutti gli altri punti esterni, se la sua distanza dal centro è eguale al raggio. 

5". Un piano ha comuni con una superficie sferica tutti i punti di 
un circolo, se la sua distanza dal centro è minore del raggio. 

E viceversa. 

1". Sia a (fìg. 141) un piano, che ha dal centro della sfera S una 
distanza OA, maggiore del raggio. Il punto A è esterno alla sfera, e 
tutti gli altri punti del piano a, avendo da una distanza maggiore 
di OA {§ 158 Teor.), e quindi anche del raggio, 
sono pure esterni alla sfera. 

2°. Se il piano a ha dal centro della sfera S 
una distanza OA' eguale al raggio, il punto A' 
giace sulla superficie sferica. Tutti gli altri punti 
del piano a.' hanno da una distanza maggiore 
del raggio OA', e perciò sono esterni alla sfera. 

3°. Supponiamo finalmente che un piano a" 
abbia dal centro della sfera S una distanza OÀ", 
minore del raggio. L'estremo A" è evidentemente 
interno alla sfora, quindi (§ 83 Cor. 4") ogni retta, 
condotta per A", deve incontrare la superfìcie afe- Fig. 141. 

rica in due punti, e perciò la superficie sferica S 

ed il piano a" devono avere in comune infiniti punti. Supponiamo che 
sia B uno di questi punti: è chiaro che i punti comuni al piano a," e 
alla superficie sferica S sono quei punti del piano a.", che hanno da 
una distanza eguale ad OB; il luogo di essi, come è noto, è un circolo 
dì raggio A"B descritto col centro in A". Tutti i punti del piano a", 
interni al circolo suddetto, hanno da una distanza minore del rag- 
gio OB, perchè le proiezioni di queste distanze su a" sono minori 
di A"B, e perciò sono interni alla sfera. Tutti i punti del piano a", 
esterni al medesimo circolo, hanno da una distanza maggiore del 
raggio OB, perche le proiezioni di queste distanze su a." sono maggiori 
di A"B, e perciò sono estemi alla sfera. 
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I teoremi inversi sono veri per la seconda legge delle inverse. 

Definizioni. — 1*. Dn piano diesai tangenti o secante dì una sfera, eeeoDdo 
che esso ha comune colla auperflcie della sfera nn sol punto, oppure tutti i ponti 
di nn cìrcolo, diismnsi poi punto di contatto, o di tangenza il punto comune ad una 
BiiperficLe sferica e ad un suo piano taDgeate. 

2*. Si dice cbe nn circolo è eopra una tfera, quando appartiene alla sua bu- 
perGcie. 

Corollari. — 1°. Un diametro di una sfera, perpendicolare ad un 
piano secante, incontra questo piano nel centro del circolo d'intersezione. 

2°. Se una retta è tangente ad una sfera, è anche tangente ai circoli 
sopra la sfera, situati in piani passanti per la retta; e viceversa, se una 
retta è tangente ad un circolo sopra una sfera, essa è tangente anche 
aUa sfera. 

Infatti, essendo r una retta tangente ad una sfera S, e e un circolo 
sopra la sfera, situato in un piano condotto per r, è evidente che ree 
hanno in comune soltanto il punto di contatto di r con S; e viceversa, 
ae r è tangente al circolo e, essa non può avere in comune colla sfera S 
altro che il punto di contatto con e. 

Definizioni. — 3*. Un piano secante di una sfera, divide la afera in due parti 
dette segmenti sferici a una base, e la sua superficie in due parti dette calotte. Il 
circolo, iutei'sezione del piano secante colla superficie sferica, diceai baie delle dut 
calotte, e il cerchio compreso diceai iaae dei 
due eigiaenli. La parte di diametro perpen- 
dicolare al piano secante, compreao in un 
segmento sferico, si chiama altezza di quel 
sejtnento e della calotta corrispondente. 

4*. Bue piani aecanti paralleli dividono gH 
Ih sfera in due segmenti sferici e in una 
terza parte, compresa fra i due piani, che si 
tMAms, segmento sferico a duebaai (fìg.H2); 
e dividono la superficie della sfera in due Fig. 142. 

calotte e in una terza parte intermedia 

chiamata zona. Si chiamano bagi della zona i circoli d'intersezione dei due piani 
secanti colla sfers; i cerchi da essi compresi sono le baei del segmento corrispon- 
dente. La parte di diametro perpendicolare ai due piani secanti e compresa fra essi 
diceai altezza della zona e del tegmento corrispondente. 

177. Teorema. — Si può condurre uno ed un solo piano tangente ad 
una sfera in un suo punto. 

Se infatti À è un punto dì una sfera S di centro 0, il piano con- 
dotto per il punto A, perpendicolare al raggio OA, ha dal centro una 
distanza eguale al raggio della sfera, ed è perciò tangente. Ogni altro 
piano condotto per il punto A risulta obliquo al raggio OA, ed ha da 
una distanza minore del raggio, e perciò è un piano secante della 
sfera. 

Corollario. — H piano tangente ad una sfera in un suo punto è il 
luogo delle rette tangenti alla sfera nel medesimo punto. 

1 78. Teorema. — Un diametro perpendicolare ad una corda di un 
circolo divide gli archi, da essa sottesi, in due parti eguali. 
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Sia KN (fig. 143) il diametro perpendicolare alla corda AB. Fa- 
^ cendo rotare il semicerchio MBN attorno al dia- 

metro MN, finché venga a coincidere coll'altro 
MàK, la retta AB perpendicolare ad MX viene 
a coincidere con se stessa; inoltre, poiché la 
corda AB è divisa per metà dal diametro MN 
'§ 174 Cor. 2°), il punto B cade in A; dunque 
flA = MB, NA^NB. 

Corollario 1°. — Gli archi, compresi fra 
due rette paraìlde e che terminano ad esse, sono 
Fig. 143. eguali. 

Infatti sì ha che MA' = MB' e MAH MB; dunque 
MA' -MAE MB' -MB, 
ossia 

AA' = BB'. 

Osfierraisioae — La retta MN (fig. 143) aoddiafa a cinque condizioni: 
1° passa per il centro; 2° è perpendicolare alla corda AB; 3' divide questa 
per metà; 4" divide ver metà l'arco AMB; 5" divide per metà l'arco ANB. 
JBssa è individuata da due qu&lunque delle condizioni suddette, ed è facile 
dimostrare che, quando sono veriflcate due delle condizioni esposte, sono 
verificate tutte le altre. Si hanno così complessivamente dieci teoremi, 
dei quali ci limitiamo ad enunciare soltanto il seguente: 

La perpendicolare nel punto medio di una corda di un cerchio passa 
per il centro. I 

Corollario 3°. — Dato un arco di circolo si può costruirne U centro. 

Infatti, condotte nell'arco due corde non parallele, si determini il 
punto d'incontro delle perpendicolari alle due corde nei loro punti medi; 
questo sarà, per il teorema precedente, il centro cercato. i 

179. Teorema. — Se due archi sono eguali, sono eguali anche le corde . 
che li sottendono; e se due archi, appartenenti ad uno stesso circolo e mi- ' 
nari di mezza circonferenza, sono diseguali, è maggiore la corda che sot- 
tende l'arco maggiore; e viceversa. 

V. Se i due archi AB^^A'B' 
angoli al centro AOB,A'0'B', 
e i due triangoli OAB, O'A'B', 
avendo un angolo eguale com- 

Sreso fra lati OA, OB, O'A', 
'B' eguali (come raggi di cir- 
coli egualij sono eguali ; per- 
ciò anche il lato AB è eguale 
al lato A'B'. 

2°. Supponiamo ora che i 
due archi AB, A'B', minori di 
una aemi-circonferenza, sieno 
diseguali, e che sia per es. AB > A'B'. 

Essendo gli areni AB, A'B' minori di mezza circonferenza, 
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aDgoli al centro À06, A'O'B' sono convessi, e perciò le corde AB, A'B' 
sono interne ad essi. Inoltre è AOB > A'O'B', ed allora ì due triangoli 
AOB, A'O'B' hanno i Iati OA, GB, O'A', O'B' eguali, ma gli angoli com- 
presi disuguali, perciò 11 terzo Iato AB, opposto all'angolo maggiore, è 
maggiore del lato A'B', opposto all'angolo minore. 

I teoremi inversi sono veri per la seconda legge delle inverse fPre- 
liminari § 4). 

180. Teorema. — In un eercìiio (o in una sfera) oppure in cerchi 

(o sfere) eguali 

1° due corde eguali sono egualmente distanti dal centro; 

2" di due corde disuguali la maggiore è la più vicina al centro; 

3° il diametro è maggiore di qualunque corda. j 

1". Sieno AB, A'B' (fig. 145) due corde eguali 
M cerchio (o della sfera) di centro 0, e aieno OH, 
OH' le rispettive distanze dal centro. I triangoli ret- 
tangoli OBH, OA'H' sono eguali, perche hanno eguali ^ 
lo ipotenuse e i due cateti BH, À'H', come metà di 
eorde eguali; dunque OH = OH'. 

2°. Se AB è maggiore di A'B' (fig. 146) anche l'an- 
golo AOB è maggiore di A'O'B' {§§ 179 e^33), e quin- 
di, se nel piano AOB si forma l'angolo AOB" E A'O'B', la semiretta GB" 
risulta interna all'angolo AGB e il punto B" si trova 
da parte opposta del punto rispetto alla retta 
AB. Allora anche la corda AB" è tutta dalla parte 
opposta del punto rispetto ad AB, ed il segmento 

Serpendicolare OH" condotto dal centro alla AB" 
ève incontrare la retta AB in un punto K (Post VI, 
2"). Il segmento OK obliquo alla retta AB è mag- 
giore del segmento perpendicolare OH, e perciò, 
essendo OH">GK, è a più forte ragione OH" > OH. 
Ne segue che, essendo OH" = OH', perchè le 
corde AB", A'B' sono eguali, e quindi equidistanti 
dal centro, deve anche essere OH' > OH. 

3°. Se AB (fig. 147) è una corda qualunque, che non passi per il 
centro, dal triangolo AOB si ha che AB è minore 
: di AO + OB, ossia minore di due volte il raggio; 
! cioè AB è minore del diametro. 

Corollari. — 1". Due corde di un cerchio (o di , 
vna sfera), egualmente distanfi dal centro, sono eguali, 
e di due corde disegualmertte distanti dal centro, è 

■ "^ggiore quella che ha minore distanza dal centro. 

j 2°, Date due circonferenze in un piano (o due 
superficie sferiche) concentriche, le corda della ctrcon- 

, fertnza (o della superficie sferica), avente raggio mag- 
giore, tangenti all'altra sono tutte eguali. 

.3". Se in una circonferenza (o in una superficie sferica) sono date 
Tarie corde eguali, esse sono tutte tangenti ad una circonferenza (o ad una 

1 ìvperficie sferica) concentrica alla prima, che ha per raggio la distanza 

' ddle medesime corde dal centro. 




Fig. U6. 




Fig. 147. 
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(8(. Teoremi. — 1". I circoli aopra una afera, attuati in piani egual- 
mttite diatanli dal centro, sono eguali. 

2^. Di due circoli sopra una afera, situati in piani diaegualmente 
distanti dal centro, ha diametro maggiore quello il em piano è piii vicino 
al centro. 

3°. Un circolo diametrale di una sfera ha diametro maggiore di quelh 
di qualaivoglia altro circolo sopra la sfera, il quale non sia diametrale. 

Queste proprietà si ricavano immediatamente da quelle del g pre- 
cedente) osservando che i diametri dei circoli sopra una sfera sono corde 
della sfera stessa, che hanno dal centro della medesima distanze eguali 
a quelle dei piani dei circoli stessi. 

Corollari. — 1". Se due circoli sopra una sfera sono eguali, i loro 
piani sono egualmente distanti dal centro della medesima; e se i due cir- 
coli sono disuguali il piano di quello, che ha diametro maggiore, ha dal 
eentro una distanza minore. 

2°, Se due auperficie sferiche sono concentriche, i piani tangenti a 
quella, che ha raggio minore, tagliano l'altra secondo circoli eguali. 

3". Se vari circoli sopra una sfera sono eguali, i loro piani sono tutti 
tangenti ad una sfera concentrica alla prima, avente per raggio la distanza 
del centro dai piani stessi. 

182. Teorema 1". — Gli angoli, formati da una secante di un cir- 
colo eòlle due tangenti nei punti d' intersezione, sono ordinatamente eguali. 

Sia a una secante, che incontra un circolo e nei punti B, B', 6b,h' \ 
siano le tangenti in B, B' a questo circolo. 
Condotta per il centro la retta MN per- 
pendicolare ad a, si faccia rotare il semi- 
piano MXB' attorno ad MN* di un mezzo i 
giro, iu guisa che venga a coincidere col 
^j, semipiano MNB. Il semicircolo MB'N verrà 
a coincidere col semicircolo BMN, e il pun- 
to B' con B (essendo BB' perpendicolare 
a MN), e perciò la tangente o verrà a coin- 
cidere con la tangente h, non potendosi 
condurre in un punto di un cìrcolo piìi dì j 
Fig. 148. una tangente ad esso. Ne segue che gli ' 

angoli, che la retta a forma colla retta b', 
sono ordinatamente eguali a quelli che essa ia. colla h. i 

Corollario 1°. — Le due rette tangenti ad un circolo, nei punti ePin- ' 
contro di esso con una sua secante, incontrano in uno aiesao punto la per- . 
pendicolare alla accante condotta per U centro, se la secante stessa noni 
passa per il centro; e sono ad esaa parallele, se la secante passa per il centro.^ 

Teorema 2°. — I diedri formati da un piano secante di una super- 
ficie sferica con i piani tangenti a questa nei punti dd circolo d' interie- 
zione, aono ordinatamente eguali. 

Sia a un piano, che seca una superficie sferica S secondo un 
colo e, ed a la retta perpendicolare al piano a, condotta per il centro 
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della sfera. Fticendo rotare tutta la figura attorno alla ratta a, la 

superficie sferica S, il piano a e il cìrcolo e acorrono su se stessi di guisa 

che, quando un punto B di e abbia preso 

la posizione di un altro punto B die, 

anche il piano p tangente in B avrà 

preso la posizione del piano &' tangente 

in B', e quindi i diedri formati dai 

pi&ni ^, ^' con a sono ordinatamente 

eguali. 

Corollari. — 2". Gli angoli formati 
da una secante di una superficie sferica 
con i due piani tangenti a questa nei 
punti d'intersezione sono eguali. 

Se una retta incontra una super- Fig. 149. 

ficie sferica nei punti B, B", sì faccia 

rotare la sfera di un mezzo giro attorno alla retta a, condotta per il 
centro, perpendicolare alla BB". Il segmento O'B prende la posizione 
dì O'B", e il piano tangente in B quella del piano tangente in B". 

3'. Tutti i piani tangenti ad una superficie sferica, nei punti comuni 
ad essa e ad un piano secante, incontrano in un medesimo punto la retta 
condotta per il centro perpendicolare al piano secante, e formano con essa 
angdi eguali, se il piano secante non è diametrale; .e sono ad essaparal- 
Idi, se il piano è diametrale. 

DeflnlEioni. — 1». Chism&Dei angoìi 4i un circolo (« di una superfieie affrica) 
co* una tua Mcante, gli angoli formati da questa con UDa delle rette (o piani) tan- 
genti nei pantì d'intersezione. 

2*. Chiamansi angoli di una tuperfieie sferica con un suo piano stcante, i ret- 
tilinei dei diedri formati dal piaoo secante con uno dei piani t&ngenti io un punto 
comone al piano e alla afera. 

It*, Una secante dì una circonferenza (o di una superficie sferica) si dice ptr- 
ptndieolare o normale ad essa, se fa con essa angoli retti, obliqua nel caso contrario. 
Un piano secante di nna superficie sferica, ei dice perpendicolare o normale a que- 
sta, sa fa con essa angoli retti, obliquo nel caso oontrario. 

Una parte di retta (o di piano) normale ad una circonferenza (o ad una super- 
ficie sferica) dicesi pure normale ad essa. 

Corollari. — 4". Tutte e sole le secanti di una circonferenza (o,di 
uno superficie sferica) che passano per il suo centro sono normali ad essa. 

5". Per un punto, che non sia il centro, di una circonferenza (o di 
UNO superficie sferica) passa una, ed una sola, retta ad essa normale. 

6". Tutti i piani diametrali di una sfera, ed essi soli, sono normali 
"Ha superficie sferica. 



2, — RELAZIONI DI ANGOLI CON UN CIRCOLO. 

183. Definizione. — Se un angolo ha il vertice in un punto di nn arco, e i 
suoi lati passano per gli estremi di esso, si dice che esso è inscritto in quest'arco, 
oTTere che à un angolo alla circonferenza che insiste sul rimanente arco, o che eom- 
praide quest'arco. 
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Teorema. — Qualunque angolo, che ha il vertice sopra una 
ferema, e che comprende un arco delia medesima, è la metà deirangolo 
al centro, che comprende lo stesso arco. 

Per la dimostrazione di queato teorema considereremo separatamente 
il caso in cui uno dei lati del dato angolo BÀG passi per il centro, quello 
g in cui il centro sia interno, quello in cui il centro sia 

esterno all'angolo. 

1". Se il centro si trova sul lato AB {fig. 150), 
congiangiamolo col punto C d' incontro dell'altro lato 
colla circonferenza. Allora il triangolo OAC, avendo 
i lati OÀ, OC eguali come raggi, ha anche gli angoli 
OAC, OCA eguali, o perciò l'angolo BOC, estemo al 
triangolo OAC, essendo eguale alla somma dei due 
angoli suddetti, è il doppio di oiascuno dì essi ed in 
particolare dell'angolo BAC. 

2°. Se (tìg. 151) il centro del circolo è interno 
all'angolo BAC, il diametro AD, condotto per il vertice A, scompone in 
due parti il suddetto angolo BAC ed anche l'angolo 
al centro BOC che comprende lo stesso arco. Per la 
dimostrazione precedente gli angoli BOD, DOC sono 
rispettivamente doppi degli angoli BSÌ), DAC, e per- *| 
ciò la loro somma BOC è doppia dell'angolo BAC, 
somma dei due angoli BAD, DAC. 

3". Se il centrò del circolo è esterno all'angolo 
BAC (fig. 152), conducendo per il vertice A il diametro 
AD, avremo BAC = DAC;^DA>,eBOC~DÓC-DaB. ^ 

Ma già sappiamo che DOC è il doppio di DAC, DOB è il doppio di DAB, 
perciò anche BOC ò il doppio di BAC. 

Corollari. — 1". Tutti gli angoli inscritti in uno 
* stesso arco sono eguali. 

Infatti gli angoli inscrìtti in uno stesso arco sono 
tutti eguali alla metà di uno stesso angolo al centro. 

3°. Se due archi sono eguali, gli angoli in essi in- 
scritti sono eguali.Yiceversa,: Se sono eguali gli angoli ] 
due archi, appartenenti a circoli eguali, sono eguali anche gli archi. . 

Infatti, se sono eguali due archi, sono eguali anche gli angoli al j 
centro che insistono su di essi, e quindi anche le loro metà; e viceversa. 

5°. Un angolo inscritto in un arco è acuto, retto, od ottuso, secondo j 
che questo arco è maggiore, eguale o minore di mezza circonferenza. [ 

Intatti, l'angolo al eentro, doppio dell'angolo dato, è convesso, piatto, ■ 
concavo, secondo che Ìl suddetto arco è maggiore, eguale, o minore i 
di mezza circonferenza. 




Fig. 151. 
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4". Dve angoli inscritti in due archi, la cui somma è una circonfe- 
renza, sono sup^ementari. 

Infatti (fig. 153), essendo l'angolo ABC la metà dell'angolo convesso 
AOC, e l'angolo ADC la metà dell'angolo concavo 3 

à3c, la somma àSg + ADC è la metà della s 
dei due angoli al centro AOC, l'uno convesso, l'altro 
concavo, la quale è eguale a due angoli piatti. 

Definizione. — TTn arco ei dice capace dell'angoto, al 
qnale son eguali tntti gli angoli inacritti ia easo. 

184. Teorema. — Ciascun angolo formato da una 
tangente ad un circolo e da una secante, che passa per Fig. 153. 
il punto di contatto, è eguale all'angolo alla circonfe- 
renza, che insiste stdl'arco compreso fra i lati di quest'angolo, o del suo 
opposto al vertice. 

Essendo AB (fig. 154) una secante del circolo e, ed AC la tangente 
ad esso nel punto A, conducasi per il punto B la corda BD parallela 
alla tangente AC, e si unisca A con D. 311 
archi AB, AD sono eguali (§ 178 Cor. 1°), e per- 
ciò sono ^ure eguali le corde AB, AD. Ne segue 
cbe il triangolo ABD è isoscele, e gli angoli 
ABD, ADB sono eguali. Ma gli angoli DBA.BAC 
sono pure eguali, come alterni interni rispetto 
alle rette parallele AC,BO e alla trasversale AB ; 
dunque sono pure eguali gli angoli BAC, BDA. 
Ora l'angolo inscritto nell arco AHB è il 
supplemento dell'angolo BDA (§ 183 Cor. 4°); 
inoltre l'angolo BAE è pure il supplemento dì 
BAC, quindi, essendo BAC = BDA, è anche BEA = BAE. 

185. Teorema. — Un angolo, che ha il vertice intemo ad un cerchio, 
è eguale alla semisomma degli angoli al centro, che insistono sugli archi 
compresi neU'angdo dato e nel suo opposto al vertice. 

Siene AB, CD (fig. 155) due secanti del circolo 
nel punto E, interno ad esso, e consideriamo, per es. 
l'angolo BED. Questo, essendo esterno al triangolo 
EBC, è eguale alla somma dei due angoli ECB, EBC, 
i quali sono rispettivamente la metà degli ang 
centro, che si appoggiano sugli archi BD, CA, _ 
presi l'uno nell'angolo considerato, l'altro nel 
oppoBto al vertice. 

186. Teorema. — Un angolo, che ha il vertice „■ .^^ 
esterno ad un cerchio ed i lati secanti, è eguale alia *' 
senudifferenza degli angoli al centro, che insistono sugli archi compresi 
neltangolo stesso. 




che si taglia 
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Sia CAE (fig. 156) un angolo, avente il vertice esterno al cercbio e, 
L Iati secanti. L'angolo CBE, esterno al triangolo ÀBE, è eguale 
alla somma dei due angoli BÀE, ÀEB; perciò l'an- 
golo BAE è eguale alla differenza dei due angoli 
CBE, BEA, i quali sono le metà degli angoli al cen- 
tro, che si appoggiano augii archi CE, BD. 




3. — KELAZIONI FRA DUE CIRCOLI ] 
E FRA DUE SFERE. 



VS PIANO 



187. Teorema. — Fra gl'infiniti segmenti, che 

terminano ad un circolo (o aa una superficie sferica) 

Pig. 156. e partono da un punto preso nel piano del circolo al- 

l'infuori del centro, 

1" quello normale, che contiene il centro, è maggiore di qualunque olirò; 

2° quello normale, che non contiene il centro, è minore di qualunque 

altro; 

3" due segmenti, i cui estremi distano equalmente dall'estremo di un 
segmento normale, sono eguali; altrimenti è maggiore quello, il cui estremo 
ha una distanza maggiore dall'estremo del segmento normale minimo. 
E viceversa. 

1°. Siene AK, AH (fig. 157, 158) i due segmenti, che partono dal 
punto A e terminano al circolo (o alla superficie sferica) ai centro 0, 
e sia AD un altro segmento qualunque. 





Fig. 157. Fig. 158. 

Dal triangolo AOD si ha OA + OD > AD (§ 81 Teor.), ed essendo 
ODeOK. ne segue AO + OK>AD, ossia AK> AD. 

2". Nello stesso triangolo AOD si ha, che il lato AD è maggiore 
della differenza fra i lati AO, OD, la qu^e, essendo OD - OH, è eguale 
ad AH. 

3°. Siene ora AB, AC due segmenti obliqui, tali che le distanze BH, 
HC siano eguali ; allora gli angoli al centro BOH, HOC sono eguali, e 
quindi i triangoli AOB, AOC, avendo il lato OA comune, i lati OB, OC 
eguali come raggi e gli angoli fra essi compresi pure eguali, sono eguali, 
ed hanno AB E AC. 

Finalmente sieno AC, AD due segmenti, tali che sia la distanza HD 
maggiore della distanza HC; allora anche l'angolo al centro HOD sati 
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maggiore dell'angolo HOC, e quindi, i due triangoli AOC, AOD avendo il 
lato ÀO comune, i lati 00, OD eguali come raggi, ma l'angolo AOC, com- 
preso fra i lati del primo, minore dell'angolo AOD, compreso fra i lati 
del secondo, sarà anche AC < AD (§ 90 Teor.) 

I teoremi inversi sono veri per il solito principio delle inverse di- 
mostrato nei Preliminari. 

Corollari. — 1". Da un punto preso nel piano di un circolo, aU'Ìn~ 
fuori del centro, non si possono condurre al circolo più di due segmetUi 
tguali fra loro. 

2°, Da un punto, che non sia il centro, si possono condurre ad una 
superficie sferica infiniti segmenti obliqui eguali fra loro; il luo^o dei loro 
estremi è un circolo sopra la sfera, situato in un piano perpendicolare alla 
retta, che passa per il punto dato e per il centro della sfera. 

Infatti, facendo rotare la figura attorno alla retta, che passa per 
il punto dato e per il centro delia sfera, uno dei segmenti condotti per 
il punto dato alla sfera prende successivamente la posizione di tutti gli 

altri. 

Definizione. — Si chisoiB distanza di un punto da un cireolo, o da una m- 
pttficit sferica, il Begmento normale minimo condotto dk questo punto al circolo o 
alla superficie sferica. 

188. Teorema. — Date due circonferenze in un piano (o due super- 
ficie sferiche) con raggi diseguali: 

1° se la distanza dei loro centri è maggiore della somma dei raggi, 
nessun punto di una di «sse è compreso nell'altra; 

2" se la distanza dei centri è eguale alla somma dei raggi, esse hanno 
UH sol punto comune, e nessuno degli altri punti dell'una e compreso nel- 
l'altra; 

3" se la distanza dei centri è minore della somma e maggiore della 
differenza dei raggi, esse hanno due punti (o una circonferenza) in comune; 

4° se la distanza dei centri è eguale alla differenza dei raggi, esse 
hanno un sol punto comune, e tutti gli altri punti di quella di raggio mi- 
nore sono compresi nell'altra; 

5" se la distanza dei centri è minore della differenza dei raggi, tutti 
i punti di quella che ha raggio tninore sono compresi nell'altra. 

1°. Sia rf~00' la distanza dei centri 0,0' dei due cerchi (o delle 
due sfere) e, e di raggio R ed R', e 
sieno A, B ; A',B' le coppie dei punti 
d'incontro dei due circoli {o delle 
due superficie sferiche) colla retta 
OC. Essendo rf > R + R', è anche bL 
rf>R, ossia 00'> OA, perciò il pun- 
toO' è esterno al circolo (o alla sfera). 
Per l'ipotesi fatta è anche d—R>R' 

mia. OC - A ^ 0' A > R' ; perciò 

il punto A e esterno al cereliio (o Fìg 159. 

alla sfera) e'. Siccome (^ 187 Teor.), 

O'A è il più piccolo dei segmenti che si possono condurre dal punto 0' 

al circolo (o alla superfìcie sferica) e anche tutti gli altri punti del 
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2". Supponiamo ora 




Fig. 160. 



circolo (o della superficie sferica) e sono a più forte ragione esterni 

at cerchio (o alla sfera) e'. 

'" . 160) che sia dER + R'. Ne segue d>R, 
ossia 00' > R; perciò il punto C è 
esterno al cerchio (o alla sfera) e, ed O'A 
è la normale minore condotta dal pun- 
to 0' al circolo (o alla superficie sfe- 
rica) e. Dall'ipotesi fatta risulta inol- 
tre d- RER' ossia 00'-OAlO'A=R; 
perciò il punto A è sul cìrcolo (o sulla 
superficie sferica) e'. Ma O'A è il più 
piccolo di tutti i segmenti che si pos- 
sono condurre da al circolo (o alla 
superficie sferica^ e ; perciò tutti gli 

altri punti di e (escluso A) sono estemi al cerchio {o alla sfera) e. 
3°. Se (fìg. 161) sono verificate le condizioni 
R + R' > d > R - R', 

se ne ricava d 4 R' > E, ovvero OC + O'B' > OA, ovvero GB' > OA. 
Ciò prova che il punto B' è esterno al 
cerchio (o alla sfera) e. 

Avendo supposto R > R', si ha pure 
R + d > R', ossia BO + 00' > O'A', ossia 
O'B < O'A'; perciò il punto A' è intemo j 
al segmento O'B. Si osservi ora che potran- 
no verificarsi le seguenti ipotesi d=R'. 

< 
Se è d>R', dalla diseguagìianza d<R+R' pjg. lei. 

si ricava d — R'<R, ossia O'O— 0'A'<OA, 

ossia OA' < OA, e quindi il punto A' è interno al cerchio (o alla sfera) e. 
Se d = R', il punto A' coincide con 0. Se finalmente d < R', il punto A' 
cade nell'interno del segmento OB. In ogni caso dunque il circolo (o la 
superfìcie sferica) e' ha un suo punto B' esterno ed un suo punto A' 
interno al cerchio (o alla sfera) e'. 

Se e, e' sono due cerchi, siccome da quanto abbiamo detto risulta 
che il cerchio e ha un punto interno ed uno esterno al cerchio e, ì due 
circoli (§ 27) devono avere almeno due punti H, K cornuui. Inoltre essi 
non possono avere piti dì due punti comuni, perchè dal punto non si 
possono condurre più di due segmenti eguali, che terminino al circolo e. 
Se poi c,c' sono due sfere, ogni circolo massimo della sfera e, avente 
f per diametro A'B', deve incontrare la superficie 

sferica e in due punti. Ne segue che le due super- 
ficie sferiche c,c' hanno in comune infiniti punti. 
Tutti i segmenti, che partendo da terminano 
. a questi punti comuni, essendo eguali, il luogo dei 
medesimi è un circolo situato in un piano perpen- 
dicolare alla retta 00', e che ha per centro il punto 
d' incontro di questo piano colla retta 00', 

4". Se è dER — R', risulta d+R' = R, ossia 
Fig. 162. (fig. 161) OO'+O'B'eOA, cioè il punto B' si trova 

sul circolo (o sulla superficie sierica) e. Ora es- 
sendo OB' il segmento normale massimo condotto dal punto al cir- 
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colo (o alla superficie sferica) e', tutti gli altri segmenti, condotti da 
ai punti del circolo (o della superficie sferica) ?, sono minori di OA, 
e perciò interni al cerchio (o alla sfera) e. 

50. Se infine è d < R - R', risulta if + R' < R, ossia (fig. 163) 00' + 
+ 03' < OA, ossia OB' < OA. Siccome OB' è il 
più grande dei segmenti condotti dal punto al 
circolo (o alla superficie sferica) e, si ha, che tutti 
i punti di e hanno da una distanza minore del 
raggio R, e perciò sono interni al cerchio (o alla 
sfera) e. 

Definizione. — Se due circonferenze situate io un 
piano (o due superficie sferiche) hanno un solo punto oc- 
raniie, e nessuno degli altri punti dell'una è compreso 
nell'altra sì dicono tangenti uternamente ; se due circoa- Fig. 163. 

ferenze (o due superfìcie sferiche) hanno un sola pnnto 

comune, e tutti t punti di quella, avente raggio minore, sono compresi Dell'altra, 
li dicono tangenti int»maminlt. Il punto comune ai dice punto di conlatto. 

Corollari. — 1°. Date due circonfereme in un piano (o due super- 
/!n« sferiche): 

1" se nessun punto di una di esse è compreso nell'altra, la distanza 
dei loro centri è maggiore della somma dei loro raggi; 

2° se esse sono tangenti esternamente, la distanza dei loro centri è 
eguale alla somma dei raggi. 

3" se esse hanno due (o infiniti) punti comuni, la distanza dei loro 
centri è mirwre della somma e maggiore della differenza dei raggi; 

4' se esse sono tangenti internamente, la distanza dei loro centri è 
eguale alla differenza dei raggi; 

5" se tutti i punti di una di esse sono compresi nell'(dtra, la distanza 
dti loro centri ^ minore della differenza dei raggi. 

Queste proposizioni sono le inverse di quelle del teorema prece- 
dente, e sono vere per la seconda legge delle inverse. 

2°. Due circoli, aventi due punti comuni, si tagliano in essi, e la corda 
comune è perpendicolare alla retta dei centri ed è divisa da essa per metà. 

Infatti, i punti 0, 0' essendo equidistanti da H, K, la 00' è il luogo 
dei punti equidistanti da H, K (fig. 161). 

5". Due superficie sferiche, aventi un circolo in comune, si tagliano in 
esso, e la retta dei centri è perpendicolare al piano della comune interse- 
zione, e passa pel centro di essa. 

4". Se due circoli (o due superficie sferiche) sono tangenti, la retta dei 
centri passa per il punto di contatto. 

189. Teorema 1°. — Se due circoli situati in un piano, si tagliano 
in due punti, gli angoli, formati dalle due tangenti ad essi in un punto 
comune, sono rispettivamente eguali agli angoli formati dalle due tangenti 
od essi nell'altro punto comune. 

Steno A, B (fig. 164) i punti comuni a due circoli di un piano. Fa- 
cendo rotare attorno alla retta 00', individuata dai due centri, il semi- 
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piano OO'A, finché venga a coincidere col semipiano OO'B, il punto A 
prende la posizione del punto B, e quindi le tangenti in À ai due cir- 
coli vengono a coincidere colle tangenti 
in B; dunque gli angoli formati dalle 
prime sono rispettivamente eguali agli 
angoli delle seconde. 

Teorema 2". — Se due superficie sfe- 
riche si tagliano secondo un circolo, i die- 
dri, formati dai piani tangenti ad esse in 
un punto comune, sono rispettivamente egua- 
li ai diedri formati dai piani tangenti ad 
Fig 164. ^^^^ *" "" altro punto comune. 

Dimostrazione analoga alla precedente. 

Definizioni. — 1*. Si chiamano angoli di due cireonftremt in un piano (odi 
du* superfìcie »feriehe), che ai tagliano, gli angoli formati dallo tangenti (o piani 
tangenti) ad esse in ud punto comune. 

2*. Due circonferenze in un piano (o due superficie sferiche, che si tagliano, 
ei dicono normali o perpendicolari, oppure oblique, secondo che formano, o do, an- 
goli retti. 

4. — ALCUNI PROBLEMI. 




190. Le proprietà esposte nei §§ precedenti ci permettono di rìsol- 
:e varii problemi. Diamo qui la soluzione dei pili importanti. 



Problema. — Costruire un arco, capace di t 
per corda un segmento dato. 



i angolo dato, che abbia 



Sia AB il segmento, a l'angolo dato (fig. 165). Per il punto A con- 
duciamo una retta ÀT, tale che l'angolo BAT sia eguale airangolo a. ' 
Conduciamo la retta a perpendicolare ad 
AB nel suo punto di mezzo, e per il punto A 
la àO perpendicolare ad AT, la quale deve 
evidentemente incontrare la retta a in un 
punto 0. La circonferenza, descritta col 
centro in e con raggio OA, passa per A .^ 
e per B, perchè il punto è equidistante 
da A e da B, ed è tangente nel punto A 
alla retta AT, perchè questa retta ha dal 
centro una distanza eguale al raggio OA. 
Ne segue che l'angolo BAT è eguale al- 
l'angolo di cui è capace l'arco AMB (§ 184 
Teor,,); questo è dunque l'arco richiesto. 

È chiaro che con una costruzione iden- 
tica si pu6 ottenere un secondo arco AM'B 
eguale ad AMB, capace dell'angolo a, e 
situato, rispetto alla retta AB, dalla parte del piano opposta a quella 
ove trovasi AMB. 




Fig. X6&. 
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Corollari. — 1". Il luogo geometrico dei vertici degli angoli situati 
in un piano, i lati dei quali passano per due punti fissi, e che sono eguali 
ad un angolo dato, è formato da due archi di cìrcolo, capaci dell'angolo 
dato, aventi per corda il segmento, che termina ai due punti fissi. 

Ogni angolo, per es. APB (fig, 165), i cui lati passano per i punti 
A, B, e che ha il vertice sopra uno degli archi AMB, AM'B, è eguale 
all'angolo a.. Ogni angolo per es. ÀQB, i cui lati passano per A e B, e 
che ha il vertice nell interno di uno dei segmenti circolari, compresi fra 
i suddetti archi e la corda AB, è maggiore dell'angolo a (§ 1S5 Teor.) 
Invece ogni angolo per es. ARB, i cui lati passano per A, B, ma che 
Ila il vertice esterno ai suddetti segmenti, è minore dell'angolo a 
18 186 Teor.) 

2". Se i lati di due o piit angoli eguali, situati in un piano, passano 
pw due medesimi punti, ed i vertici giacciono da una slessa parte del piano 
rispetto alla retta che unisce i due punti, i vertici degli angoli e i due 
punti fissi stanno sopra un medesimo circolo. 

3°. Il luogo geometrico dei vertici degli angoli retti, situati in un piano, 
i cui lati passano per duo punti fissi, è un circolo, che ha per diametro il 
segmento terminato dai due punti. 

4". Il luogo geometrico dei vertici di tutti gli angoli retti, i cui lai* 
passano per due punti, è una superficie sferica, che ha per diametro H 
segmento terminato dai due punti. 

191. Problema. — Costruire un angolo, 
. che sia la quinta parte dì un angolo piatto. 

Preso un segmento AB qualunque, ai con- 
duca la perpendicolare ad esso in un suo 
estremo B (fig, 166), e si prenda su essa un 
segmento BG eguale alla metà di AB; indi 
si descriva un circolo col centro in C e con- 
raggio GB, e si tracci la retta AC, che in- ^'8- ^^°- 

coDtra il circolo in due punti D, E. Nel triangolo ACB, rettangolo in B, 
l'ipotenusa AC è maggiore del cateto AB, e perciò è anche AE>AB. 
o Inoltre dallo stesso triangolo si ha 

AB > AG - CB, ovvero AB > AD. per- 
chè GB = CD. Ne segue che è possibile 
costruire un triangolo isoscele, che ab- 
bia due lati eguali ad AE ed uno eguale 
ad AB, ed un altro triangolo isoscele, 
che abbia due lati eguali ad AB ed uno 
eguale ad AD. L'angolo compreso fra 
i lati eguali tanto dell'uno quanto del- 
l'altro triangolo, così costruiti, è la 
quinta parte di un angolo piatto. 

Infatti, per la retta AE facciamo 
passare un piano P {fig. 167) diverso 
dal piano a., sul quale abbiamo eseguita 
la costruzione sopra indicata, ed in esso 
costruiamo il triangolo EAF, nel quale ì lati EA, EP sono eguali, ed AF 
è eguale ad AB. 





Fig. 167. 
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Prendiamo sul Iato ÀE, a partire da A, il segmento AK eguale ad 
AB, e Bul segmento AB il segmento AL eguale ad AD, e tracciamo i 
aegmenti BD, LK. I due triangoli ABD, AKL eguali, perchè hanno un 
angolo eguale compreso fra lati rispettivamente eguali, ci danno 
DBAeLKA, e siccome già^sappiamo (§ 184 Teor.) cheèDSA = BEC. 
perchè, essendo l'angolo ABC retto, la BA è tangente al circolo, ne 
risulta LKA = B£G. Questi due angoli sono corrispondenti rispetto alle 
rette KL, EH ed alla trasversale AB, quindi, essendo essi eguali, le due 
rette £B, LK sono parallele. 

Sul segmento AT, a partire da A, prendiamo la parte AHEAL~AD, 
e tracciamo le rette BF,LH. I due triangoli ALH,ABF sono isosceli, 
ed hanno l'angolo LAH comune; perciò gli angoli HLA e FBA, corri- 
spondenti rispetto alle rette LH, BF e alla trasversale AB, sono eguali. 
e quindi le rette LH, BF sono parallele. 

I piani EBF, ELH, che contengono due coppie di rette parallele, 
sono paralleli (§ 48 Cor. 2°), e tagliano il piano p secondo due retta 
£F, HK parallele; quindi gli angoli hSA, AHK sono rispettivamente 
eguali agli angoli FEA, AFE, ed il triangolo AHK è isoscele. Se ora 
conduciamo il segmento FD, otteniamo i due triangoli AFD, AKH eguali, 
perchè hanno un an go lo eguale compreso fra lati rispettivamente eguali; 
perciò, essendo AHK isoscele, anche AFD e isoscele, ossia PDeFA. 
Ma sappiamo che il segmento ED, doppio di CB, è eguale ad AB, e i 
quindi anche ad FA e ad FD, dunque il triangolo FDE è pure isoscele; | 
e perciò l'angolo esterno FDA, ed anche il suo eguale FA^, è doppio 
dell'angolo l'EA, Ma poiché la somma degli angoli di un triangolo è I 
eguale ad un angolo piatto, nel triangolo isoscele F£A l'angolo À^ 
è la quinta parte di un angolo piatto, come si voleva dimostrare. 

192. Problemi. — 1°. Condurre ad un circolo (o ad una superfick 
sferica) una tangente parallela ad una retta data. 

Sia e il circolo (o la superfìcie sferica) ed a la retta data (fig. 168). 
Per il centro si conduca la retta (o il piano) perpendicolare alla retta 
' data a, e peri due (o gl'infiniti) punti d'incontro 
' M, N della retta (o del piano) col circolo (o colla 
superficie sferica) si conducano le rette m, n pa- 
■ rallele ad a, le anali sono perpendicolari alla retta 
^~ (o al piano) suddetto, e perpiò tangenti al circolo ■ 
(o alla superficie sferica). E anche facile vedere 
che queste tangenti sono le sole, che soddisfano 
alle condizioni del problema. 

2°. Condurre ad una sfera un piano tangtiUe 
Fig. 168. parallelo ad un piano dato. 

I due piani, tangenti alla sfera negli estremi del diametro perpen- . 
dicolare al piano dato, sono le sole soluzioni del problema. ' 

193. Problema 1". — Condurre le tangenti ad un cìrcolo, che pas- 
sano per un punto del suo piano. 
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1* Risoluzione. — Sappiamo che ogni tangente ad un cerchio dod 
ha alcun punto interno ad esso; perciò, se ii punto dato fos&e interno 
al cerchio, il problema sarebbe impossibile. Se poi il punto dato è sul 
circolo, vedemmo già (§ 175 
Teor. 1"), che esiste una sola 
retta, che passa per quel punto 
ed è tangente al circolo; essa 
si ottiene, conducendo per quel 
punto la perpendicolare al rag- 
gio, che termina al punto stesso. 

Supponiamo infìne che il pun- 
to dato P sia esterno al circolo 
dato e (fig. 169). In questo caso 
il problema è evidentemente ri- 
dotto all'altro : costruire un an- 
golo retto, i cui lati passino uno 
per il punto P e l'altro per il f\g_ jgg, 

centro del circolo dato, e che 

abbia il vertice sul circolo dato. La retta del primo di questi lati è una 
tangente domandata. Ma sappiamo che il luogo dei vertici degli angoli 
retti, situati nel piano del circolo e, i cui lati passano per P ed 0, è 
il circolo, che ha per diametro PO (§ 190 Cor. 3"); dunque, siccome 
questo taglia il circolo e in due punti À, B (§ 27), così le rètte PÀ, PB, 
ed esse sole, sono le rette tangenti al circolo dato e, e che passano per P. 

3' Bisolazione. — Dato un circolo e ed un punto A esterno ad esso 
(fig. 170), si descriva un circolo e' concentrico a e con raggio eguale al 
^„ doppio del raggio del circolo e, ed un 

^-'"-"" circolo e", avente il centro nel punto A, 

-'-^ --J*-^ e che passi per il centro del cir- 

colo e. I due circoli e, e" (§ 188 Teor.) 
si tagliano in due punti B, B'. 

Le rette perpendicolari ai rag^i 
OB, OB', condotte per A, passano n- 
spettivamente per i punti di mezzo 
E, E' dei segmenti OB, OB' (§ 174 
Cor. 2"), ossia per i loro punti d'in- 
contro col circolo e; e perciò sono tan- 
genti al circolo e nei punti E, E' stessi. 




— / segmenti tan- 
. punto ad un cir- 



i due triangoli ret- 
e i cateti OA, OB 



Corollario 1". 
genti, condotti da u: 
cólo, sono eguali. 
Fig. 170. 

Infatti (fig. 169) 
tangoli OPA, OPB, avendo l'ipotenusa OP comune 
eguali, sono e^ali, ed è perciò PA i; PB, 

Problema 5°. — Condurre le rette (o piani) tangenti ad una sfera che 
passano per un punto. 

Sappiamo già che ugni retta (o piano) tangente ad una sfera non 
ha alcun punto interno ad essa; perciò, se il punto dato è interno alla 

Lazubi I BAiSAin. SUmmli di Oanuxlna — IO 
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Bfera, il problema e imposBibile. Se poi il punto è sulla superfìcie sfe- 
rica, vedemmo già (§ 175 e 177) che esistono infinite rette tangenti 
alla sfera in quel punto, le quali giacciono tutte nel piano tangente alla 
sfera in quel punto. Questo piano tangente è per- 
pendicolare al raggio della sfera, che t«rmina in 
quel punto. 

Supponiamo infine che il punto dato P sia ester- 
no alla sfera. In questo caso il problema è eviden- 
temente ridotto all'altro: Costruire un angolo retto, 
i cui lati passino uno per U punto P e l'altro per U 
centro della sfera, e che abbia U vertice sulla su- 
perficie sferica data. La retta del piimo di questi 
, lati è una tangente alla sfera data. Ma sappiamo 
che il luogo dei vertici degli angoli retti, i cui lati 
passano per P ed 0, è la superficie sferica che ha 
per diametro PO (§ 190 Cor. 4"); dunque, siccome 
questa taglia la superficie sferica data secondo un 
Fig. ni. circolo, cosi le infinite rette, che uniscono il puntoP 

con un punto di questo circolo, ed esse sole, sono 
le tangenti alla sfera data e passano per P. Inoltre ciascuno degli infiniti 

giani, tangenti alla sfera nei punti del circolo suddetto, contiene una 
elle dette tangenti, e perciò passa per il punto P; essi sono i soli piani 
tangenti che passano per questo punto. 

Corollario 2°. — 1 segmenti tangenti, condotti da un punto ad una 

sfera, sono eguali. 



CAPITOLO II 



Relazioni di poligoni con un cerchio, e di poliedri 
con una sfera. 



194. Ueflnizlonl. — 1*. Se un poligona ha tutti i suoi vertici su di un cir- 
colo, 8Ì dice ch'e890 & inacritlo nel circolo, e cbe il circolo à etreoscrillo «I poligono. 
AoalogameDte, se una linea poligonale ha tutti i euoi vertici su di un arco conter- 
mine, bì dice ch'essa è ingi--''ilta nell'arco, e che l'arco è ciicoseritto ad essa. 

2*. Diceai raggio di «ti poligona inscritto (o di una linea poUgonaU inacritta) il 
raggio del circolo (o dell'arco) circoacritto. 

3*. Se un poligono ha tutti i suoi lati tangenti ad un circolo, si dice cbe esso 
è cireoscrilto al circolo, e che il circolo è inscritto nel poligono. Analogamente, se 
una linea poligonale ha tutti i suoi lati tangenti ad un arco, ed ha gli estremi sopra 
i lati dell'angolo al centro, che comprende quest'arco, sì dice ch'essa è circoaerilta 
all'arco, e che l'arco è intcrUto in essa. 

4'. Diceai apotema di un poligono circoscritto ad un circolo (o di una linea po- 
ligonale circoscritta ad un arco) il raggio del circolo (o dell'arco) inscritto. 

5'. Dicesi settore poligonale inscritto o circoscritto ad un settore circolare il po- 
ligono, che ha per vertici il centro del circolo a cui l'arco appartiene, ed i vertici 
di una linea poligonale inscritta, o circoscritta, a g^uest'arco. 
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6*. Se nn poliedro ha tutti i eaoi vertici sopra una superficie sferica, si dice 
cbe ì inscnUo in esaa, e che la superficie sferica è cxrcoscrìlla al poliedro. Dlceaì 
poi raggio di un poliedro inscrìtto il raggio della Buperfioie sferica circoscritta. 

7*. Se un poliedro ha tutte le sue facce tangenti ad una sfera, sì dice che è 
eiiroieritto ad essa, e che la sfera è imeritta nel poliedro. Dicesi poi apottma di un 
poliedro circoscritta il raggio della sfera inscritta. 

Sappiamo che pei' individuare un circolo bisogna conoscerne il cen- 
tro, il raggio ed il piano in cui giace. Ne segue che in un piano dato n 
si possono tracciare infinite circonferenze, che hanno per centro un punto 
qualunque di esso ed un raggio arbitrario. Tra queste ne esistono pure 
infinite che passano per un punto À, dato comunque nel piano. Infatti 
la circonferenza, che ha per centro un altro punto qualunque di n, 
e per raggio la distanza OA, passa per il punto A. 

Teoremi. — 1°. Esistono in vn piano infiniti circoli che passano per 
due dei suoi punti. Il luogo geometrico dei loro centri è la retta perpen- 
dicolare al segmento, che ha per estremi i due punti, condotta nel piano 
dato per il punto di mezzo di quel segmento. 

Infatti, la retta a, perpendicolare al segmento AB nel suo punto 
i\ mezzo (fig. 172), essendo il luogo 
geometrico dei punti equidistanti 
da A e B, è chiaro che un circolo, 
che abbia per eentro un punto qua- 
lunque 0, di questa retta e per rag- 
gio la distanza di questo punto dai 
punti A, B, passa per i punti A, B. 
Nessun punto fuori della retta a può 
essere il centro di un circolo, che pas- 
si per A e per B, poiché esso non è 
egualmente distante da questi punti. 

2°, Per tre punti, 

circolo. 




1 situati in linea retta, passa uno, ed 



I sdo, 



Dati tre punti A, B, C, non in linea retta (fig. 123), sappiamo che 
esiste uno ed un solo punto nel loro piano, equidistante da essi (§ 160 
Cor. 1"). Il circolo, che ha per centro e per raggio la distanza OA, 
passa per i tre punti A, B, C, e non esistono evidentemente altri cir- 
coli che verifichino la stessa condizione. 



Corollario. — Ad un triangolo si può sempre cir 



n circolo. 

195. Nello spazio esistono infinite superfìcie sferiche. Per un punto 
ne passano pure infinite. 

'reoremi. — 1". Esistono infinite superfìcie sferiche, che passano per 
due punti; il luogo geometrico dei loro centri è il piano perpendicolare al 
segmento, che ha per estremi i punti stessi, condotto per il suo punto di 

mezzo. 

Infatti, il luogo dei punti equidistanti da due punti dati A, B è il 
piano a perpendicolare al segmento, che ha per estremi i due punti dati, 
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condotto per il suo punto di mezzo (g 161 Teor.); perciò ciascun punto 
di questo piano è centro di una superficie sferica, passante per i punti 
À, B, la quale ha per raggio la distanza del medesimo punto dai due 
punti dati. Nessun punto fuori del piano ce può esser centro di una su- 

Serficie sferica, che padsa per i due punti dati, essendo disegualmente 
istante da essi. 

2". — Per tre punti, non situati in linea retta, passano infinite super- 
ficie sferiche; il luogo geometrico dei loro centri è la retta perpendicàan 
al piano indiniduato dai tre punti, condotta per il centro del circolo che 
passa per i punti stessi. 

Questo teorema si dimostra come il precedente, ricordando che il 
luogo dei punti equidistanti da tre punti dati À,B,C, non in linea retta, 
è la retta perpendicolare al loro piano, condotta per il punto di questo 
piano equidistante da essi, ossia per il centro del circolo che passa per 
essi (§ 161 Cor. 1"). 

3°. Per quattro punti, non situati in un piano, passa una, ed una 
s<^, superficie sferica. 

Infatti, dati quattro punti À, B, C, D non situati in un piano, sap- 
piamo che esiste uno, ed un solo, punto 0, equidistante da essi (§ 161 
Cor. 2°). Questo punto, ed esso solo, è centro di una superfìcie sferica, 
che passa per i punti A, B, 0, D, e che ha per raggio la distanza di 
dai punti stessi. 

CorolliirìO. — Ad un tetraedro si può circoscrivere una, ed una sda, 
superficie sferica. 

196. In un piano esistono infiniti circoli tangenti ad una retta; tutti 
quelli cioè, che hanno per centro un punto arbitrario del piano, e per 
raggio la distanza di questo punto dalla retta data. 

Teoremi. — 1". Esistono infiniti circoli tangenti a due rette che si 
tagliano; U luogo geometrico dei loro centri è formato dalle bisettrici degli 
angoli delle due rette medesime. 

Affinchè un circolo sia tangente ad una retta, è necessario e suf- 
ficiente che il suo raggio sia eguale alla distanza del suo centro dalla 
retta; perciò tutti i punti, che sono equidistanti dalle due rette, ed essi 
soli, sono centri di circoli tangenti alle medesime. Siccome il luogo geo- 
metrico dei punti equidistanti da due rette, che s'incontrano, è formato 
dalle bisettricide il oro angoli (§ 162 Teor.); cosi il teorema è dimo- 
strato. 

2". Esistono quattro circoli tangenti alle tre rette di un triangolo. 

Se {fig. 173) un circolo e è tangente alle tre rette di un triangolo, il 
suo centro dev'essere un punto del piano dei triangolo, equidistante dalle 
sue rette ; e viceversa. Ma nel piano di un triangolo esistono quattro soli 
punti equidistanti dalle sue rette (§ 162 Cor.), dunque esistono quattro 
circoli tangenti alle tre rette di un triangolo. 
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Deflolzione. — Dei quattro circoli, ohe toccano le tre retta di un triangolo AfiC, 
i tre, cbe hanoo i loro centri e tutti i 
loro punti eaterni al triangolo, ai distin- 
guono dal quarto, chiamandoli rxìacritti. 

197. Nello spazio esistono in- 
finite sfere tangenti ad un piano, 
tutte quelle cioè, che hanno per 
centro un punto arbitrario dello 
spazio, e per raggio la distanza 
di questo punto dal piano dato. 

Teoremi. — P. Esistono in- 
finite sfere tangenti a due piani, 
che si tagliavo; il luogo geometrico 
dei loro centri è costituito dai piani 
bisettori dei diedri formati dai due 
piani medesimi. 

Infatti, affinchè una sfera sia 
un piano, è neces- 
sario e sufficiente che il suo rag- Tig. 178. 
gio BÌa eguale alla distanza del 

suo centro dal piano, perciò tutti i punti, che sono equidistanti dai due 
piani dati, ed essi soli, sono centri di sfere tangenti ai medesimi. Ma il 
luogo geometrico dei punti equidistanti da due piani, che si tagliano è 
formato (§ 163 Teor.) dai piani bisettori dei loro diedri; dunque il teo- 
rema resta dimostrato. 

2". Esistono infinite sfere tangenti ai tre piani di un triedro; il 
j luogo geometrico dei loro centri è formato da gaattro rette, che passano per 
I il vertice del triedro, e che sono le intersezioni dei piani bisettori dei diedri 
formati dai tre piani dati. 

i Infatti, il luogo geometrico dei punti equidistanti dai tre piani di 

f un triedro è formato da quattro rette, che passano per il vertice del 

f triedro (§ 163 Cor.) e che sono le intersezioni dei piani bisettori dei 

; diedri formati dai piani delle tre facce; dunque il teorema resta dimo- 

I strato. 

I 3". Esistono non piit di otto e non meno di cinque sfere tangenti ai 
quattro piani di un tetraedro. 

' Infatti esistono non piti di otto e non meno di cinque punti equi- 
distanti dalle quattro facce di un tetraedro {§ 164 Teor-); e quindi il 
teorema resta dimostrato. 

198. Abbiamo già visto che per tre punti, non in lìnea retta, si può 
far passare uno ed un solo circolo, ed è evidente che questo circolo non 
passa generalmente per un quarto punto preso ad arbitrio nel piano. 
Ne segue, che per quattro punti del piano passerà un circolo solamente 

'■ nel caso che essi occupino posizioni particolari. 

I Analogamente abbiamo visto che esistono quattro circoli tangenti 
a tre rette di un triangolo, ed è evidente che nessuno di essi è in ge- 
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nerale tangente ad una quarta retta, presa ad arbitrio nel piano, se 
le quattro rette non si trovano in posizioni particolari l'una rispetto 
all'altra. 

I teoremi seguenti danno appunto le condizioni necessarie e suffi- 
cienti, affinchè quattro punti sieno sopra un circolo, e quattro rette sieno 
tangenti ad un circolo. 

■ Teorema. — La condizione necessaria e sufficiente, affinchè sì possa 
circoscrivere un circolo ad un quadrilatero convesso, è che i suoi angoli 
opposti sieno supplementari. 

1°. Se ABGD (fig. 174) è un quadrilatero inscritto, si ha che l'an- 
golo ADC inscritto nell'arco ADC è il supplemento dell'angolo ABC in- 
n scritto nel rimanente arco ABC (§ 183 Cor, 4°). 

2". Viceversa sia ABCD un quadrilatero con- 
vesso, nel quale gli angoli opposti ABC, AC0 sono 
supplementari. 

Osserviamo prima di tutto che, il quadrilatero 
essendo convesso, i suoi vertici B, D si trovano da 
parti opposte della retta AC. Allora se per i tre 
punti A, D, C facciamo passare un circolo (§ 194 
Teor. 2"); l'arco ABC è capace dell'angolo supple- 
Fig. 174. montare di A©C (§ 183 Cor. 4"), ed è il luogo geome- 

^ trico dei vertici degli angoli eguali al supplemento 

di ADC, i lati dei quali passano per i punti A, C, e che hanno i vertici 
situati, rispetto alla retta AC, in parte opposta a quella di D (§ 190 
Cor. 1°). Ne segue che l'angolo ABC, soddisfacendo a queste condizioni, 
deve avare il suo vertice in un punto di questo arco. 

Corollario. — La condizione necessaria e sufficiente, affinchè ad un 
parallelogrammo si possa circoscrivere un circolo, è che esso sia rettangolo. 

199. Teoi-enia. — La condizione necessaria e sufficiente, affinchè ad 
un quadrilatero convesso si possa inscrivere un circolo, è che la somma di ; 
due lati opposti sia eguale alla somma degli altri due. 

1". Sia ABCD (fìg. 175) un quadrilatero convesso circoscritto ad un 
circolo, e siano L, M, N, P i punti di contatto 
dei suoi lati. Siccome i segmenti tangenti, con- 
dotti da un punto ad un circolo, sono eguali, si 
hanno le eguaglianze 

ALEAP 

BL Z BM 

CNeCM 

DN = DP, D 

dallo quali si ricava 
AL + BL + CN + DN = AP + DP + BM 4 CM, 

Ovvero 

AB + CD- AD -F BC. 




^dby Google 



BELAZIONI FRA POLIGONI E CERCHI, FRA POLIEDRI E SFERE. 151 

'. Inversamente, sìa ABC'D' {hg, 176) un quadrilatero convesso, nel 
si abbia 

AB+ C'D' = AD' + BC'; 

l è intemo 




qiiak 



dico che esiste un circolo, che tocca le sue quattro rette 
ad esso. Infatti sì può sempre costruire un circolo e 
tangente alle tre rette AB, BC, AD', avente il 
centro intemo agli angoli D'AB, ABC'. Se l'altra 
retta CD' del poligono non fosse tangente al cir- 
colo e, si potrebbe condurre una tangente CD pa- 
rallela a CD', in modo che il centro non fosse 
interno alla striscia formata dalle rette CD, CD' 
(§ 192 Prob. 1"). 

Il quadrilatero ABCD allora essendo circo- 
scritto al circolo, si avrebbe 

AB + CD - AD + BC; Fig. 176. 

ma da quest'eguaglianza e dall'altra 

AB + CD'5AD' + BC 
si ricava 

AB + CD + CD' E AD + BC + CD' 
AB + CD' + CD :^ AD' + BC + CD, 
e quindi 

AD' 4 BC + CD = AD + BC + CD'. 
Se la CD' fosse una secante del circolo e, sarebbe 
AD' < AD, BC < BC, AD - AD' = DD', BC - BC E CC, 
ed allora dalla eguaglianza ottenuta si ricaverebbe l'altra 
CD = DD' + CC + CD' 

quadrilatero un lato è minore della somma 



che è assurda, perchè in ui 
degli altri tre. 

Se invece il lato CD' 
colo e, sarebbe 

AD < AD", BC < BC" e AD" - 
percib l'eguaglianza precedente dare 



I una posizione C"D" esterna al cir- 

AD E DD", BC" - BC E CC", 
)be l'altra 
C"D" = DD" + CC' + CD, 

che è assurda, perchè in un quadrilatero un lato è minore della somma 
degli altri tre. 

La CD' è dunque tangente al circolo e. 

Corollario. — La condizione necessaria e sufficiente, affinchè ad un 
si possa inscrivere un circolo, è che esso sia una losanga. 



200. Ileflnizionl. — 1*. Un polig. 

si dica regalare, ee ha tutti i snoi lati 

Per es. il triangolo equilatero e il quadrato sono poligoni regolari. 
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2*. Un settore poligonale sì dice regolare, se la linea poligonale corrispondente 

Teorema. — Ad un poligono regolare si può sempre inscrivere e cir- 
coscrivere un circolo. 

Sia ABCDE {tìg. 177) un poligono regolare convesso; si conducano 

le bisettrici AO.BO di due suoi angoli successsivi À,B. Poiché la 

somma degli angoli B A.0, ABO è eguale all'angolo EAB, e perciò è 

minore di un angolo piatto, queste bisettrici 

devono incontrarsi in un punto 0. 

Allora il triangolo OAB, avendo gli an- 
goli OAB, OBA eguali come metà di angoli 
eguali, è isoscele, ed ha i lati OÀ, OB pure 
eguali. Se poi tracciamo il segmento OC, che 
^B ha per estremi il punto e il vertice C, con- 
secutivo a B, il triangolo OBC, che si forma, 
è eguale al triangolo OBA, perchè il lato OB 
è comune ad entrambi, BC è eguale a BA, e 
l'angolo OBC è eguale a OBA per costruzione. 
Ne segue che è OC ^ OA = OB e gli angoli 
Pi- ]77 OCB, OAB sono pure eguali, e siccome que- 

st'ultimo è la metà dell'angolo EAB, e quindi 
anche dell'angolo BCD, cosi anche OCfe è la metà di BCD, ossia la se- 
miretta OC è la bisettrice dell'angolo BCD. Così seguitando, si dimostra, 
che i segmenti OD, OE,.,.. fanno parte delle bisettrici degli angoli del 
poligono, e sono eguali fra loro. 

Il punto è dunque equidistante da tutti i vertici A, B, C.„. del 
poligono, e perciò la circonterenza, descritta nel piano del poligono col 
centro in e con raggio OA, passa per tutti i vertici del poligono, 
ossia è circoscritta ad esso. 

'Osservando poi che i lati AB, BC, CD.... sono corde eguali de! cir- 
colo ora costruito, si vede immediatamente (§ 180 Cor, 3°) che essi 
sono tangenti ad un altro circolo concentrico al primo, che ha per raggio 
la distanza del centro stesso dai lati del poligono. 

Corollari. — 1°. Ad una linea (o settore) poligonale regolare si può 
sempre circoscrìvere o inscrivere un arco (o settore circolare). 

2°. Le bisettrici degli angoli di un poligono (o linea poligotiale) rego- 
lare e le perpendicolari ai lati nei loro punti di mezzo passano per uno 
stesso punto, che è il centro dei circoli (o degli archi) circoscritto ed inscritto. 

201. Teorema. — Se più punti dividono un circolo in archi eguali, 
il poligono, che ha per vertici consecutivi i suddetti punti, e quello che ha 
per rette consecutive le tangenti al circolo nei punti medesimi, sono regolari. 

Sieno A, B, C... (fig. 178) punti del circolo e, che lo dividano in archi 
AB, BC... eguali fra loro. Tracciamo i segmenti AB, BC, che hanno per 
estremi i punti consecutivi, e conduciamo le tangenti nei punti A,B,C.... 
Facciamo scorrere il circolo e su sé stesso, in modo che il punto A 
prenda la posizione del punto B; allora anche il punto B prende la po- 
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sizione del punto C, il punto C quella del punto D...., e la tangente in À 
prende la posizione della tangente in B, ia tangente in B quella della 

tanfjente in C... Ne segue che ogni lato ed 
ogni angolo del polìgono ÀBCD.... inscritto 
prende la posizione del Iato e dell'angolo suc- 
cessivo, cioè questo poligono ha tutti i lati e 
gli angoli ( 
poligono A' 



1 eguali. Lio stesso può dirsi per il ^ 
A'E'C'...., dunque questi due poligoni [ 




Corollari. — P. Se più punti dividono un , 

arco dato in archi eguali, la linea poligonale 
inscritta, che ha per vertici consecutivi i suddetti 
punti, e quella circoscritta, che ha per rette con- ^ 
secutive le tangenti a questi archi nei loro punti 
meda, sono regolari. 

2°. Se un poligono è iscritto in un circolo, e 
circoscritto aduno concentrico alprimo, è regolare. Pig. 178. 

202. Dal teorema precedente risulta, che, per inscrìvere e circoscri- 
vere ad un circolo un poligono regolare di n lati, basta dividere in n 
parti eguali il circolo; e per far ciò basta costruire al centro del 
medesimo n angoli eguali, la cui somma sia eguale a due angoli piatti, 
ossìa, dividere due angoli piatti in n parti eguali. 

È chiaro inoltre che, quando è stato inscritto un poligono regolare 
di M lati, dividendo per metà il minore degli archi sottesi da ciascuno 
i3ei suoi lati, si divide il circolo in 2.n parti eguali, e perciò si può co- 
struire un poligono regolare inscritto, ed uno circoscritto di 2.n lati. 
Proseguendo nello st«sso modo, si potrà inscrìvere un poligono di i.n 
lati, poi uno di 8.m lati.... in generale uno di 2'.n lati, (*) 

Ad un dato circolo 
n quadrato. 




203. Problema. — 

iscrivere e circoscrivere i 



Fig. 179. 
tigoni regolari inscritti 

204. Problema. - 

esagono regolare. 

(■) GniiiB ba dimosfinto ci 
nibili toUi rigB e rol compaio 
tht 7, en della forma B>' 4- 1. I 



Condotti (fig. 179) nel circolo dato due 
diametri perpendicolari AC.BD, si ottengono 
quattro angoli al centro tutti eguali fra loro, 
perchè retti, e quindi gli archi AB, BC, CD, DA 
sono eguali. Non resta allora altro che con- 
durre i segmenti AB, BC, CD, DA e le tan- 
genti nei punti A,B,C,D per avere i quadrati 
richiesti. 

Corollario. — Con semplici divisioni di 
archi per metà si potranno avere anche i po- 
e circoscritti di 8, 16, 32, 64.... lati. 

■ Inscrivere e circoscrivere ad un dato circolo un 
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Per inscrivere e circoacrivere (fig, 180) ad un circolo l'esagono re- 
golare bisogna trovare un angolo eguale alla sesta parte di due angoli 
piatti, ossia ad un terzo di un angolo piatto. Pertanto, se sopra un 
raggio OÉ si descrìve un triangolo equi- 
latero OAB (8 99 Cor.), l'angolo AOB 
è la sesta parte di un giro, e quindi 
l'arco AB è la sesta parte del circolo, e 
non resta a fare altro che riportare sei 
volte quest'arco sul circolo per avere 
i punti di divisione, per mezzo dei quali 
(§ 201) si costruiscono gli esagoni rego- 
lari inscritto e circoscritto. 

Il metodo più sollecito per eseguire 

la divisione suddetta è il seguente; con- 

, dotto un diametro EB si descrivano due 

circoli con raggio eguale a quello del 

^{g, ]80. circolo dato, i quali abbiano per centri 

gli estremi di questo diametro. I punti 

£.B e i punti d'incontro di questi due circoli col circolo dato, sono i 

punti di divisione del circolo in sei parti eguali. 

Corollari. — P- il lato dell'esagono regolare, inscritto in un circolo, 
è eguale al raggio. 

2°. Dei sei punti, che dividono la circonferenza in 6 patii eguali, i 
tre, che a due a due non sono consecutivi, sono ,i tertici di un triangolo 
equilatero inscritto, e le tangenti in essi punti sono i lati di un triangolo 
equilatero circoscritto. 

3". Con semplici divisioni di archi per metà si possono costruire anche 
i poligoni regolari inscritti e quelli circoscritti di 13,24,48.... lati. 




■ Ad un dato circolo inscrivere e circoscrivere un 



205. Problema. 

decagono regolare. 

Per avere il decagono regolare inscritto in un circolo e quello cir- 
coscritto, basta dividere il circolo stesso in 10 parti eguali, e perciò 
bisogna trovare un angolo eguale alla decima 
parte di due angoli piatti, ossia ad un quinto 
di angolo piatto. 

A tale scopo basta eseguire la costruzione 
data nel g 191. Prendiamo dunifue (fig. 181) 
due raggi OA.ON, perpendicolari fra loro; co- 
struiamo un circolo che abbia per diametro ON, ' 
e congiungiamo il suo centro K coli'estremo A 
dell'altro raggio. Facendo centro in A e con 
raggio AM. descriviamo un circolo; esso ta- 
glierà il circolo dato in due punti B, D. 

L'angolo AOB del triangolo AOB è la 
decima parte di due angoli piatti, e l'arco AB 
è la decima parte del circolo. Riportando l'arco 
trovato dieci volte sul circolo, questo resterà diviso in dieci parti eguali, 
e si potrà facilmente costruire il decagono regolare inscritto e quello 
circoscritto ad esso circolo. 




Fig. 181. 
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Corollari. — 1". Dei dieci punti, che dividono la circonferenza in 10 
parti eguali, i cinque, che a due a due non sono consecutivi, sono t eertici 
di un pentagono regolare inscritto, e le tangenti in essi punti sono i lati 
di art pmtagono regolare circoscritto. 

5". Con semplici divisioni di archi per metà si possono anche costruire 
i poligoni regolari iscritti e quelli circoscritti di 20, 40, 80.... lati. 



: circolo dato inscritere e circoscrivere i 



206. Problema. - Ad i 

pentadecagono regolare. 

Colle costruzioni dei §g precedenti portiamo, a partire da un punto À 
(fig. 182) due archi AB, AC, eguali l'uno alta sesta, ^ 

l'altro alla decima parte del circolo. 

L'arco GB '» ^^Tri ''ssia ^r? del circolo, 



'lo"- 



15 " 




quindi, riportandolo 15 volte di seguito sul cir- 
colo, questo resta diviso in 15 parti eguali, e si 
pnò facilmente inscrivere e circoscrivere un pen- 
tadecagono regolare. 

Corollario. — Con divisioni di archi per metà si 
potranno costruire anche i poligoni regolari inscritti 
e quelli circoscritti al dato circolo di 30, 60, 120.... lati. Fig. 182. 

207. Problema. — Costruire un poligono regolare di n lati, di cui 
ciascuno dei lati sia eguale ad vn segmento dato. 

Si voglia per es. costruire un pentagono regolare, che abbia cia- 
scuno dei suoi lati eguale al segmento dato MN. In un circolo qualun- 
que s' inscriva un pentagono regolare ; poi sopra una delle rette AB 
(fig. 183) SI prenda un segmento 
ALeMN, e da L si conduca la pa- 
rallela alla retta 0A, che incontrerà 
la semiretta OB in un punto B'. II 
cìrcolo, che ha il centro in 0, ed ha 

§er raggio OB', è diviso dai suoi punti 
'incontro A', B', C, D', E', con le 
semirette OA,OB,OC,OD,OE. con- 
dotte da ai vertici del poligono 
ABCDE, in cinque parti eguali, e 
perciò il poligono A'B'C'D'E', in esso 
mscrttto, è regolare. Inoltre il suo 
lato A'B' è parallelo ed AB, e perciò 
è eguale ad AL, e quindi anche a MN. 
Dunque A'B' CD E' è il poligono 
cercato. 

In tal modo la soluzione del 
problema proposto è ridotta alla 
soluzione dell'altro: inscrivere un po- 
h-colo, il quale problema è stato risoluto 




Fig. 183. 



Ugono regolare di n lati in un t 

nei gg precedenti per vari valori di n. 
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208. Definizioni. — I*. Un angoloide si dice regolare, se tutte le sue facce 
Bono eguali, e tatti i suoi diedri sono pure eguali. 

2*. Uq prìsmn retto, avente per base un poligono regolare, si chiama regolare. 
11 segmento, che ha per estremi i centri delle due basi, si dice aaae del prisma. 

3*. Una piramide, che ha per base un poligono regolare, ed ha per vertice un 
punto della perpendicolare al piano della base, condotta per il centra di essa, si dice 
regolare. 

È facile vedere che in un prisma regolare le facce laterali sono 
rettangoli eguali, e in una piramide regolare le facce laterali sono trian- 
goli isosceli eguali ; quindi le distanze del vertice della piramide dai lati 
della base sono eguali. 

4*. Dicesi apotema di una piramide regolare la distanza del- vertice da un lato 
dalla base. L'altezza di nna piramide regolare dicesi anche asse della piramide. 

Teorema. — L'angoloide di una piramide regolare è regolare. 

Infatti, facendo rotare la piramide attorno al suo asse, in modo 
che ogni lato della sua base venga a coincidere col lato consecutivo, 
anche ogni faccia ed ogni diedro del suo angoloide viene a coincidere 
coi successivi, e perciò tutte le facce e tutti i diedri di questo ango- 
loide sono eguali, vale a dire l'angoloide è regolare. 

Defliilzloiil. — 5*. Un prisma retto, avente per base un settore poligonale re' 
regolare, dicesi settore pritmatko regolare. 

6*. Una piramide, che ha per base nn settore poligonale regolare, ed ha il ver- 
tice sulla perpendicolare al piano di questo settore, condotta per il aentro del circolo 
ad esBo circoscritto, diceai settore piramidale regolare. 

7*. Un tronco di piramide, che ha per basi due settori poligonali regolari, ed 
ha lo spigolo che congiunge i centri dei circoli circoscritti a questi settori perpen- 
dicolare ai piani di questi si chiama settore troneo'piramidale regolare. 

209. Definizione. — Un poliedro si chiama 
poligoni regolari eguali, e tutti i suoi angoloidi i 

Per es. il cubo è un esaedro regolare. 

Teorema. — Ad un poliedro regolare si puh 
sempre inscrivere e circoscrivere una sfera. 

Sieno 0, 0', 0" (fig. 184) i centri di tre facce 

consecutive del poliedro dato, AB, CD i lati, che la 

faccia di centro 0' ha in comune con le altre due, e 

sieno K, L i punti di mezzo di questi lati. Se per il 

^ punto K si conduce un piano perpendicolare ad AB, 

esso dovrà passare per i centri ed 0' delle due 

Fig. 184. facce, e contenere le perpendicolari alle medesime 

condotte dai punti ed 0'. Ne segue che queste due 

perpendicolari OS, O'S, giacendo in un piano, e non potendo evidentemente 

essere parallele, s'incontrano in un punto S. Si congiunga allora il punto 
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8 col centro 0" della terza faccia e coi punti K ed L, e si considerino 
i triangoli rettangoli OKS, O'KS, che sono eguali, perchè hanno l'ipo- 
tenusa KS in comune e i due cateti OE, O'K eguali, come apotetni di 
poligoni regolari eguali. Se ne ricava OS - OS, OKS E O'^S, vale a 
dire il punto S è equidistante dai piani delle due facce ABCDE ed 
ABC'D'E', ed il piano AKS è biaettore del diedro AB. Considerando 
poi i due triangoli rettangoli KOS, LOS, che sono eguali, perchè hanno 
rispettivamente eguali i cateti, se ne ricava che KS=LS ed OKS^OLS; 
allora, essendo OKO'^OIX)", come rettilinei di diedri eguali, ne viene 
ehe O^ÌìSeO'KS ed LS è la bisettrice dell'angolo O'LÒ". I dne trian- 
goli LSO", LSO hanno LO'eLO, LS comune, CL^eOLS, quindi sono 
eguali, e perciò OS E 0"S. 

Ripetendo lo stesso ragionamento per tutte le altre facce, si arriva 
inSne a dimostrare, che il punto S è equidistante da tutte le facce del 
poliedro, e che quindi è il centro di una sfera inscritta al poliedro. 
Inoltre le distanze del punto S dai vertici di ciascuna faccia sono tutte 
eguali fra loro, perchè i loro estremi equidistano dall'estremo del seg- 
mento perpendicolare, e perciò sono raggi di una sfera, che ha per centro 
S ed è circoscritta al poliedro. 

Corollario. — Le perpendicolari ai piani delle facce di un poliedro 
regolare, condotte per i centri di esse, i piani perpendicolari agli spigoli 
nei loro punti di mezzo, e i piani bisettori dei diedri interni passano tutti 
per uno stesso punto, che è Ù centro comune delle sfere luna inscritta e 
tidtra circoscritta al poliedro medesimo. 

210. Teorema. — Non possono esistere pia di cingite specie di po- 
liedri regolari. 

Cominceremo col dimostrare che le facce di un poliedro regolare 
aono poligoni regolari, ciascuno de' quali non pab avere piìi di cinque 
Iati, e che ciascuno de' suoi angoloidi non puè avere più di cinque facce. 
Infatti supponiamo che ciascuna faccia di un poliedro regolare sia un 
poligono regolare di m lati; è chiaro che ciascuno degli angoli di questo 

poligono sarà eguale ad di angolo piatto (§ 83 Teor.). 

Se ora indichiamo con n il numero delle facce di ogni angoloide 
de] poliedro regolare considerato, siccome in ogni angoloide convesso 
la somma delle facce è minore di due angoli piatti, dovrà essere 

m — 2 m 
~.n<.2, ovvero m<2. — ■^^■ 

Da ciò deriva, che, il numero m dovendo essere almeno eguale 
a 3, per t» = 3 si ha 



M<6, 

ossia n può essere eguale soltanto a 3, a 4, o a 5. 
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Analogamente per m = 4 8Ì ha 
donde si ricava 

M<4, 

e quiadi, in questa ipotesi, n può avere il solo valore 
Infine, supponendo m — 5, si ottiene 



10 

e perciò in questo caso si può avere per n Ì\ solo valore 3. 

o CI. "* 63 -^c-u m Z ... 

Per »M = 6 81 ha s = t = "o ^ per m > 6 si ha r. < o , poiché 

tu — ù ± ^ ìtt — z ù 

una frazione impropria diminuisce aumentando di uno stesso numero i 
suoi due termini. Ne segue che per »i>6{*) dovrebbe essere m <3, il 
che è assurdo; dunque non esiste alcun poliedro regolare formato con 
poligoni, aventi un numero di lati maggiore di 5. 

Non possono dunque esistere altro che tre specie di poliedri rego- 
lari aventi per facce triangoli equilateri, ed aventi gli angoloidi di 8, 
4, 5 facce; una sola specie di poliedri regolari, aventi per facce dei 

Quadrati ed aventi gli an^oIoidi di tre facce; ed infine una sola specie 
i poliedri regolari, aventi per facce dei pentagoni regolari ed aventi 
gli angoloidi di tre facce ciascuno. 

Mediante i teoremi dei § 13t), 137 è poi facile determinare il nu- 
mero di facce di spigoli e vertici di tali poliedri regolari. 
Infatti abbiamo dimostrato che 

2C = mF = nV 

V + F = C + 2; 

d'onde, ponendo in quest'ultima eguaglianza al posto di C e Y i loro 
valori -g- ' — , ricavati dalla prima, si ottiene 



2 


(n + 


m) - mn ' 


mP 




4f» 


n 


2{n 


+ m) — mn 


mF 




2m.n 



) quindi 



m) — mn 

(') la qnsBto S f^v indicare l'eguagliaosa di numeri, abbUmo uuCf> il «egua ^ «be h idopeia 
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Mettendo al posto di m,n le cinc[ue coppie di valori possibili sopra 
trovate, si deducono i valori indicati nella seguente tabella: 





F 


V 


C 


m 


n 


Tetraedro 


4 


4 


6 


8 




Esaedro 


6 


8 


12 


4 




Ottaedro 


S 


6 


12 


8 




Dodecaedro 


12 


20 


30 


5 




Icosaedro 


20 


12 


30 


a 





211. Problema 1". — Coslrtiire un tetraedro regolare, avente gli spi- 
goli eguali ad un segmento dato. 

Dal centro del circolo circoscritto ad un triangolo regolare BCD, 
avente i lati eguali al dato segmento (fig. 185), s'innalzi la perpendico* 
lare OA al piano di questo triangolo. 

Essendo OB minore di BC, il cir- * 

colo descritto nel piano AOB col centro 
in B e col raggio BC taglia la perpen- 
dicolare OA in un punto A. li tetraedro 
ABCD è regolare. 

Infatti ABEAC~AD, perchè hanno 
sul piano de! triangolo BCD proiezioni 
OB. OC, OD eguali, inoltre ABllBC per 
costruzione, perciò le facce sono trian- 
goli equilateri, e quindi regolari ed egua- 
li. Ma anche i triedri sono eguali fra 
loro, perche hanno tutte le facce eguali ; * 
dutique il tetraedro ABCD è regolare. Fig. 185. 

Problema 2". — Costruire un esaedro regolare, avente gli spigoli 
eguali ad un segmento dato. 

Sugli spigoli di un triedro trìret- 
A' C'tangolo bCA'BC (fig. 186) si pi-endano, 

Il partire dal vertice B', tre segmenti B'A', 
B'B, B'C, eguali al segmento dato, e per 
i loro estremi A', B, C ai conducano tre 
piani rispettivamente paralleli alle facce 
opposte del triedro. Si ottiene cosi (§ 155 
Teor.) un parallelepipedo rettangolo le 
cui facce sono quadrati, oasia un cubo 
^ *' avente gli spigoli eguali al dato segmento. 

Problema 3". — Costruire un ottaedro 
regolare, avente gli spigoli eguali ad un 
Fig. 186. segmento dato. 

Per il centro del circolo circoscritto al quadrato ABCD, che ha 
i lati eguali al dato segmento {fig. 187) si tiri la perpendicolare al piano 
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di questo quadrato, e si prendano su di essa i segmenti OS, OS' eguali 
ad UÀ e situati da parti opposte rispetto al punto 0. La figura SABCDS' 
è un ottaedro regolare. 

Infatti, i triangoli rettangoli ASO, AOB sono eguali, perchè hanno 
i cateti eguali, dunque ÀSEAB. Analogamente si dimostra la egua- 
glianza di tutti gli spigoli, e per con- 
seguenza si ricava che le facce sono 
triangoli regolari eguali. Considerando 
poi le due piramidi SABCD, S'ABCD 





si dimostra subito che sono eguali, quindi tutti gli angoloidt sono eguali, , 
e perciò l'ottaedro è regolare. i 

Problema 4°. — Costruire un dodecaedro regolare, avente gli spigoli 
eguali ad un segmento dato. 

Sia ABCDE (fig. 189) un pentagono regolare, avente i lati eguali 
al segmento dato. Essendo l'angolo ABC la quinta parte di tre angoli | 
piatti, possiamo costruire col ver- 
tice in B un triedro regolare, di 
cui una faccia sìa l'angolo ABC. 
Sia BH il terzo spigolo di questo 
triedro, e si costruisca il penta- 
gono regolare ABFGH. Si ottiene 
cosi un nuovo triedro A eguale al 
triedro B, perchè essi hanno un 





diedro comune, compreso tra facce rispettivamente eguali. Si può cosi 
costruire un pentagono regolare BCKIH, e nello stesso modo si possono 
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costruire altri tre pentagoni regolari CDMLK, DEPNM. EAFRP. Resta 
cos'i costruita una figura composta di sei pentagoni regolari e terminata 
da un decagono gobbo equilatero FGHIKLMNPR. È facile vedere che 
gli angoli NPE, PRF,.... sono tutti eguali agli angoli di un pentagono 
regolare , 

Se si costruisce nella atessa guisa un'altra figura eguale alla pre- 
cedente, e quindi si porta l'una adiacente all'altra, in modo che i due 
decagoni coincidano, senza che coincidano le due figure, si ottiene una 
figura, la quale è un dodecaedro regolare. 

Problema 5". — (istruire un icosaedro regolare, avente gli spigoli 
eguali ad un segmento dato. 

Dal centro del circolo circoscritto ad un pentagono regolare 
ABCOE, avente i lati eguali al segmento dato, si innalzi una perpen- 
dieolare OS al piano dello stesso pentagono. Essendo AO < AB, il cir- 
colo, descritto nel piano AOS col 
centro A e con raggio AB, taglia 
la perpendicolare OS in un pun- 
to S. La piramide S.ABCDE ha 
cinque facce laterali che sono 
triangoli equilateri eguali, ed ha 
eguali tutti i diedri, i cui spigoli 
concorrono nel vertice S, perchè 
appartengono a triedri alla base 
eguali per costruzione. Ciò fatto. 




Fig. 191. Fig. 192. 

in ciascuno dei vertici A e B del triangolo SA6 costruiamo una piramide 
eguale alla prima, e disponiamole come viene indicato dalla figura 191. 
Otteniamo cosi una superficie poliedrica, composta di dieci triangoli 
eguali, e terminata dall'esagono gobbo equilatero DCHGrFE. 

È inoltre facile vedere che tutti gli angoli EDO, DCH, ecc., sono 
eguali. 

Se ora si costruisce nella stessa guisa un'altra figura eguale alla 
precedente, e indi si porta l'una adiacente all'altra in modo, che i due 
esagoni coincidano, senza che coincidano le due figure, ai ottiene una 
figura la quale è evidentemente un icosaedro regolare. 



LA££ni ■ BABs&m, ^pn 
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CAPITOLO III 
Geometria sulla sfera. 

1. — ANGOLI E POLIGOKI SFERICI. 

212. In questo capitolo ci proponiamo di studiare le piii notevoli 
proprietà delie figure appartenenti ad una superficie sferica, le quali 
nanne la più stretta analogia con quelle delle figure piane studiate fino 
ad ora, ove in luogo delle rette del piano si considerino i circoli mas- 
simi della superficie sferica, e in luogo dei circoli del piano si consi- 
derino i circoli, che si ottengono tagliando una sfera con piani non 
diametrali. 

Della maggior parte dei teoremi, che enunceremo, lascieremo che 
il lettore faccia da sé la dimostrazione, imitando le dimostrazioni già 
date per i teoremi analoghi del piano, che citeremo volta per volta. 

Definizione 1*. — Si «biamitiio circoli minori di una afera i circoli d'interse- 
zione della sua superficie con pisni hod diametrali, e si chiamano poli di nn circolo 
eopra Dna afera gli estremi del diametro perpendicolare al piano del circolo. 

Corollari. — 1°. Per tre punti di una superficie sferica passa uno ed ' 
un solo circolo appartenente alla superficie sferica. 

Baso è il circolo intei'sezione della superfìcie sferica col piano in- 
dividuato da quei tre punti, ed è un circolo massimo o minore, secon- 1 
dochè il piano dei tre punti dati contiene o no il centro della sfera. 

2°. I circoli sopra una sfera, situati in piani paralleli, hanno gli stétti 
poli. I 

Definizione 2*. — Relativamente a due punti opposti di una afera, si chiamano 
pafaìleli tutti i cìrcoli sopra la medeBima che hanno per poli quei punti; si chiama 
equatore il parallelo, che giace in un piano diametrale; si chiamano mn'iijtant i cii- 
eoli massimi, che passano per i due punti medesimi. 

Corollario 3°. — L'equatore è il luogo geometrico dei poli dei corri- 
spondenti meridiani. 

Definizione 8*. — Chiamasi distanza polart di due punti di una superficie sfe- 
rica la corda che unisce quei due punti, e chiamasi distanza sferica degli etesai il I 
minore arco di circolo massimo che è sotteso da quella corda. 

213. Teorema. — Un circolo sopra una sfera i il luogo geometrico 
dei punti della superficie sferica, che hanno eguali distanze sferiche (e po- 
lari) da ciascuno de' suoi poli. 

In&tti il diametro della sfera perpendicolare al piano del circolo r 
passa per il centro C di questo circolo; perciò, se P è un polo del 
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cìrcolo e ed À, B sono due punti di e880, le distanze polari PA, PB 
sono eguali, come segmenti obliqui condotti da uno stesso punto P al 
piano del circolo e, e aventi su queeto piano proiezioni eguali. Allora 
anche le distanze sferiche PA, PB sono eguali, come archi di circoli 
massimi, sottesi da corde eguali. Invece è facile vedere che un punto 
della superficie sferica, non situato sul dato circolo, ha dal polo P una 
distanza sferica (e quindi anche polare) minore, o maggiore, della distanza 
sferica (o polare) di P dai punti del circolo stesso, secondo che esso si 
trova in quella delle due calotte separate dal circolo, nella quale si 
trova P, o nell'altra. 

Definizione 1*. — Ciaecun polo di an circolo sopra una afera diceei centro 
sferico, e le due dìaUnze sferiche e polari dai punti dì questo si dicono rispettiva- 
mente raggio sferico e raggio polare del circolo. 

Corollari. — i". Un circolo sopra una sfera ha due centri e due raggi 
sferici (o polari). 

5°. 1 due raggi sferici (o polari) di un circolo massimo sono eguali, e 
quelli di un circolo minore sono disuguali. 

Quando non si avverta espressamente il contrario, per raggio e 
centro sferico di un circolo intenderemo sempre il minore dei due raggi 
sferici e il centro corrispondente del medesimo. 

Deflnlzione 2*. — Un punto ei dice interno od esterno ad un circolo minore 
sopra una sfera, secondochè è eituata nella calotta, a cui appartiene il raggio sfe- 
rica minore, oppure nell'altra. 

Corollario 3". — Secondochè un punto è interno od esterno ad un 
circolo sopra la sfera, esso ha dal centro sferico una distanza sferica mi- 
nore o maggiore del raggio sferico; e vicerersa. 

214. Nel § 30 e seguenti abbiamo definiti gli angoli sfevìci, o fusi, 
e studiate alcune delle loro principali proprietà. Queste figure sulla su- 
perficie sferica tengono il posto degli angoli nel piano e possiamo esten- 
aere ad esse la massima parte delle definizioni e teoremi relativi agli 
angoli piani. Dalla corrispondenza esistente fra gli angoli sferici e i 
loro diedri al centro, stabilita dal teorema 2° del § 33, risulta che due 
piani diametrali perpendicolari fra loro dividono la superficie sferica in 
quattro parti eguali fra loro, ciascuna delle quali è la quarta parte del- 
l'intera superficie e la metii di una superficie semisferica, o angolo sfe- 
rico piatto, 

DeDtilzione 1*. — Un angolo aferioo dicesi retto, acuto od ottuso, secondochè 
è eguale, minore o maggiore della metà di un angolo sferica piatto. 

Corollario 3". — Tutti gli angoli sferici retti appartenenti alla stessa 
sfera, od a sfere eguali, sono eguali. 

DeBnlzioue 2*. — Due angoli sferici, la cui somma è un angolo sferico retto' 
£eonsi complementari. 

Corollario 2^. — Due angoli sferici complementari di angoli sferici 
iguali sono eguali. 
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Definizione 3*. -~ Due circoli miiaBimi si dicono perpendicolari o normali, se 
formano quattro angoli sferici rotti, obliqui nel caso contrario. 

215. Definizioni. — 1*. Si cbiama sezione normale o arco equatoriale ài un 
aogclo sferico l'arco dì cìrcolo massimo, avente per poli ì vertici dell'angolo, com- 
preso fra ì lati dell'angolo niedesimo. 

2*. Si chiama angolo ai poli rispetto ad un ciroolo sopra una sfera ogni angolo 
sferico, che ha par vertici i polì di questo cìrcolo. 

Dato un circolo sopra una sfera, è facile vedere che ogni angolo 
ai poli determina sulla circonferenza un arco compreso fra t suoi Tati, 
e viceversa ogni arco del suddetto circolo individua un angolo ai poli, 
£ra i Iati deV quale esso è compreso. 

Teorema. — Dato un circolo sopra mia sfera, 

1" due archi, compresi in due angoli ai poli eguali, sono eguali; 

2" di due archi, compresi in due angoli ai poli disuguali, è maggiore 
quello compreso nell'angolo maggiore: 

3° la somma di due o piò, angoli ai poli comprende un arco, che è la 
somma degli archi compresi fra le parti della somma. 

E viceversa. 

La dimostrazione è aualoga a quella dei § 33 Teor. 1<*. 

Corollario 1". — In una stessa sfera o in sfere eguali: 

1" se due angoli sferici sono eguali, gli angoli equatoriali corrispon- 
denti sono pare eguali; 

2° se due angoli sferici sono disuguali, Vangolo equatoriale, corrispon- 
dente all'angolo minore, è più grande di quello corrispondente all'angolo 
minore; 

3° ad un angolo sferico, somma di due o piìi angoli sferici, corri' 
sponde un arco equatoriale, che è la somma degli archi equatoriali corri- 
spondenti ai primi. 

E viceversa. 

Corollario 2». — In una stessa sfera, o in sfere eguali, un angolo 

sferico è doppio triplo, di un altro, se l'arco equatoriale del primo è 

doppio, triplo, dell'arco equatoriale del secondo; e viceversa. 

216. Teorema. — Dato un angolo sferico convesso, la distanza sfe- 
rica dei poli dei lati, ciascuno dei quali è situato rispetto ad essi daUa 
stessa parte dell'olirò lato, è il supplemerUo dell'arco equatoriale dell'angolo 
sferico. 

Questo teorema è conseguenza del § 71 Cor. 1°. 

217. Definizioni. — 1*. Cìùa,aia,ai poligono sferico la figura formata da più di 
due punti dati sopra una sfera in un certo ordine, io modo che tra coosecativì non 
•isno eitnati aopra un circolo niaesìmo, e dai circoli massimi individuati dalle coppie 
di punti consecutivi e da quella individuato dal primo e dall'ultimo. , 

2*. I punti dati sì chiamano i eertiei, ì circoli massimi individuati da due ver- 
tici consecutivi si chiamano i circoli del poligono. Si chiamano lati del poligono gU 
archi di circoli massimi, minori di un semiciroolo, che hanno per estremi due vertici I 
oonsecutivi del poligono; l'arco, che manca a ciascun lato di nn poligono per coni' 
piotare un circolo massimo, diesai prolungaménto di quel lato, e si obiamano diago- 



.y Google 



ANGOLI E POLItìONI 8FESICI. 165 

Itali gli archi di circoli Tnaasimi, minori di dd semicircolo, che hanno per estremi 
due vertici non consecutivi del poligono. 

3'. Un poligono sferico prende il nome di triangolo, quadrilatero, o quadran- 
golo, pentagono, esagono, ... . secondo che ha 3, 4, 5, 6 lati. La linea format* 

ijai lati di un poligono sferico si chiama contorno di esso, e l'arco somma dei lati 
bì chiama perimetro. 

4*. Si chiama linea poligonale sferica la linea formata da più lati consecntivi 
di un poligono. 

5*. Un poligono sferico (o una linea poligonale sferica) ai dice convesÈO, quaiida 
lulfi i suoi vertici sodo situati da una stessa parte di uno qualunque dei suoi cir- 
coli; concavo nel caso contrario. 

6*. Cn poligona sferico ai dice intrecciata, o una linea poligonale si dice in- 
Inxciala, quando due iati non consecutivi si tagliano. 

Teorema. — Il contorno di un poligono sferico, non intrecciato, è una 

linea completa. 

La dimostrazione è in tutto simile a quella dell'analogo teorema 
per i poligoni piani (§ 74). 

Definizioni. — 7*. Si chiama nuperficit di un poligono sferico conveaao la parte 
di superficie sferica, limitata dal contorno del poligono, la quale non contiene ì pro- 
loDgamenti dei lati. 

S*. Ogni angolo sferico oonvesao, che ha per vertice un vertice del poligono e 
i cai lati contengono i lati del poligono, che passano per esso vertice, dicesi angolo 
sferico interno, o semplicemente angolo nferico del poligono. Ogni angolo sferico, con' 
eegaente di un angolo interno del polìgono, dicesi tsCemo. 

Yalgono anche per ì poligoni sferici tutte le altre definizioni che 
abbiamo date per i poligoni piani. 

218. Teoremi. — 1°. Se vn circolo massimo passa per un punto in- 
terno ad un poligono convesso, ne incontra il contomo almeno in due punti. 

Si imiti la dimostrazione del Teorema 1" del § 80. 

2°. Un circolo massimo non può incontrare il contorno di un poligono 

sferico convesso in piii di due punti. 

Si imiti la dimostrazione del Teorema 2" 

del § 80. 

219. Definizioni. — 1*. Ogni poligono sferico 
'fig. 193) determina un angoloide, che si chiama il suo 
ongoloide corrispondentt, il quale ha per vertice il centro 
della sfera, per apigoli le semirette, che passano per i 
vertici del poligono, per facce gli angoli formati da queste 
semirette, che comprendono i lati del poligono. 

2*. Si chiama piramide sferica il solido limitato da 
un poligono sferico e dall'angoloide corrispondente. 

Fig. 193. 

Per le relazioni che passano fra gli archi 
di circoli eguali e §li angoli al centro che si appoggiano su di essi, e 
fra §li angoli sferici e i diedri al centro che li comprendono, è chiaro 
che 1 poligoni sferici devono godere dì proprietà analoghe a quelle degli 
angoloìdi corrispondenti al centro. Esse si ncavano da queste, sostituendo 
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alla coasiderazione delle facce (quella dei lati, alla considerazione dei 
diedri quella degli angoli sferici. 

Estendiamo pure ai poligoni sferici le definizioni date per gli an- 
goloidi. Cosi chiameremo poligono supplementare o polare di un altro 
convesso quello che ha per angoloide il supplementare dell'angoloide 
corrispondente al poligono dato. In altre parole, dato un poligono con- 
vesso, se costruiamo ì polì dei suoi lati situati dalla stessa parte dei 
vertici del polìgono, rispetto ai cìrcoli ai quali appartengono questi 
lati, il poligono, che ha per vertici questi poli, presi nell'ordine stesso 
dei lati del poligono dato, è il poligono polare di quello dato. 

Definizione 3*. — Il poligono sferico, che ha per vertici consecutivi i punti 
opposti ai vertici eoneeoutìvi dì un altro, si dice opposto a qoaBto, 

Corollari. — 1°. Due poligoni sferici opposti sono simmetrici rispetto 
al centro della sfera. 

Due poligoni opposti hanno tutti i lati e tutti gli angoli eguali; 
tuttavia è facile vedere che, in generale, coma i corrispondenti ango- 
loidi al centro, non si possono portare a coincidere. Sappiamo invece 
che due poligoni piani, che hanno tutti i lati e gli angoli eguali rispet- 
tivamente, 81 possono portare 'sempre a coincidere. Questa differenza 
non può fare meraviglia, se si pensa che nel piano si possono portare 
a coincidere due figure eguali, ribaltando l'una sull'altra, ossia scam- 
biando le due facce del piano, le quali sono eguali. Nella sfera, invece, 
le facce interna ed esterna non sono eguali, a quindi non si possono 
portare a coincidere. 

2°. Due triangoli sferici isosceli opposti sono eguali. j 

220. Dalle proprietà degli angoloidi dimostrate nel § 114 e seguenti | 
si ricavano immediatamente le seguenti proprietà dei poligoni sferici, i 

Teoremii 1". — In ogni poligono sferico un lato è minore della somma , 
dei rimanenti (§ 114 Teor.) ! 

Corollario. — In ogni triangolo sferico un lato è maggiore della dif- \ 

ferema degli altri due. \ 

Teoremi. — 2". In ogni poligono sferico convesso la somma dei lati j 
è minore di un circolo massimo (§ 115 Taor.) I 

5". Se in un triangolo sferico sono eguali due angoli, sono eguali anche 
i lati, opposti ad essi, e viceversa (§ 113 Cor, 1"). 

Corollario. — Un triangolo sferico equilatero è anche equiangolo, e 

viceversa. 

Teoremi. — 4". Se in un triangolo sferico due angoli sono dìseguali, 
anche i lati opposti sono diseguali, ed è più grande quello opposto all'an- 
golo maggiore, e viceversa (§ 114 Cor. 2" e 3'). 

5". Se un poligono sferico è polare di un altro, il secondo è polare ■ 
del primo (§ 116 Teor.) 

6°. Se due poligoni sferici sono polari, i lati dell'uno sono suppletnen- ' 
tari degli archi equatoriali degli angoli sferici dell'altro (§ 117 Teor.) ■ 

7". In ogni poligono sferico, 
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a) un angolo, aumentato di tanti angoli sferici piatti guanti sono i 
lati meno due, supera la somma de0li altri angoli; 

b) la somma di tutti gli angoli è minore di tanti angoli sferici piatti 
quanti sono i lati, ed è maggiore di tanti an^di sferici piatti ottanti san» 
I lati meno due (§ 118 Teor.) 

Corollario. — In ogni triangolo sferico, 

a) ciascun angolo sferico, aumentato di un angolo sferico piatto, è mag- 
giore della somma degli altri due; 

b) la somma degli angoli sferici è maggiore di uno e minore di tre 
angoli sferici piatti; 

e) Ut differenza di due angoli sferici è minore dell'angolo sferico esterno 
mnseguenie al terzo. 



Teorema 8°. — In una stessa sfera, o in sfere eguali, due triangoli 
sferici sono eguali, o l'uno è eguale all'opposto dell'altro, 

1" se hanno un lato e i due angoli adiacenti rispettivamente eguati 
{§ 120 Teor. 1»); 

2" se hanno un angolo eguale compreso fra lati rispettivamente eguali 
(§ 120 Teor. 2»); 

3" se hanno due lati e l'angolo opposto ad uno di essi rispettivamente 
eguali, purché gli angoli opposti agli altri due lati eguali sieno deUa stessa 
ipede, e due almeno dei lati eguali siano diversi da un quarto di circolo 
(§ 121 Teor. 1"); 

é" se hanno due angoli e il lato opposto ad uno di essi rispettivamente 
eguali, purché i lati opposti agli altri due angoli eguali sieno della slessa 
specie, e almeno due degli angoli eguali non siano retti (^ 121 Teor. 2°), 

5° se hanno i tre lati rispettivamente eguali {§ 123 Teor. 1°), 

6° se hanno i tre angoli rispettivamente eguali (§ 125 Cor. 2"). 

Teoremi. — 9°. Se due lati di un triangolo sferico sono rispettiva- 
mente eguali a due lati di un altro, e l'angolo compreso fra i due lati del 
primo è maggiore, eguale o minore dell'angolo compreso fra i due lati eguali 
dell'altro, il terzo lato del primo è rispettivamente maggiore, eguale o mi- 
nore del terzo lato dell'altro. 

E viceversa (§ 122 Teor. l"). 

10°. Se due triangoli sferici appartengano ad una stessa sujferficie 
sferica, od a superficie sferiche eguali, e due angoli dell'uno sono rispetti- 
vamente eguali a due angoli dell'altro, il terzo angolo del primo triangolo è 
maggiore, eguale o minore del terzo angolo dell'altro triangolo, secondo che 
U fato opposto a questo angolo nel primo triangolo Ì maggiore, eguale o 
minore del lato corrispondente del secondo. 

E viceversa (g 122 Teor. 2"). 



11". Due poligoni sferici convessi di n lati sono eguali, o simmetrici, 
1" se hanno n — 1 lati rispettivamente eguali, ed hanno eguali gli an- 
goli compresi tra i lati eguali; 

2° se hanno n — 1 angoli rispettivamente eguali, ed hanno eguali i 
lati aventi per estremi i vertici degli angoli eguali; 
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3" se hanno tutti i lati eguali ed n — 3 angoli consecutivi, cotnpre» 
tra i iati eguali, pure eguali; 

4" se hanno tutti gli angoli eguali ed n — 3 lati consecutivi, adiacenti 
ad angoli eguali, pure eguali (§ 125). 

221. Poiché la somma degli angoli dì un poligono è maggiore di 
tanti angoli sferici piatti quanti sono i Isti meno 'due, esiste un anpio 
sferico differenza fra la suddetta somma e tanti angoli sferici piatti 
quanti sono i lati meno due. 

DeflDlzlone. — Si chiama eccesso sferico di un poligono la differenza trs 1b 
somma del Baoi angoli e tanti angoli eferici piatti quanti sodo i lati meno due. 

L'eccesso sfetico di un triangolo è perciò eguale alla somma dei suoi 
tre angoli diminuita di un angolo sferico piatto. 

Teoremi. — 1°. Se un pollano piano o sferico è scomposto in pia 
poligoni, il numero di questi, aumentato del numero dei vertici comuni o non 
comuni a piii poligoni parziali, supera di uno il numero dei lati di questi 
poligoni. 

Indichiamo con p il numero delle parti in cui è scomposto un dato 
poligono, con v ed l iì numero dei vertici e dei lati comuni o non co- 
muni a queste parti; si deve dimostrare l'eguaglianza 
t> + p — l = l. 

Infatti, se dal poligono dato sopprimiamo una delle sue parti che 
abbia con esso in comune n lati consecutivi, e perciò anche n — 1 ver- 
tici, e indichiamo con p', v', l' i numeri dì poligoni, di vertici e di lati ri- 
manenti si ha 

p' =p-l, e' = r - (» - 1), l' = l-n, 
e quindi 

v' + p —V = v + p ~l. ; 

La differenza v + p — l dunque non cambia, sopprimendo successi- 
vamente una ad una le parti del poligono dato. Quando è rimasto un 
solo poligono parziale di n Iati, si h.& v = n, l ^ n, p = \, 6 perciò si 
ha sempre 

v + p-l^l. I 

Se ne deduce ' 

V — 1 — l — p. 
2°. Se un poligono sfeHco è scomposto in piit poligoni sferici, il suo 
eccesso sferico è eguale alla somma degli eccessi sferici delle sue parti. j 

Indichiamo con m,, m, , m^ i numeri dei lati dei p poligoni, in | 

cui è scomposto un poligono sferico dato, con S,, S„ , S^ le somme 

degli angoli sferici di questi poligoni, con e,, e„ Ep i loro eccessi sfe- ' 

liei, con e l'eccesso sferico dell'intero poligono, con n un angolo sferico j 
piatto. Si ha 

e. = S. -(«!,- 2) K 

s.=S,-(m,-2)7: I 

V=Sp -K -2)71, 
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e sommando queste eguaglianze 

Indichiamo ora con l, il numero dei lati che fanno parte del con- 
torno dell'intero poligono, con J, quello dei lati interni al medesimo. 
Siccome ciascuno di questi ultimi lati è comune a due poligoni par- 
ziali, mentre ciascuno dei primi appartiene ad un solo di questi po- 
ligoni si ha 

e per conseguenza l'eguaglianza precedente diviene 

j]e, =3^1-/, TC-2/;7t + 2pK = ^S,+i, n-2(Z-p)7t, 
essendo l = 1, + l,. Per il teorema precedente si ha pure 

JjE, :^|]S, +/, TC-2{e-l)n. 

Se ora sopprimiamo tutti gli /, lati intemi all' intero poligono, per 
ogni vertice soppresso interno al poligono, >] Si e 2 {e — 1) n diminui- 



scono ciascuno di 2it e 1,-n non cambia, mentre per ogni vertice sop- 
presso, situato sul contorno ma non appartenente all'intero poligono, 

^ 8l e /, n diminuiscono ciascuno di n e 2 (p — 1) n di 2 n, e quindi in 

ogni caso il secondo membro dell'eguaglianza precedente non cambia. 

Uà cosi operando V Si si riduce alla somma S degli angoli dell'intero 

poligono, v e l, diventano il numero n dei suoi vertici e dei suoi lati, 
onde si ottiene 

2je,=S + «n-2(w-l)i: = S-(«-2)n = t. 



2. — CIRCOLI SOPRA LA SPERA. 

222. Teorema. — Fra gl'infiniti archi di circoli massimi, che ter- 
minano ad un circolo sopra una sfera, e partono da un punto della su- 
perficie sferica, che non sia uno dei poli, 

1" qudlo normale, che contiene il centro, è maggiore di quaUinque altro; 

2" quello normale, che non contiene il centro, è minore di qualunque 
altro; 



.y Google 



170 LIBRO IH. - CAPITOLO IH. 

3" due archi, i cui estremi distano egualmente dall'estremo di un arco 
nortnale, sono eguali; altrimenti è maggiore quello, il cui estremo ha una 
distanza maggiore dal segmento nornuàe minimo. 

E viceversa. 

La dimostrazione è indentica a quella del § 187. 

Corollari. — 1°. Ad un circolo sopra una sfera non sì possono con- 
durre da un punto della superficie sferica, che non sia uno dei eentri sfe- 
rici, piU di due archi di circoli massimi eguali fra loro. 

5". Fra tutti gli archi di circoli massimi, che terminano a dueparaUdi 
di una sfera, quelli ad essi perpendicolari sono eguali fra loro e sono mi- 
nori di tutti gli altri. 

Definizioni. — I*. Si chiama dUtama sferita di un punto di una superficie 
sferica da uno de' suoi circoli il pìii piccolo arco di circolo massimo, che ai può condurre 
dal quel punto al circola. 

2*. Si chiama disianza sferica di due paralleli sopra no» sfera la distanza sfe- 
rica di UD punto qualunque di uno di essi dall'altro. 

223. Teorema 1". — li luogo dei punti di una superficie sferica, che 
hanno eguali distame sferiche da due punti dati su di essa, è il circolo 
massimo perpendicolare alla distanza sferica dei due punti, condotto per 
il punto medio di essa. 

La dimostrazione di questo teorema è analoga a quella del § 160. 

Corollario 1". — / circoli mossimi perpendicolari ai lati di un trian' 
gola sferico nei loro punti medi passano per due stessipunti opposti della 
sfera, che sono i soli punti della medesima aventi eguale distanza sferica 
dai vertici del triangolo. 

Teorema 2°. — // luogo dei punti di una superficie sferica, che hantio 
eguali distanze sferiche da due circoli massimi della sfera, è la cotq>iadi 
circoli massimi bisettori dei quattro angoli sferici formati dai primi due. 

La dimostrazione di questo teorema è analoga a quella del teorema 
del § 162. 

Corollario 2". — I cìrcoli massimi bisettori degli angoli sferici interni 
ed esterni di un triangolo sferico si incontrano tre a tre in quattro coppie 
di punti opposti della sfera che sono i soli punti della superficie sferica 
aventi eguali distanze sferiche dai circoli del triangolo. 

224. Teorema. — Un circolo massimo di una sfera ha con un cir- 
colo minore nessuno, uno o due punti in comune, secondo che il circolo 
massimo ha dal centro sferico del circolo minore una distanza maggiore, 
eguale o minore del raggio sferico di questo circolo. 

Questo teorema, analogo ad un teorema della geometria sul piano 
(§ 174) relativo alle posizioni di una retta e di un cìrcolo, sì dimostra 
con eguali ragionamenti, sostituendo alle rette i circoli massimi ed alla 
distanza ordinaria la distanza sferica. 
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Definizioni* — 1*. Dati aupra una afera un ciraolo massimo ed un ctrcoio mi- 
nore, diremo ohe il circolo masBimo è langentt o aieante del circolo minore, aecoD- 
docbè ha con esso uno o due punti comuni. Chiameremo poi punto di eontalto, o di 
tangenza, il punto comune ad uà circolo minore, o ad un suo circolo maagimo tan- 

2*. Dicesi tangente sferica, condotta da un punto sopra nna sfera ad un suo cir- 
colo minore, il minore degli archi di circolo massimo tangente, ohe ha per estremi 
quel punto e il punto di contatto. 

225. TeoreiDa. — Si può sempre condurre uno, ed un solo, circolo 
massimo tane/ente ad un dato circolo minore in un suo punto. 

Esso è il circolo massimo perpendicolare nel punto dato al rag- 
gio sferico che termina in quel punto; ossia è il circolo massimo il 
cai piano contiene la retta tangente al dato circolo nel punto consi- 
derato. 

226. Teorema. — Dati due circoli minori sopra una sfera, aventi 

raggi sferici diseguali, 

1" se la distanza sferica dei loro centri è maggiore della somma dei 
loro raggi sferici, tutti i punti di ciascun circolo sono esterni all'altro; 

2° se la distanza sferica dei centri è eguale alla somma dei raggi sfe' 
rici, i due circoli hanno un solo punto comune e tutti gli altri punti del- 
l'ano sono esterni all'altro; 

3' se la distanza sferica dei centri è minore della somma e maggiore 
della differenza dei raggi sferici, i due circoli hanno due punti in co- 
mune ; 

4" se la distanza sferica dei centri è eguale «Ha differenza dei raggi 
iferici, i due circoli hanno un solo punto in comune, e tutti gli altri punti 
di quello di raggio sferico minore sono interni all'altro: 

5" se la distanza sferica dei centri i minore della differenza dei raggi 
sferici, tutti i punti del circolo di raggio sferico minore sono iTttemi al- 
l'altro. 

E viceversa. 

La dimostrazione di questo teorema è perfettamente simile a quella 
del Teorema del g 188 relativo alla posizione di due circoli in un piano. 

Definizione. — Diremo che due cìrcoli minori, dati sopra una sfera, sono tsft- 
gtnti esternamente, <iuaado hanno un solo punto comune, e tutti gli altri punti di ano 
di essi sono esterni all'Altro; che sono tangenti intemainentt, quando hanno un solo 
punto comune, e tutti gli altri punti di uno di essi sono interni all'altro. 

Corollari. — 1". Due circoli sopra una sfera aventi due punti co- 
muni si tagliano in essi, e l'arco di circolo massimo, che termina a quei 
due punti, è perpendicolare all'arco di circolo massimo che unisce i c&ntri 
sferici dei due circoli, ed è diviso da esso per metà. 

2». Se due circoli sopra una sfera sono tangenti, il circolo massiino 
che passa per t loro centri sferici, passa anche per il loro punto di con- 
tatto ed è perpendicolare ad entrambi. 

227. Teorema. — Per un punto di una superficie sferica, esterno ad 
un circolo minore ed al suo simmetrico rispetto al centro della sfera, si 
possono condurre ad esso due circoli massimi langeìiti. 



.y Google 



172 



LIBRO Iti. - CAPITOLO III. 




Fig. 194. 



Sia il centro sferico di un circolo minore e (fig, 194), ed A un 

punto della superficie sferica estemo a e ed al suo simmetrico rispetto 

al centro della sfera. Fatto centro in 0, con un raggio sferico eguale 

al doppio del raggio sferico di e, si 

&;;__ descriva un circolo e' ; indi, fatto cen- 

n ■^"'^ tro in A, con un raggio sferico eguale 

' "^ ad OA si descriva un altro cìrcolo e", 

il quale taglierà il circolo e nei punti 
/ "~~Ó'e \ B e B', Ora gli archi di circoli massimi 

'"-'/ y^ / /S:^ \ OB, OB' incontrano il circolo e nei punti 

E, E' tali che i circoli massimi AE, AE' 
risultano tangenti a e. Infatti, essendo 
E il punto medio di OB, ed essendo A 
un punto, che ha eguale distanza sfe- 
rica da B e per costruzione, e chiaro 
che il circolo massimo AE è il luogo 
di tutti i punti dalla superficie sferica, 
che hanno eguale distanza sferica da B 
ed 0, e perciò esso è perpendicolare 
al raggio sferico OE, vale a dire è tan- 
gente al circolo e. Analoga dimostra- 
zione per AE'. 

Se il punto A fosse dato internamente al circolo minore, è chiaro 
che non si potrebbe condurre per esso alcun circolo massimo tangente 
al quel circolo. 

Se poi il punto A fosse dato internamente al circolo e, simmetrico 
di e rispetto al centro della sfera, si vede subito che, un circolo mas- 
simo essendo simmetrico a sé stesso rispetto al centro della sfera, ed 
o^i circolo massimo condotta per A incontrando necessariamente il 
circolo e, in due punti, tutti i circoli massimi condotti per A taglie- 
ranno il circolo e, ed il suo simmetrico e in due coppie di punti rispet- 
tivamente simmetrici rispetto al centro della sfera. 

Corollari. — 1°. Gli archi di circoli massimi tangenti, condotti da 
un punto di una superficie sferica ad un circolo minore, sono eguali. 

3°. Se un circolo massimo di una sfera è tangente ad un circolo mi' 
nore, esso è pure tangente al circolo simmetrico del primo rispetto al eentro 
deUa afera. 



228. Definizioni. — 1*. Se un poligono sferico ha tutti i suoi vertici bu di an 
ciroulo della superficie sferica, si dice ch'esso è inserilto al circolo, e che il circola 
è circoicritto ai poligono. Diesai raggio sferico di un poligono inscritto, il raggio sfe- 
rico del circolo ad esso circoscritto. 

2*. Se un poligono sferico ha tutti Ì suoi lati tangenti ad nn circolo Bopra tft 
sfera, si dice ch'esso è cireoierilto al circolo, e che il circolo è inscritto nel polì- 
gono. Cbiamaai apotema il raggio sferico del circolo inscritto. 



Teoremi. - 

un circolo. 



■ 1". Ad ogni triangolo sferico si può sempre circoscrireit 
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2^. Esistono quattro circoli tangenti ai circoli massimi di t 
sferico. 

Le dimostrazioni sono analoghe a quelle del S 194 Teor. 2" e del 
g 196 Teor. 2°. 

229. Teorema 1°. — Affinchè si possa circoscrivere un circolo ad un 
quadrangolo sferico, è necessario e sufficiente che la somma di due angoli 
opposti sia eguale alla sotntna degli altri due. 

Sia ABCD (fig. 195) il cjuadrangolo sferico inscritto al circolo di 
centro sferico P. Se si congiunge P con tutti i vertici del quadrandolo 
mediante archi di circoli massimi, e chiaro che si ottengono tanti trian- 
goli sferici isosceli quanti sono i lati del quadrangolo, dalla considera- 
zione dei quali è facile dedurre che BAD + BC^D- ADC 4- ABC. 



Fig. 195. Fig. 196. 

Viceversa, ee è vera questa eguaglianza, condotto il circolo, che 
passa per i tre vertici A, B, C del quadrangolo, si dimostra, per assurdo, 
che esso deve passare anche per il quarto vertice D. Lasciamo, come 
esercizio, al lettore la cura di esporre il completo sviluppo della dimo- 
strazione. 

Teorema 2". — Affinchè si possa inscrivere un circolo ad un qua- 
drangolo sferico, è necessario e sufficiente che la somma di due lati opposti 
tia eguale alla somma degli altri due. 

La dimostrazione di questo teorema (fig. 196) è del tutto conforme 
alla dimostrazione del teorema analogo nella geometria del piano, re- 
lativo alla condizione necessaria e sufficiente, perchè si possa inscri- 
vere un circolo ad un quadrangolo piano convesso (§ 199). 

230. Definizione. — Un poligono sferica convesso si dice regolare, sa ha tutti 
ì Buoi lati eguali e tutti i saoi angoli eguali. 

Teorema 1". — Ad un poligono sferico reg<dare si può sempre inscri- 

tert circoscrivere un circolo. 

Corollario. — Le bisettrici degli angoli di un poligono sferico rego- 
i'ire, e i circoli massimi perpendicolari ai lati nei loro punti medii, pas- 
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sano per due punti opposti della sfera, che sono t centri sferici del circolo 
inscritto e del circolo circoscritto. 

Teorema 2°. — Se piti punti dividono un circolo sopra vna sfera in 
archi eguali, il poligono sferico, che ha per vertici consecutivi i suddetti 
punti, e quello che ha per circoli consecutivi i circoli massimi tangenti al 
dato circolo nei punii medesimi sono regolari. 

Si imitino le dimostrazioni dei §§ 200 e 201. 

Dai teoremi precedenti risulta cne per iscrivere o circoacrivere ad 



un dato cìrcolo sopra una sfera un poligono sfori 
basta dividere Ìl circolo stesso in n parti egual' 
stato già risoluto nel § 203 e seguenti per i casi 



ico regolare di n lati, 
Questo problema f 



;5, 10, 20 ;15,30, etc. 

CAPITOLO IV 
Superflole e solidi di rotazione. 

1. — SUPEBFICIE COMICA E CONO. 



231. Definizioni. — I*. Date in un piano una tetta ed una linea qualunque, 
se facciamo rotare la flgnrs di un intero giro attoroo fila data retta, la Buperficie, 
luogo della linea data, che rota nel modo indicato, ai chiama nna superficie di tirci- 
luzion» o di rotazione o rotonda. 

Per esempio la superficie sferica, generata dalla rotazione di un semi- 
circolo attorno al proprio diametro, è una superficie rotonda. 

2*. La retta fissa dicesi asse, e la linea mobile, in ciascuna sua poaizione, di- 

oesi meridiano. 

E chiaro clie tutti i punti della linea mobile descrivono nella ro- 
tazione circoli situati in piani perpendicolari all'asse e aventi per centri 
punti dell'asse; ed è chiaro altresì che ogni piano passante per l'asse 
incontra la superficie lungo un meridiano. 

3*. Tntti ì piani perpendicolari all'asse, e che incontrano la superficie, ai dicono 
normali e le aeziaui prodotte si dicono sezioni normali, a paralleli della Buperficie. 
Tutti i pialli che passano per l'asse si dicono piani meridiani. Diconsi poli i punti 
d'iocontTO della superficie col proprio asse. 

Corollario. — Vn piano perpendicolare all'asse di una superficie di 
rotazione taglia questa superficie secondo un cìrcolo; tutti i piant che pas- j 
sano per l'asse la tagliano secondo linee eguali. 
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232. Dettniilonl. — 1*. Se il piano di due rette, che ai Ugliano, compie un 
giro, rotando intorno ad UDft di esse, l'altra retta descrive una superficie, che si 
chiama tuperficie conica rotonda, o di rotazione. 

2*. La retta mobile, in tutte le sue posizioni, ei chiama generatriet, e il suo punto 
d'incontro coll'asse si chÌMns vertice della superficie couÌch. 

3*. Il vertice dì una superfìcie conica rotonda divìde ogni sua generatrice in da* 
piiti. e quindi divide anche anche la superficie stessa in due parti dette falde dalla 
medesima. 

Ciascuna falda di una superficie conica rotonda è generata da un 
lato di un angolo, il cui piano compie un giro, rotando attorno all'al- 
tro lato. 

4*. Chiamasi angolo di una tuperficit conica rotonda eiasouno degli angoli acuti 
formati da una generatrice coll'asse. 

Teorema. — Una superficie conica rotonda è il luogo dei punti, le 
cui congiungenli col vertice della superficie formano coll'asse un angolo 
eguale all'angolo della superficie contea medesima. 

Risulta evidente dalle definizioni suesposte che ogni punto di una 
superficie conica rotonda è tale, che la sua congiungente col vertice 
della superficie forma coH'asae della medesima un angolo eguale al- 
l'angolo della superfìcie conica. Viceversa, se un punto P è tale, che 
la sua congiungente col vertice formi coli' asse un angolo eguale al- 
l'angolo della superfìcie conica, quel punto si deve trovare sulta su- 
perficie medesima, perchè quando il piano della generatrice e dell'asse 
sia venuto a passare per P, il punto P ai deve trovare sulla gene- 
ratrice. 

Deriva inoltre da ciò che precede, che una superficie conica ro- 
tonda separa una parte dello spazio, la quale contiene tutti i punti, 
le cui congiungenti col vertice della superficie conica formano coll'asse 
un angolo minore dell'angolo della superfìcie medesima, da un'altra 
parte che contiene tutti i punti, le cui congiungenti col vertice della 
superficie conica formano un angolo maggiore dell'angolo della super- 
ficie medesima. 

In seguito a ciò si può asserire che una superficie conica rotonda 
è una superficie completa, e che anche ciascuna sua falda è una super- 
ficie completa. 

Corollario. — Se si taglia una superficie conica rotonda con un piano, 
che incontri tutte le generatrici in punti appartenenti a una medesima falda, 
la sezione così ottenuta ha tutti i suoi punti compresi nella superficie me- 
desima. 

233. l'eorema. — Un piano passante pel vertice di una superficie co- 
nica rotonda, 

1° ha lutti gli altri suoi punti esterni alla superficie e non compresi 
fra essa, se forma coll'asse un angolo maggiore di quello della superficie; 

2° ha in comune con essa tutti e soli i punti di una generatrice, se 
forma coll'asse un angolo eguale a quello delta superfìcie; 

5° ha in comune con essa i punti di due generatHci, se forma coll'asse 
m angolo minore di quello della superficie. 

E viceversa. 
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1°. Sia ce (fig. 197) un piano che, passando per il vertice V della 
superfìcie conica, faccia coU'asse a un angolo GVO maggiore dell'an- 
golo OVA della superficie medesima. Ogni punto 
della retta VC, non coincidente con V, è esterno 
alla auperficie conica (g 233 Teor,), inoltre ogni 
altro punto P dei piano a è pure esterno allu 
medesima, perchè essendo PYO eguale o mag- 
giore di evo e quest'ultimo maggiore di OVA 
per ipotesi, si ha pure PVO >OVA; dunque ogni 
punto P di a è esterno alla superficie conica. 

2». Se^'angolo CVO è eguale (fig. 198) al- 
l'angolo OVA, allora VA coincide con VC, e tutti 
gli altri punti del piano a sono esterni alla 
superficie, perchè le loro congiungenti col ver- 
tice V formano con l'asse VO un angolo mag- 
tiore di CVO, e quindi maggiore dell'angolo 
ella superficie conica. 

S". Se infine l'angolo CVO' del piano a coj- 

p- jn- l'asse della superficie conica è minore (fig. 199) 

di A'VO', tagliando la superficie conica con un 

piano S normale ad essa e passante per C si ottiene, come sezione, un 

cerchio e, di cui C è un punto interno, ed allora la intersezione A'B' 



Fig. 198. Fig. 199. 

dei due piani a e ^ è una retta, la quale, passando per un punto C in- 
terno al cerchio e, lo taglia in due punti A', B* appartenenti alla su- 
perficie conica. Ne viene che le rette VA', VB' sono comuni al piano % 
ed alla superfìcie conica; né può esistere alcun altro punto P della 
superficie conica, fuori delle rette VA',VB', il quale appartenga anche 
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al piano a, perchè altrìtnentì il piano a avrebbe in comune colla su- 
perficie conica tutta la retta VP e col piano p avrebbe in comune un 
terzo punto, situato fuori della ratta A'B', e che sarebbe l'incontro della 
retta VP con questo piano; dunque i due piani a e p coinciderebbero 
e ci6 è assurdo. 

I teoremi inversi sono veri per la solita legge della inverse esposta 
nei preliminari. 

Corollario 1°. — Una retta, che non passi per il vertice di una su- 
perficie conica rotonda, e non sia parallela ad una generatrice, può aver 
comune colla superficie nessuno, uno, o due punti. 

Infatti, condotto il piano individuato dalla retta e dal vertice, se- 
condo che esao ha in comune colla superficie nessuna, una, o due «e- 
neratrìci, la retta avrà in comune colla stessa nessuno, uno, o due 

punti, 

DellntzfouK — 1* On piano si dice tangente, o secante di una superficie conic» 
rotooda, eecondochè ha in comuna colla medesima una generatrice, o punti di due 
più generatrici. La generatrice, comune ad una superficie conica rotonda e ad un 
suo piano tangente, ai chiama generatfice di conlatto. 

2*. Una retta, cbe non passi per il vertice di una auperfieie conica rotonda e 
DOD sia parallela ad una generatrice, si dice tangente, o arcante di esaa, Moondo che 
Iia in comune colla medesima uno. o due punti. 

Corollari. — 2". Per un punto di una superficie conica rotonda che 
non sia il vertice passa un solo piano tangente, per il vertice ne passano 
infiniti. 

3^. Per UH punto esterno ad una superficie conica rotonda e non com- 
preso in essa passano due piani tangenti alla medesima. 

Infatti, condotto il piano normale alla superficie, che passa per quel 
punto, si potranno condurre da esso due sole tangenti al circolo sezione. 
Ciascuno dei piani individuato da una di quelle tangenti e dal vertice 
è tangente alta superficie, e questi due sono i soli piani tangenti, cbe 
passano per il punto dato, 

4°, Per un punto di una superficie conica rotonda, che non sia ti ver- 
tice, passano infinite rette tangenti, il cui luogo è il piano tingente alla 
tuperfiàe in quel punto. 

234. Teorema. — Le infinite rette tangenti ad una afera, condotte 
per un suo punto estemo, sono le generatrici di una superficie conica ro- 
tonda, che ha per vertice quel punto, ed ha per asse la retta che unisce il 

vertice col centro della sfera. 

Questo teorema discende dal Problema 2" de] § 193. È evidente che 
la superficie conica e la sfera hanno in comune tutti i punti di un cir- 
colo minore. 

Definizione. — Una superJìoie conica rotonda e 
^oando banno in comune tutti, e soli, i punti di un circi 

fìrcolo di tontatto. 

Corollario. — Per un circolo minore di una sfera passa una, ed una 
loia, superficie conica rotonda tangente alla sfera. 

Laizmv I Bahahi, j 
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235. Sappiamo che, se si conduce un piano che incontra tutte le 
^neratrìci ai una superficie conica rotonda in punti appartenenti a una 
medesima falda, la sezione così ottenuta ha tutti i suoi punti compresi 
nella superficie conica ; per conseguenza (P. lY, 1°) detto piano divide 
la parte di spazio separata dalla falda, che esso incontra, in due altre 
parti, delle quali una è fìnita e contiene il vertice. 

Deflnizioni. — 1*. 11 solido finito, limitato da una falda di superficie codìcs 
rotonda e da un pisDO, che ne incontra tutte le generatrici in punti sppartenenti 
alla stessa falda, si chiama cono rotondo. Esso si dice obliquo, se il piana secante 
è obliquo all'asse, rttto se il piano secante è normale all'asse. Il cono rotondo e retto 
si dirà samplìc^metite cono rotondo. 

2*. La superficie, limitata dalla sezione suddetta, si dice base del cono; il ver- 
tice della superficie sì chiama il vertice del cono. La distanza del vertice dal piano 
della base si dice altezza; i segmenti eguali di generatrici compresi fra il vertice e 
la base di un cono rotondo ai dicono apottmi del cono. 

3*. Chiamasi superfieie laterale del cono la parte dì falda limitata dalla base, e 
auperficit totale la superficie formata dulia base e dalla superfìcie laterale. 

4*. Chiamasi tronco di cono la parte dì cono compresa fra il piano della basa 
ed un piana segante, che incontra il primo secondo una retta esterna al cono, o è 
parallelo ad esso. Se il cono è rotando e il piano segante è parallelo al piano della base, 
i due cerchi che limitano ìl tronco sì dicono basi, e il tronco sì dice a basi parallelt. 

5'. Chiamsaì a>ee, altezza, apotemi, superficie laterale dì un tronco dì cono a basi 
parallele, ì segmenti dell'asse, dell'altezza, degli apotemi e la parte di superficie la- 
terale del Bono corrispondente, compresi fra i piani delle due basì del tronco. 

Corollari. — 1". Il luogo dei punti medii degli apotemi di un cono 
rotondo è un circolo situato in un piano parallelo alla base ed equidistante 
da essa e dal vertice. 

2^. Il luogo dei punti medii degli apotemi di un tronco di cono rotondo 
a basi parallèle è un circolo situato in un piano parallelo alle basi ed equi- 
distante da esse. 

Definizione 6*. — Chiamasi sezione media di un cono rotondo, o di un tronco 
dì cono a basi parallele, la sezione fatta da un piano, che divide per metà tutti gli 
apotemi, e chiamasi sezione principale la sezione fatta da un piano, che passa per 
l'asse. Se la sezione principale di un cono rotondo à un triangolo equilatero, il cono 
sì dice pure equilatero. 

È chiaro che un cono rotondo può essere generato dalla rotazione 
di un triangolo rettangolo attorno ad un cateto; in questo caso l'ipo- 
tenusa ne è l'apotema, il cateto fisso l'altezza, e l'altro cateto il raggiu 
della base. Analogamente un tronco di cono a basi parallele può essere 
generato da un trapezio rettangolo, che roti intorno al lato perpendi- 
colare alle basi; allora l'altro lato ne è l'apotema e le due basi del tra- 
pezio sono i raggi delle basi del tronco. 

236. Due semipiani (fig. 200) AVO, EVO, uscenti dall'asse VO di 
un cono rotondo, dividono il cono e la sua superficie laterale in due 
parti. Ognuna delle due parti di superficie è terminata dalle due gene- 

~ ratrìci ÀV, BY e dall'arco AB, ed ognuna delle parti del cono è limi- 
tata dai triangoli rettangoli AVO, BYO, dal settore circolare AOB e 
da una parte delia superficie conica. 

Analoga considerazione (fig. 201) ai può fare relativamente al tronco 
di cono. 



.y Google 



SUPERFICIE COMICA E CONO. 



DeOnizioni. — 1'. Chiaratisi angolo conico ciascuna delle due parti, in cui la 
superficie latecAle di UD cono rotondo è divisa da due sue generatrici (dette Iati). 
Il vertice del cono dicesi anche veiiice dei due angoli conici. 



Fig. 200. Fig. 201. 

2*. Dicesi aettorf conico eìascuna delle due parti, in cui un cono rotondo reata 
diviso da due aemipiani, uscenti dall'asse. Le parti di questi semipiani interne al 
cono si dicono facce dei due settori. 

S*. Dicesi trapezio conico ciascuna delle due parti, in cui la superficie laterale 
di un tronco di cono rotondo a basì parallele è div[sa da due dei suoi apotemi (detti 
iati). I due archi delle basi del tronco, che limitano il trapezio conico, ai dicono boti 
del niedeBimo. 

4*. Dicesi stttore tronco-conico ciascuna delle due parti, in cui un tronco di cono 
B basi parallele resta diviso da due semipiani, uscenti dall'asse. Le parti di quMti 
aemipiani interne al tronco di cono si. dicono facce dei due settori tronco -conici. 

È facile vedere come si possa entendere anche agli angoli (o set- 
tori) conici appartenenti ad un dato cono ì concetti di angolo (o settore) 
convesso, concavo, o piatto, ed in generale tutte le proprietà che ei sono 
dimostrate per gli angoli (o spicchi) sferici. 

Per conseguenza riteniamo che gli angoli (o settori) conici di «no 
stesso cono, o di coni eguali, costituiscano infinite altre classi di gran- 
dezze geometriche omogenee, 

5*. Dicesi sezione media di un settore (o angolo) conico la sezione fatta da 
UD piano che divide per metà tutti gli apotemi. 

6*. Una piramide (o settore piramidale) dicesi ìn»eHtta, a eii coscritta, ad un 
cono (o settore conico) rotondo, se ha lo stesso vertice, ed ha per base un poligoiio 
(o settore poligonale) inscrìtto, o circoscritto, alla base del cono (o settore conico). 

T*. Un tronco di piramide dicesi inscritto, o cirroacritto, ad un tronco di cono, 
quando ba per base due poligoni inscritti, o circoacritti, alle basi del tronca di cono. 

È chiaro che, se una piramide è inscritta in un cono rotondo, gli 
spigoli laterali della piramide sono apotemi del cono; e se una pira- 
mide regolare è circoscritta ad un cono rotondo, gli apotemi della pi- 
ramide sono quegli apotemi del cono, lungo i quali le facce laterali sono 
tangenti alla superficie conica. 

Altrettanto si dica per un tronco di piramide regolare inscritto, o * 
circoscritto, ad un tronco di cono rotondo a basi parallele. 

Corollari. — 1". Si può sempre inscrivere, o eìrcoacrivere, una pira- 
mide (o sitare piramidale) regolare ad vn cono (o settore conico) rotondo. 
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? mando nella base di esso è possibile inscrivere, o circoscrivere, il poligono 
settore poligonale) base della piramide (o del settore piramidale). 

2°. Si può sempre inscrivere, o circoscrivere, in itn tronco di cono a 
basi parallele un tronco di piramide regolare, quando nelle basi del tronco 
di cono è possibile inscrivere, o circoscrivere, i poligoni òasi del tronco di 
piramide. 

2. — 80PKRF1C1E CILINDBICA E CILINDRO. 

237. Deflnizioul. — 1*. Se il piano di due rette parallele compie un giro, ro- 
tando intorno ad UDd di esae, l'altra retta descrive nn anperfloie, che si chiama tu- 
ptrfieie cUiruìrica rotonda, o di rotazione. 

2*. La retta mobile, in tutte le sue posizioni, si cbiama gentratriee, e la sua 
distanza dall'asse di rotazione si dice raggio della auperfioie cilindrica. 

Teorema. — Una superficie cilindrica rotonda è U luogo dei punti, 
che hanno dall'asse una distanza eguale al raggio della medesima. 

Risulta evidente dalla definizione suesposta, che ogni punto di una 
superficie cilindrica rotonda ha dall'asse una distanza eguale al raggio 
della superficie medesima. Viceversa, se un punto P ha dall'asse di una 
superfìcie cilindrica rotonda una distanza eguale al raggio della super- 
fìcie, quel punto deve appartenere alla superfìcie medesima, perchè 
quando il piano della generatrice e dell'asse sia venuto a passare per P, 
il punto P si deve trovare sulla generatrice. 

Deriva inoltre da ciò che precede- che una superfìcie cilìndrica ro- 
tonda separa una parte dello spazio, i cui punti hanno dall'asse una 
distanza maggiore del raggio, da un'altra, i cui pnnti hanno dall'asse 
una distanza minore del raggio. 

In seguito a ciò si può asserire che una superficie cilindrica ro- 
tonda è una superficie completa. 

Corollario. — Se sì taglia una superficie cilindrica rotonda con un 
piano, che incontri tutte le generatrici, la sezione eo^ ottenuta ha tutti i 
suoi punti compresi nella siiper/ìcie medesima. 

238. Teorema. — Le sezioni normali di una superficie cilindrica ro- 
tonda sono circoli eguali. 

Infatti essi hanno raggi eguali al raggio della superfìcie cilindrica. 

233. Teorema. — Un piano parallelo all'asse di una superficie cilin- 
drica di rotazione: 

1" ha tutti i suoi punti estemi ad esso, se ha dall'asse una distanza 
maggiore del raggio; 

3" ha in comune con essa tutti e soli i punti di una generatrice, se 
la sua distanza dall'asse è eguale al raggio; . 

3^ ha in comune con essa tutti i punti di due generatrici, se la sua 
distanza .dall'asse è minore dd raggio. 

Sia a. un piano dato (fig. 202) parallelo all'asse di una superfìcie 
cilindrica. Condotto un piano te normale alla superfìcie cilindrica, essa 
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la taglia secondo un circolo e, avente per centro il punto A' incontro del 
piano n coH'asse, e taglia il piano a secondo una retta a, avente dal 
centro del cìrcolo e una distanza eguale alla distanza del piano a dal- 
l'asse, ed è perciò esterna, tangente 
o secante del circolo e, secondo che 
la suddetta distanza è maggiore, 
eguale o minore del raggio. Ora, se 
il piano a ha un punto comune ^ 
colla superficie cilindrica, esso con- 
tiene anche tutta la generatrice pa- 
rallela all'asse, che passa per quel 
punto {§ 40 Cor. 1"), e quindi il 
piano a ha nessuna, una o due gene- 
ratrici comuni colla superficie cilin- Pj„ 202 
drica data, seconda che la retta a 
ha nessuno, uno o due punti comuni col circolo e. 

I teoremi inversi sono veri per la solita legge delle inverse esposta 
nei preliminari. 

Corollari- — 1°. Una retta, non parallela ad una generatrice di una 
superficie cilindrica rotonda, può avere con la superficie nessuno, uno o 
due punti in comune. 

Difatti, condotto per la retta i! piano parallelo all'asse, secondo 
che esso ha in comune colla superficie nessuna, una 
trici, la retta avrà in comune colla stessa superficie 
due punti. 

Definizioni. — I*. Ud pitmo si dice tangente, o secante di una superficie ci- 
iiodrica rotonda, eecondochè hfi in comune colla medesima una generatrice. □ punti 
di due pili generatrici. 

La generatrice, comune ad una superficie cilindrica rotonda e ad un suo piano 
tangente, si chiama generatrice di contatto. 

2*. Una retta, non parallela H una generatrice dì ui 
londs, si dice tangente, o secante di essa, secondo che ha 
UDO, due punti. 

2*. Per un punto di una superficie cilindrica rotonda passa uno, ed 
»n solo, piano tangente. 

Esso è individuato dalla generatrice, che passa per quel punto, e 
lìalla tangente alla sezione normale della superficie cilindrica nel punto 
medesimo. 

3". Per un punto, estemo ad una superficie cilindrica rotonda, e non 
compreso in essa, passano due piani tangenti alla medesima. 

Infatti, condotto il piano normale alla superfìcie, che passa per quel 
punto, si potranno condurre dal punto due sole tangenti al circolo se- 
zione. Ciascuno dei piani individuati da una di quelle tangenti e dalla 
generatrice, che passa per il punto di contatto, è tangente alla su- 
perficie; e questi due sono i soli piani tangenti, che passano per il 
punto dato. 
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4°. Per un punto di una superficie cilindrica rotonda passano infinite 
rette tangenti ad essa, il luogo delle quali è U piano tangente alla super- 
ficie in quel punto. 

240. Teorema. — Le infinite rette tangenti ad una sfera, condotte 
per i pufUi di un suo circolo massimo e perpendicolari al piano del me- 
desimo, sono le generatrici di una superficie cilindrica rotonda, che ha per 
asse la retta perpendicolare al piano dì quel circolo, condotta per il centro 
di esso. 

Infatti, condotti i circoli massimi perpendicolari a quello dato, le 
tangenti ad essi nei punti d'intersezione con questo sono tutte paral- 
lele al diametro comune ad essi. 

Definizione. — Una superficie cilindrica rotonda ed nna sfera si dicono tangenti, 
quando hanoo in comune tutti e soli i punti di un circolo massimo, il quale si chiama 

dì-colo di contatto. 

Corollario. — Per un circolo massimo di una afera passa una, ed 
una sola, superficie cilindrica rotonda tangente alla sfera. 

241. Sappiamo che, se si conduce un piano che incontri tutte le 
generatrici di una superficie cilindrica rotonda, tutti i punti della se- 
zione COSI ottenuta sono compresi nella superficie cilindrica, per con- 
seguenza (P. lY, 1") due piani secanti una superficie cilindrica rotonda, 

e che si tagliano secondo nna retta esterna alla su- 
perficie medesima o sono paralleli, dividono la parte 
di spazio separata dalla superficie in tre parti. 

Definizioni. ~ 1*. Il solido finito, limitato da nna bu- 
perficie cilindrica rotonda e da due piani paralleli che ne in- 
contrano tutte le generatrici, si chiama eitindro rotondo. Esso 
si dice obliquo, se i piani secanti sono obliqui all'asse, retto 
se essi sono normali nll'asse. Il cilindro rotondo e retto si dirà 
semplicemente cilindro rotondo, 

2>. Le supei-ficie, limitate dnlle aezioni suddette, si dicono 
bali; la loro distanza dicesi altezza, e i segmenti eguali di ge- 
neratrici compresi fra le due basi ai dicono lati del cilindra. 
3*. Chiamasi super/ìeìe laterale del cilindro la parte di 
superfìcie cilìndrica limitata dalle due hasi, e superficie totale 
la aupeiflcie formata dalle hasi e dalla superficie laterale. 
Fig. 203, 4*. Chiamasi tronco di cilindro la parte di cilindro com- 

presa tra il piano di una base ed un piano secante, che in- 
contra il primo ascondo una retta esterna al cilindro. 

5*. Cniamasi sezione principale di un cilindro rotondo la sezione fatta da un 
piano, ohe passa per l'asse. Se la sezione principale di no cilindro rotondo, è un 
quadrato, il cilindro si dice equilatero. 

É chiaro che un cilindro rotondo può essere generato dalla rota- 
zione dì un rettangolo attorno ad uno dei suoi lati. 

242. Due semipìani {fig. 204) OO'A, OO'B , uscenti dall' asse 00' 
di un cilindro rotondo, dividono il cilindro e la sua superficie laterale 
in due parti. Ognuna delle due parti di superficie è terminata- dai due 
lati AA', BB' e dagli archi AB, A'B', ed ognuna delle parti del cilindro 
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è limitata dai rettangoli AOO'A', BOO'B' e dai aettori circolari AOB, 
A'O'B' e da una parte della superfìcie cilindrica. 

Deflulzloni. — 1*. Cbiamaei striscia cilindrica, ciascuun delle V 

due parti, in cui la inperficìe laterale di un cilindro rotondo è 
divìsa da due suoi lati (detti lati delle strisce], 

2*. Diceaì settore eUindi-ico ciascuna delle due parti, in cai 
un cilindro rotondo resta diviso da due semipiani, uscenti dall'aase. 
Le parti di queeti semipiani interne al cilindro si dicono facce dei 
due settori. 

Si possono estendere anche alle strisce cilindriche 
e aettori cilindrici, appartenenti ad uno stesso cilindro 
a cilindri eguali, le definizioni e le proprietà relative i 
agli angoli e spicchi sferici; per conseguenza riteniamo 
cEe le strisce cilindriche e i settori cilindrici di uno 
stesso cilindro, o di cilindri eguali, costituiscano infinite p;- 204 

altre classi di grandezze geometriche omogenee. 

3*. Un prisma (o settore prismatico) dioeei inscritto, o drcoaerltto, a un cilindra 
'o settore cilindrico) rotondo, se le sue basi sodo inscrìtte, o circoscritte, alle basi 
del cilindro (o settore cilindrico). 

È chiaro che, se un prisma è inscritto in un cilindro rotondo, gli 
spigoli laterali del prisma sono lati del cilindro; e, se un prisma è cir- 
coscritto ad un cilindro rotondo, le facce laterali del prisma sono tan- 
genti alla superfìcie laterale del cilindro. 

Corollario. — Si può sempre inscrivere, o circoscrieere, un prisma 
(o settore prismatico) regolare ad un cilindro (o settore cilindrico), quando 
nella base di esso è possibile inscrivere, o circoscrivere, il poligono (o set- 
tore poligonale) base del prisma (o settore prismatico). 
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312. Se BÌ divide una corda di circolo in tre parti eguali, i raggi, che pusuto 
per i punti di dÌTÌeione, dividono l'arco sotteso in tre parti, delle quali le estreme 
sono egunli fra loro e minori della intermedia. 

313. Se due corde eguali di un circolo si tagliano, i segmenti di una sodo ri' 
spetti V amente egaali ai segmenti dell'altra. 

314. Per un punto A, esterno ad un cerchio di centro 0, ai conduca noi se- 
cante ACD, la CUI parte esterna AC sia eguale al raggio, e si conduca inoltre il 
diametro AOB. Dimostrare che l'angolo COA è la terza parte dell'angolo D06. 

315. Sopra due lati AC, BC di un triangolo qualunque ABC si costruiscano i 
quadrati ACÈ, CBD. Dimostrare che le congiungentì AD, BE passano per uno stesso 
punto dall'altezza CF del triangolo. 

316. Se due corde AB, CD di un circolo ai tagliano, la somma AC + BD degli 
archi da esse compresi è eguale alla somma degli archi compresi dai due diametri 
paralleli a qneste corde. 

317. Essendo A, B, C tre punti qualunque di un circolo, D il punto medio del- 
l'arco AB ed E il punto medio dell'arco AC, la retta DE incontra rispettÌTament« 
in P e in G le corde AB, AC. Dimostrare che AF-AG. 

318. Essendo A un punto qualunque dì un diametro di un circolo, B l'estremo 
del raggio perpendicolare ad esso, se si conduce BA, che incontra il circolo in F, 
poi la tangente nel punto P, che taglia il prolungamento del diametro nel punto C, 
si ha CA-CP. 

319. Se A, B, C, A', B', C sono sei punti dì un circolo, tali che le corde AB, 
AC siano rispettivamente parallele alle corde A'B', A'C, anche BC'' e CB' sono 
parallele. 

330. Due corde cha s'incontrano sono eguali, se fanno angoli eguali col dia- 
metro che passa per la loro intersezione; e viceversa. 

331. Se si conducono dalle estremità di un diametro le perpendicolari ad 
secante di un circolo, le parti della secante, comprese fra le duo perpendicolari 
il circolo, sono eguali. 

323. Dato un angolo BAC, si faccia passare per A e per un punto fisso D della 
bisettrice un circolo che tagli i Iati nei punti B, Ò. La somma AB + AC È costante 
qualunque sia il circolo considerato. 

823. Se due circoli e e e' sono tangenti internamente nel punto A, e BC è ai 
corda del circolo maggiore tangente in D al circola minore, la semiretta AD è 
bisettrice dell'angolo BAC. 

334. Se due circoli sono tangenti internamente, fra tutte le corde del circolo 
maggiore tangenti al minore la massima è quella che è parallela alla tangente co- 
mune ai due circoli. 

335. 11 segmento tangente ad nn circolo, e compreso fra due tangenti parai- 
eie, è l'ipotenusa di un triangolo rettangolo che ha il vertice nel centro del circolo. 
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32S. I circoli che hanno per centri i tre vertici di un triangolo, e passano per 
i giunti di contatto del circola inscritto, sono tangenti due a due. 

32Ì. Facendo centro ìd un punto di un circolo e ai descriva nn circolo e', che 
tagli e in due punti A, B, e per uno di questi punti B si tracci una retta che tagli e 
ìd un punto M e e' in un punto N. 1 segmenti AM, MN sono eguali. 

828. Se due sfere sono tangenti in un punto A, e BB', CC, DD' sono tre se- 
canti che passano per A, i piani BCD, B'C'B' sono paralleli. 

3S9. Se due circoli (o due sfere) sono tangenti, le congiungenti gli estremi di 
due diametri paralleli passano per il punto di contatto. 

330. 8e due circoli (o due sfere) sono tangenti in un punto A, le rette (o piani) 
tangenti nei punti d'incontro con una secante condotta per A sodo parallele. 

331. Se due circoli (o due sfere) si tagliano, e sì conducono i diametri AB, AB', 
che passano per un punto comune A, il segmento BB' passa per un altro punto 
d'intersezione, ed è eguale al doppio della distanza dei centri. 

332. 1 tre cìrcoli, che passano per due vertici di un triangolo e per il punto 
il'incontro dalle altezze, sono eguali. 

333. Se una corda di un circolo k divisa per metà da un'altra, e si prolunga la 
prima fino ad incontrare le tangenti al circola condotte per gli estremi della seconda, 
) segmenti, esterni al cerchio e compresi fra il circolo e le due tangenti, sono eguali. 

331. Se due circoli si tagliano in due punti A, B, e CC è una secante mobile 
attorno al punto A; 1° l'angulo CBC è costante; 2° l'angolo delle tangenti in C e C 
è pure costante. 

335. Se due circoli (o due afere) sì tagliano, e per due punti comuni si con- 
ducono due rette parallele, i segmenti di esse compresi tra ì due circoli (o tra le 
due sfere) sono eguali. 

336. Se due circoli (o due sfere) si tagliano, e per i centri si conducono le 
perpendicolari ad una secante condotta per un pnnto comune, la distanza delle due 
perpendicolari è eguale alla semisomma o alla semidifferenza delle corde intercettate 
su quella secante dai due cìrcoli (o sfere). 

337. Se due circoli si tagliano, e BB'. CC sono due secanti condotte per uno 
dei punti comuni, l'angolo delle rette BC, B'C è costante. 

338. Due circuii sono tangenti internamente in un punto A, Se per il pnnto B, 
opposto ad A nel circolo esterno, si conduce una tangente all'altro cìrcolo, che lo 
toccbi nel punto C e incontri il primo in un altro punto D, la semiretta AC à bi- 
aettrice dell'angolo bXD. 

339. Se un triangolo inscritto in un cìrcolo varia comunque, reatando costante 
un suo angolo, il Iato opposto resta tangente ad un circolo concentrico al primo. 

310. Tutti i cìrcoli, che passano per due punti, tagliano due rette condotte per 
questi punti in coppie di punti tali che le loro oongiungenti sono psrallele. 

311. Le bisettrici di tutti gli angoli eguali, ì cui lati passano per due medesimi 
pnnti, passano tutte per uno stesso punto. 

342. Il raggia del circolo exinscritto ad un triangolo rettangolo e tangente alla 
Ipotenusa è egusle alla somma dei raggi degli altri due cìrcoli esinscritti e del raggio 
del circolo inscritto. 

313. Se un circolo tangente alle quattro rette di un quadrangolo è esterno ad 
«aao, la differenza di due lati opposti del quadrangolo è eguale alla differenza degli 
altri due. 

314. Se in un quadrangola la differenza di due lati opposti è eguale alla dif- 
ferenza degli altri due, esiste uu circolo tangente alle quattro rette del quadrangolo 
«d esterno ad esso. 

315. Se un quadrilatero ha due angoli opposti retti, le proiezioni dei lati opposti 
sulla retta, che passa per i vertici degli angoli retti, sono eguali. 

316. L'altezza di un triangolo regolare è il lato di un triangolo regolare in- 
scrìtto nel circolo, che ha per diametro un lato del triangolo dato. 

347. In ogni triangolo rettangolo, il diametro del cìrcolo inscritto è eguale al- 
l'eccesso della somma dei due cateti sull' ipotenusa. 

318. Se ABC è un triangolo inscritto nel circolo di centro e D è il punto 
medio dell'arco conipreso nell'angolo BAO, l'angolo ODA è eguale alla semidiffe- 
nnza degli angoli B, C del triangolo. 
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319. La biaettrice di ud angolo interno di un triansolo incontrii il e!. _.. 

coscritto al triangola in un punto equidistante dagli (Jtn due vertici de] triangofb. 

3à0. In ogni triangolo, la dietanza di un lato dal centro del circolo circoscritlo 
è la metk delk distanza del vertice opposto dal punto di concorso delle altezze. 

351. Il circola che ha per diametro il segmento di tangente, comune a due 
circoli tangenti dati, e che ha per astremi i punti di contatto, passa per it punte 
di tangenza dei due circoli ed è tangente alla retta dei circoli medesimi. 

852. 8e un lato di un triangolo è diviso per metà da un diametro del circolo 
circoscritto, e da una estremità di questo diametro si conduce una perpendicolare 
sul lato maggiore, questa dividerà il lato stesso in due partì, uoa delle quali è 
eguale alla aemiaommn e l'altra alla semidifierenza degli altri dne lati. 

3Ó8. I raggi del circolo circoscritto ad un 'triangolo, che passano per i vertici 
di qneato, sono rispettivamente perpendicolari ai Isti del triangolo che ha per ver- 
tici i piedi delle altezze del primo. 

354. I tre vertici di un triangolo e le sue tre altezze dividono il circolo circe- 
scritto al triangolo in 6 archi, due a due eguali fra loro. 

355. Il prolungamento di un'altezza di un triangolo incontra il cìrcolo circo- 
scritto in un punto, che è simmetrico del punto d'incontro delle tre altezze rispetto 
al lato, su cui cade l'altezza considerata. 

356. I prolungamenti delle tre altezze d 
circoscritto in tre punti, che sono i vertici di 
dono coli 'altezze del triangolo dato. 

357. La bisettrice di un angolo interno di un triangolo incontra il circolo cir- 
coscritto in un panto tale, che se si conduce da esso una corda parallela ad un 
lato dall'angolo, questa 6 eguale all'altro lato. 

358. La bisettrice di un angolo interno di un triangolo è anche bisettrice del- 
l'angclo compreso dall'altezza e dal raggio del circolo circoscritto, che terminano 
allo stesso vertice. 

359. Se per il punto medio A di un arco BC di un circolo si tirano due cords 
qualunque AD, AE, ohe incontrano la corda BC nei punti F. G, il quadrangolo 
DFGE è inscrittibile in un circolo. 

360. Le bisettrici degli angoli di un quadrangolo formano un quadrilatero in- 
scrittibile in un circolo. Considerare cìù che diventa questo quadrangolo secondo i 
varii casi che si possono dare per il primo. 

361. Se dalle estremità di ciascuno di dne lati opposti di un quadrangolo ìp- 
scritto in un circolo si conducono delle perpendicolari sul lato opposto, i quattro 
punti d'intersezione delle perpendicolari coi due lati sono vertici di un nuovo qua- 
drangolo inscrittibile. 

362. I punti d'incontro delle altezze dei quattro triangoli determinati dai ver- 
tici di un quadrangolo inacritto in nn circolo, presi tre a tre, sono vertici di an ' 
nuovo quadrangolo eguale al dato. 

363.' Se le diagonali di un quadrangolo sono perpendicolari, i punti raedii dei | 
Iati sono sopra un circolo. 

861. Se an quadrangolo inscrittibile in un circolo ha le diagonali perpendi- 

1° il quadrilatero, che ha per vertici le proiezioni del punto d'incontro delle 
diagonali ani lati del quadrangolo dato, à insieme inscrivibile e circoscrivibile ; 

2' il circolo, ohe passa per le quattro proiezioni suddette, passa anche per 
i punti medìi dei tati del quadrangolo dato. 

865. Se sopra i lati di un triangolo qualunque ABC si costruiscono esterior- 
mente ad esso tre triangoli equilateri ABC , BCA', CAB', i tre segmenti AA', BB', 
ce sono eguali, e s'incontrano in un punto 0, dal quale i lati del triangolo dato 
sono visti sotto angoli eguali. 

366. In ogni triangolo, i punti medìi dei lati, i piedi dell'altezze e i punti medi 
dei segmenti dell'altezze, compresi tra il vertice e il loro punto d'incontro, giacciono 
sopra uno stesso circolo (detto circolo dei nove punti). 

36T, Il centro del circolo dei nove punti divide per metà il segmento che 
unisce il plinto d'incontro dell'altezze col centro del circolo circoscritto. 

36S. Il raggio del circolo dei nove punti è la metà del raggio del cìrcolo cir- 
coscrìtto. 
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369. Un ti'ian^oio dato e i tre triangoli ch« hanno per base uno dei lati del 
primo ti-ìangolo e per vertice il punto d'incontro delle altezze di questo stesBO trian- 
golo, banno Io stesso circolo dei nove punti. 

370> I sei punti medii dei segmenti, cbe si ottengono congiungendo due a due 
i centri dei circoli inscrìtto ed ezinscritti ad un triangolo, sono situati sopra nn cir- 
cola, che passa anche per i vertici del triangolo, 

371. La somma dei raggi dei tre circoli exinacrìtti ad un triangolo è eguale 
al raggio del circolo inscritto, aumentato di quattro volte il raggio del circolo cir- 
coscritto. 

37*2. Il centro del circolo inscritto, quello del circolo circoscritto e il punto 
d'incontro delle perpendicotaii condotte dai centri dei circoli exinscritti sai tati di 
un triangolo sono in linea retta; e il centro del circolo circoscrìtto è eqnidistante 
dagli altri dne punti. 

373. Le perpendicolari, condotte dai centri deì oirooli exinscritti sui lati di un 
triangolo, passano per uno stesso punto. 

371. Dati tre circoli in un piano, se per un punto del piano passano tre tan- 
genti interne comuni ai cìrcoli presi due a due, le altre tre tangenti comuni pas- 
sano pure per un medesimo punto. 

375. Le proiezioni di un vertice di un triangola snlle hisettriai degli angoli 
interni ed esterni, che hanno i vertici negli altrì due vertici del triangolo, sono ia 
linea retta, 

.376. Se una figura piana si sposta in un modo qualunque nel suo piano, essa 
pub essere condotta da una posizione F ad una posizione F' mediante una rotazione 
attorno ad un punto conveniente del piano. 

377. Se due poligoni di 2n lati inscritti in uno o in due circoli, hanno 2n — 1 
coppie di lati rispettivamente paralleli, anche i rìmanenti lati sono paralleli. 

37S. Quando un poligono di 2n + 1 lati è costantemente inscritto in nn cir- 
colo, e 2ft Iati si muovono restando paralleli a sé stessi, l'altro lato rìmane di gran- 
dezza costante. 

379. Se un parallelogrammo si sposta in un piano, ìn modo che due lati con- 
secutivi passino per due punti fissi, anche la diagonale concorrente con quei due 
lati passa per un pnnt.i fisso. 

380. Il circolo che ha il centro nel punto medio dall'ipotenuBa di un triangolo 
rettangolo ed ha per diametro Ja somma dei cateti, b tangente ai due circoli, cbe 
hanno per diametri i cateti. 

381. Se un circolo ha per diametro il raggio di un altro, tutte le corde del 
circolo di raggio maggiore, condotte per il punto comune ai due circoli, sono divise 
per metà dall'altro circolo. 

8S2. Se per i vertici di un triangolo si fanno passare tre cìrcoli, che si taglino 
due a due sui lati del medesimo, !e tre circonferenze passano per un punto. 

383, Date in un piano quattro rette, si possono formare con esse quattro trian- 
goli. I cìrcoli ad essi circoscrìtti passano per un punto. 1 centri di questi circoli e 
il loro punto comune sona sopra nno stesso circolo. 

381. Dati cinque piani tali ohe quattro di essi non abbiano un punto comune 
si possono con essi formare cinque tetraedri. Le sfere circoscritte a questi tetraedri 
passano a quattro a quattro per cinque punti situati ri ep etti vam ente sui cinque piani 
dati, e ognuna di esse è circoscritta a uno dei tetraedri, ohe si possono formare con 
questi cinque punti. 

385. Con quattro rette si possono formare quattro triangoli, I centrì dei quattro 
cìrcoli inscritti in essi sono sopra una atessa circonferenza. 

386. Sui lati di un quadrangolo inscrìtto, presi come diametrì. ai descrìvano 
quattro circoli. Ognuno di questi taglia il successivo ìn nn punto fuori dì un ver- 
tice, e i quattro punti co8\ ottenuti sono aopra un circolo. 

387. Le diagonali dì nn pentagono regolare sono le rette di un altro pentagono 
regolare, 

388. Se i vertici d 
due triangoli regolari, e 
parti eguali. 

389. In ogni poligono inscrìtta di un numero pari di Iati la somma degli angoli 
di posto pari è eguale alla somma di quelli di posto dispari. 
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890. Se A, B, C, D, E aono i vertici Buecessivi di un peotagono regolare, ed H 
è UQ paolo dell'arco AB del circolo circoscrìtto, bì ha 

MA -t- MB + MD :i MG -f ME. 

391. Se ABC è un triangolo «quilatero, D, E, F i punti medi dei lati AC, BC, 
AB, la congiungente DF risulta tangente bI circolo, ohe p^iBsa per i pnoti C, D, E. 

392. Se un raggio di un circolo i diametro di do altro circolo, e dal centro 
del prìino bì tirano due raggi, che taglino il aeoondo, la corda dell'arco del circolo 
di raggio minore, compreso tra queatt due raggi, è eguale al segmento di perpendi' 
colare condotta dall'estremo di uno dei due raggi BuH'attro. 

393. Se due circoli sono tangenti, e ei tirano due secanti per il loro punto di 
contatto, le corde degli archi compresi fra le due eecanti sono parallele. 

39i. I quattro centri dei cìrcoli, ciascuno dei quali è tangente ad un lato di 
uno sUbbo quadrangolo e ai prolungamenti dei due lati consecutivi, sono Tertici dì 
un quadrangolo inscrittibile in un circolo. 

395. 8e quattro circoli sono tali che ciascuno passi per due vertici Buccessìvi 
di un quadrangolo inscritto in un circola, gli altri quattro punti, nei quali ciascun 
circolo incontra il seguente, sono vertici di un quadrangolo inscrittìbile in un circolo. 

396. In ogni quadrilatero Inscrittibile in un circolo, le bisettrici degli angoli 
formati dalle coppie di lati opposti sono parallele alle bisettrici degli angoli formati 
dalle diagonali. 

39!. Dato un quadrilatero inscritto in nn cerchio, ogni coppia di lati opposti 
è tagliata da una delle bisettrici degli angoli formali dagli altri dne lati. Si hanuo 
così 4 punti che aono vertici di una losanga inscritta nel quadrilatero. 

3SS. I cinque circoli cirooBcritti ai triangoli formati da ciascun Iato di un pen- 
tagono coi prolungamenti dei due lati consecutivi s'incontrano in cinque altri punti, 
oltre i vertici, che giacciono sopra uno stesso cìrcolo. 

399, I circoli aventi per diametri tre corde di un circolo, condotte per uno 
stesso suo punto, s'incontrano in altri tre punti situati in linea retta. 

iOO. Due diagoDali di un pentagono regolare, non uscenti dallo stesBO vertice, 
ai dividono a vicenda ìu due segmenti, il maggiore dei quali è eguale al lato del 
pentagono. 

101. in ogni triangolo la somma dei raggi dei circoli inscritto e circoscrìtto è 
eguale alla somma delle distanze del centro del circolo circoscritto dai lati. 

403. Se si unisce un punto qualunque del circolo circoscritto ad uu triangola 
coi tre vertici, si ottengono tre segmenti, nno dei quali è eguale alla somma degli 
altri due. 

403. In ogni triangolo la perpendicolare a un lato eoi suo punto medio incontra 
la bisettrice dell'angolo opposto e la bisettrice dell'angolo esterno opposto in punti 
appartenenti al cìrcolo circoNcrìtto al triangolo. 

404. Un esaedro è inscrittìbile in una sfera quando le sue facce sono quadri- 
lateri inscrittibili. 

405. Se gli spigoli opposti di un ottaedro inscritto in una sfera giacciono in 
un medesimo piano, le tre diagonali dell'ottaedro si tagliano in un punto, e i piani 
tangenti alla sfera nei vertici dell'ottaedro formano un esaedro circoscritto, te cui 
facce, preso quattro a quattro, passano per uno stesso punto. 

406. I punti medìi degli spigoli di un tetraedro regolare sono vertici di nn 
ottaedro regolare. 

407. I punti raedii degli spigoli di un tetraedro qualunque Bono vertici di un 
ottaedro, i cui spigoli opposti sono eguali e paralleli. 

408. I centri delle facce di un esaedro regolare sono vertici di un ottaedro 
regolare. 

409. 1 punti medii di sei spigoli consecutivi di un cubo, tali che tre non sìeno 
in una faccia, sono vertici di un esagono regolare, 

411). Se per il punto di mezzo della cungiungente ì centri dì due sfere inscritte 
in un tetraedro ei conducano te perpendicolari alle facce del tetraedro, i loro piedi 

411. Se su ciascuno spigolo di un tetraedro si prende un punto, e per ciascun 
vertice e per Ì tre punti, che giacciono sugli spìgoli del triedro corrispondente, si 
fa passare una sfera, si ottengono quattro sfere, che s'intersecano in un punto. 
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113. Se le quattro dUgODBli di un esaedro si taglUoo in un punto, la tre rette, 
che coDgiungono due a due i punti di concorso delle diagonali delle facce opposte, 
BL tagliano nello stesso punto. 

413. Due superficie coniche di rotazione, aventi l'asse in comune e i vertici 
distinti, si tagliano secondo uno o due circoli. 

in. Per due circoli qualunque di una super6cia cilindrica rotonda di rotniione 
passa anche una superficie conica rotonda e una superficie sferica. 

115. Per due circoli qualunque di una superficie conica rotonda passa anche 
nn'altra superficie conica o cilindrica rotonda ed una superficie sferica. 

116. Per due circoli di una supsrficie sferica passano due superficie coniche, 
oppure nna superficie conica ed una cilindrica rotonda, solamente nel caso che i due 
circoli sieno in piani paralleli. 

117. A quale condizione si pnò inscrivere un cilindro in un prisma quadraU' 
golare? 

118. A quale condizione si può circoscrivere un cilindro rotondo ad un prisma 
quadrangolare? 

LUOGHI GEOMETRICI. 



119. Trovare il luogo del pnntu medio del segmento, ohe unisce i punti niedii 
di due lati AB, AC di un triangola ABC, i cui vertici B e C sono fissi, e l'angolo'A 

è costante. 

120. Trovare il luogo dei centri dei circoli inscritti nei triangoli, aventi un lato 
caniuue ed eguale l'angolo opposto a questo lato, 

121. I vertici A, B di un triangolo ABC acorrono lungo due rette fisse OX, OY, 
l'angolo delle quali à' supplementare dell'angolo C del triangolo. Trovare il luogo 
del terzo vertice. 

122. Da UD punto qualunque di un dato circolo si conduca la perpendicolare 
a un diametro fisso e il raggio, sui quale si prenda, a partire dal centro, un segmento 
eguale alla perpendicolare. 'Provare il luogo dell'estremo di questo segmento. 

123. Le cose restando come n eli 'esercizio precedente, si prenda sul raggio, a 
partire dal centro, un segmento eguale alla distanza del centro dalla perpendicolare, 
e si determini il luogo dell'estremo di questo segmento. 

121. Qual'à il luogo del vertice G dei triangoli sferici, che hanno un lato AB 
in comune, e la somma degli altri due iati è un semicircolo massimo? 

125. Trovare il luogo percorso dal vertice dell'angolo retto di un triangolo ret- 
tangolo dato, quando gli estremi della ipotenusa scorrono lungo due rette perpen- 

126. Il vertice dell'angolo retto di un triangolo rettangolo si muove sul cir- 
colo circoscritto al triangolo e l'ipotenusa AB rimane fissa; prendendo sul prolun- 
gamento del cateto BC un segmento CE ^ BC, ed unendo D col centro del circolo, 
bì domanda il luogo del punto d'incontro di OD con AC. 

127. Essendo AB un diametro fisso di un cerchio dato e CD nna corda paral- 
lela a questo diametro, se si conducocu CB e DA, che si tagliano in M, poi CÀ e 
CE, che s'incontrano in N, trovare il luogo dei punti M ed N, quando la corda CD 
bì sposta parallelamente a sé stessa. 

128. Qual'è il luogo dei contri delle circonferenze dello stesso raggio, che di- 
vidono una circonferenza data in due parti eguali? 

129. Qual'è il luogo dei punti medii delle corde di nn circolo, che passano per 
uno stesso punto, oppure i cui prolungamenti passano per uno stesso punto? 

130. Se in un circolo, da un estremo A di un diametro fisso, si tira una corda 
AC, e sul prolungamento di essa si prende un segmento CM eguale alta distanza CB, 
trovare il luogo dei punti M. 

431. Dato un triangolo equilatero, qual'è il luogo dei punti, tali che la somma 
delle distanze da due vertici del triangolo sia eguale alla distanza dal terzo vertice? 

132. Il luogo de: punti di contatto di un piano con le sfere ad esso tangenti, 
che passano per un punto, è un circolo o una retta. • 
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433. TroTare il luogo dai punti dì un piano tali cbe le due tangenti condotte 
d» essi ad ud cìroolo formino un nugolo eguale ad un angolo dato, 

131. Trovare il luogo delle pioiezioni di un punto sulle rette di uà piano (e 
dello spazio) usceuti da un altro punta. 

435. Il luogo dei putiti di contatto di una sfera con le efere ad essa tangenti, 
che pasaanu per due punti dati, è un circolo. 

136. Trovare il luogo dei punti equidistanti da tre piani comunque situati nello 
spazio, 

137. Trovare il luogo del punto d'incontro delle altezze dei triangoli, che bar 
UD lato comune ed hanno eguali gli angoli opposti a questo lato. 

<(3S. Trovare il luogo dei potiti, tali che, se ai abbassano da ciascuno di essi 
le perpendicolari sui tre iati di un triangolo dato, i piedi di queste perpendicolari 
eieno in linea retta. 

139. Trovare il luogo dei centri dei circoli, che banno' un dato raggio, e tagliano 
sotto un angolo dato un circolo dato. 

110. Trovare il luogo dei centri dei circoli, che hanno un dato raggio, e tagliano 
un circolo dato, in modo cbe la corda comune sia eguale ad uu segmento dnto, 

111. Da un punto qualunque dei prolungamenti di un diametro di uu circolo 
si conduca una tangente e la bisettrice dell'angolo così formato. Trovare il luogo 
del punto, in cui Is bisettrice è incontrata dalla perpendicolare condotta ad essa 
dal centro. 

112. Trovare il luogo dei punti d'incontro dei circoli circoscritti ai triangoli 
formati dalle rette di un triangolo con un'altra retta qualunque del piano. 

113. Due rette a e b ai tagliano, ed un segmento AB ha gli estremi aoprale 
due rette. Sia M il punto d'incontro delle perpendicolari alle rette a e b condotte 
rispettivamente dai punti A, B, e sia N il punto d'incontro delle perpendicolari : " 
rette b ed a condotte dagli stessi punti; trovare Ìl luogo dei punti M ed N. 

IH. Per un punto A si conduce una retta, cbe taglia un circolo dato in 
pnnti B, D; qual'è il luogo del punto d'incontro M dei circoli tangenti al circolo 
dato, cbe passano rispettivamente per le coppie dì punti A, B; A, D? 

115. Qual'è il luogo del punto medio dell'ipotenusa di un triangolo rettangolo, 
quando il triangolo rota attorno al vertice dell'angolo retto, e gli altri due vertici 
deacrirono due circoli dati? 

116. Trovare il luogo dei punti, tali che te tangenti condotte da essi ad un 
circolo dato sieno eguali ad un dato segmento. 

111. Dati due circoli concentrici, trovare il luogo del vertice di un angolo retto, 

i cu! lati sono tangenti ria p attivamente ai due circoli dati- 
US. Un angolo è inscritto in un circolo; trovare il luogo del punto medio della 

corda cbe sottende l'arco, au cui insiate l'angolo dato, quando asso si sposta, in modo 

cbe il vertice percorra la circonferenza. 

119. Se un circolo gira intorno ad uno dei suoi punti, e in ogni posizione si 

conducono te tangenti parallele ad una retta, trovare il luogo dei punti di contatto. 
150. Trovare ìl luogo descritto dal baricentro di^an triangolo rettangolo, che 

si muove in modo che l'ipotenusa abbia gli estremi sopra due rette perpendicolari. 
451. Dato un circolo di centro ed un punto A compreso in esao si conduca 

una secante BAC, e per !e coppie di punti A, B ; A, C si facciano passare due c~ 

coli tangenti al primo; trovare il luogo del loro punto d'incontro M. 

4&2. Sui lati di un angolo BAC sono dati due punti B, C a disuguali distanze 

dal vertice A; si descrivono due circoli tangenti fra loro, di cui uno è tangente 

ad AB nel punto B e l'altro è tangente ad AC nel punto C. Trovare il luogo dd 

punto di contatto dei due circoli. 

453. Sopra due rette perpendicolari, a partire dal loro punto d'incontro, si 
prendano due segmenti OA, OB, la cui somma sia eguale ad un segmento dato; 
trovare il luogo dei punti, in cui il circolo circoscritto al triangolo AOB è incon- 
trato dalla retta OM, condotta per ìl vertice O parallelamente alla retta AB. 

454. Trovare il luogo del punto di incontra delle diagonali dei parallelogrammi 
aventi i vertici sui lati di un quadrilatero gobbo. 

455. Qual'è il luogo dei baricentri delle sezioni triangolari di un tetraedro? 
156. Qual'è il luo^o dei centri dei parallelogrammi sezioni di un tetraedro con 
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tì^• Qual'è il luogo dei punti che han 
158. Qual'è il luogo dei centri dd ciri 
un madesimo punto? 
15d. Qual'è il luogo dei centri dei circoli aoprti udr sfera, i cui piani paasano 
una medesima retta? 

460. Qual'è il luogo dei punti, che hanno date distanze da un punto e da no 
nodali? 

161. Qual'è il luogo delle rette che pnesano per ud punto e fanno con no 
no un angolo dato ? 
463. Qual'è il luogo delle rette che passano per un punto e sono pei-pendioo- 
ai piani tangenti di una superficie conica rotonda? 
463. Qual'è ii luogo dei punti che hanno distanze date da due punti dati? 



464. Descrivere un circolo tangente a due rette date e che passa per un punto 

465. Descrivere un circolo di dato raggio che passi per un punto dato, e sia 
t&Dgente ad una retta data, 

466. Descrivere un circolo dì dato raggio tangente a due rette date. 

465. Costruire una sfera di dato raggio tangente a nn piano dato e che passi 
per due punti dati. 

46S. Descrivere un circolo ohe passi per due punti dati, e sìa tangente a una 
retta data. 

469. Descrìvere una sfera, che passi per tre punti dati, e sia tangente ad un 
piano dato. 

470. Descrivere un cìrcolo, che passi por nn punto dato, e sìa tangente a due 
rette date. 

411. Descrivere una sfera, che passi per due punti dati, e sìa tangente a due 
piani dati. 

m. Dati due circoli in un piano, trovare un punto del medesimo piano tale, 
che gli angoli formati dalle coppie di tangenti, da esso condotte ai due circoli, sìeno 
eguali a due angoli dati. 

413. Descrivere una sfera, che passi per un punto dato, e sia tangente a tre 
piani dati. 

414. Descrivete un circolo che passi per due punti dati, e sìa tangente a un 
circolo dato. 

415. Descrivere nna sfera, che passi per tre punti dati e sia tangente a una 
sfera data. 

476. Descrivere un oiroolo di dato raggio, che divida in due partì eguali due 
altri circoli dati in un piano. 

477. Descrivere una sfera dì dato raggio, che divida in due parti eguali tre 
superficie sferiche date. 

418. Descrìvere un circolo tangente ad un circolo dato e ad una retta in un 
BQo punto dato. 

419. Costruire una sfera dì dato raggio tangente a una sfera data, e ohe passi 
per due punti dati. 

480. Descrìvere un circolo tangente ad una retta data e ad un circolo in nn 
suo punto dato. 

481. Descrivere un circolo, che passi per un punto dato, e sia tangente ad nn 
circolo dato in un suo punto. 

4S3. Descrìvere un circolo tangente a due circoli dati, e ohe passi per un punto 
dato di uno di essi. 

483. Costruire una sfera di dato raggio tangente a una sfera e ad un piano 
dato, e che passi per un punto data. 

484. Condurre una tangente ad un circolo, ohe faccia un angolo dato con una 
retta data. 



.y Google 



192 LIBBO lU. 

185. Descrivete una sfera di dato raggio, che passi per un punto dato, e sia 
tangente a due piani dati. 

186. Descrivere un circolo tangente a due rette parallele, che passi per un 
punto dato della striscia. 

IST. Descrivere uu circolo che passi per due punti dati ed abbia il centro su 
dì un circolo dato. 

4SS. Descrivere no circolo tangeute a tre circoli egoali dati e tangenti fra loro. 
189. Descrivere un oireoio che sia equidistante da quattro punti dati. 

490. Descrìvere un circolo che abbia un dato raggio, o paesi per un punto 
dato, e sia equidistante da tre punti dati. 

491. Descrìvere nn oireoio di dato raggio, che determini sopra due rette datf 
corde eguali a due segmenti dati. 

492. Descrivere un circolo tangente sd una retta, o ad una circonferenza, dat» 
e che determini su due rette parallele date corde eguali a segmenti dati. 

493. Descrivere un circolo, che passi per due punti dati, e che tagli un circolo 
dato in modo che la eorda comune sia parallela ad una retta data. 

494. Descrivere un circolo, che passi per un vertice e sin tangente a dee lati 
di un quadrato dato, 

495. Dati in un piano un circolo ed una retta, eoudurre una tangente al cir- 
colo in modo ohe il segmento dì essa, che ha per estremi il punta di contatto eil 
UD punto della retta, sia eguale ad un segmento dato. 

49S. Descrivere un circolo tangente a due rette date, e che abbia il centro su 
di una linea data. 

4SI. Per un punto comune a due circoli dati in un piano condurre una secante, 
in modo che il segmento, che ha per estremi gli altri due punti ove essa incontrn 
i due circoli, rimanga divìso per metà in quel punto. 

498. Descrivere una sfera di dato raggio che passi per un punto dato, e sii 
tangente a due sfere date. 

499. Descrivere una sfera di dato raggio tangente a tre piani dati. j 
iiOOi Descrivere una sfera di dato raggio tangente a tre sfere date. 

501. Descrivere una sfera di dato raggio tangente a due piani e ad nua sfera | 
daU. 

502. Descrivere con raggi dati due circoli tangenti fra loro e tangenti ad dm 
retta data. 

503. Per un punto comune a due cìrcoli dati in un piano condurre una secante, i 
in modo ohe la somma, o la differensa, dei segmenti che terminano'al punto dato | 
e agli altri due punti, ove la retta incontra i due circoli, sia egusle ad un segmento ' 

504. Descrivere una sfera dì dato raggio tangente ad un piano e a due sfere 
date. 

505. In un circolo dato inscrivere un angolo eguale ad un angolo dato, e i cui 
Iati paBsino per due punti dati. I 

506. Data una sfera, un piano ed un segmento, costruire la sfera, che abbia 
per raggio il segmento dato, ed abbia colla sfera data per piano radicale il piano dato. 

507. In un circolo dato inscrìvere un angolo eguale ed un angolo dato, un lato 
del quale passi per un punto dato, mentre l'altro lato è parallelo, o fa un angoli» i 
dato con una retta data. 

50S. Inscrìvere un trapezio in un circolo, data l'altezza e ia somma, e ia dif- 
ferenza, delle basi. 

509. Da un punto dato nel piano di un circolo condurre una secante al circolo. 
in modo che la somma, o la differenza, dei segmenti, che terminano a quel punto e i 
ai punti, ove la secante incontra il circolo, sia eguale ad nn segmento dato. 

510. Sopra un arco di circolo trovare un punto, tale che la somma, o la diSe- I 
ronza, delle sue distanze dagli estremi dell'arco sia eguale ad un segmento dato. 

511. Condurre una corda in un circolo, che sia eguale ad un segmeuto dato, < 
resti divisa per metii da una retta, o circonferenza, data. i 

512. Condurre una corda in un circolo, che sia eguale ad un segmento dato, j 
e sia parallela ad una retta data, o faccia con essa un angolo dato. | 

*rcolo un trapezio, dati due vertici e la somma, o li 
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511. Date in no piano due circonferenze esterne l'uaa all'altra «d no» retta, 
condurre una secante comune parallela alla retta data, ed in modo che la aomina 
itelle corde ìntercette aia eguale ad uà segmento dato. 

515. Dato un punto sopra un citcoto ed una corda, condurre dal punto un'altra 
corda che sia divisa dalla prima per metà. 

516. Per un punto dato condurre una retta, in modo che nel triangolo formato 
iln essa con altre due rette date, l'eccesso della somma di due lati sul terzo aia 
eguale ad un segmento dato. 

in. Dati due punti A e B sopra un circolo e un diametro fisso EF, trovare 
sul circolo un punto C, taie che le corde CA, CB determinino sul diametro un seg- 
»iento MN eguale ad un segmento dato. 

51S. Da un punto dato esterno ad un cerchio condurre una secante, in modo 
ella la parte esterna sia eguale alla parte interna al cerchio. 

519. Dati due punti A, B sopra un circolo e un dìamstro fisso EF, trovare sul 
circolo un punto C, tale che le corde CA, CB determinino sui diametro dato, a par- 
tire dal centro O. due segmenti OM, ON eguali. 

■V20. Per un punto dato condurre una secante ad un circolo, in tnodo che la 
summa delle distanze dei punti d'intersezione da una retta data sia eguale ad un 
dato segmento. 

521. Dati due circoli in un piano, condurre una secante comune, in modo ohe 
In corda intercetta nel primo circolo sia eguale ad un segmento dato, e che la carda 
intercetta nel secondo sia pure eguale ad un altro segmento dato. 

522. Date due rette parallele ed un punto interno alla striscia, descrivere un 
circolo che passi per quei punto, sia tangente ad una delle rette, e determini sul- 
l'altra un segmento eguale ad un segmento dato. 

523. Dati un angolo e due segmenti a ed a', determinare sopra uno dei lati 
dall'angolo un punto tale che la ciroonferenzn, descrìtta da questo punto, come centro, 
e con raggio a, intercetti sull'altro iato dell'angolo un segmento eguale ad a'. 

521. Per un punto dato condurre una secante ad un circolo, in modo che la 
curda intercettata sia eguale ad un segmento dato. 

525. Dato un punto nel piano di un circolo, descrivere un nuovo circolo col 
centro in quel puntò, in modo che il segmento dì tangente esterna comune sia eguale 
ad un segmento dato. 

526. Tagliare i tre lati di un triangolo con una secante LMN ia modo che 
sia La^MN = a. 

527. In un dato triangolo inscrivere un nuovo triangolo eguale ad un trian- 
golo dato. 

528. Costruire un triangolo, dato un lato, l'altezza e la mediana e orrie pendenti, 

529. Costruire un triangolo, dato un angolo, un Iato e un'altezza. 

530. Costruire un triangolo, dato un angolo, un lato o il raggio di uno dei 
quattro circoli tangenti alle tre rette del triangolo. 

531. Costruire un triangolo dati due angoli e' il raggio di un circolo tangente 
alle tre rette del triangolo. 

532. Costruire un triangolo dato un lato, la somma o la differenza degli altri 
due e il raggia di un circolo tangente alle tre rette del triangolo. 

033. Costruire un triangolo, dato un angolo, la bisettrice corrispondente ed 
un'altezza. 

aSl. Costruire un triangolo, conoscendo i punti medii di due lati e l'estremo 
di un'altezza. 

OSÒ. Costruire un triangolo, dato un angolo, l'altezza corrispondente e il raggio 
df\ cìrcolo insoritto. 

5S6. Costruire un triangolo, dato un angolo, un'altezza ed il perimetro. 

537. Costruire un triangolo, dato un angolo e i raggi dì due circoli tangenti 
alle tre rette del triangolo. 

53S. Costruire un triangolo, dato il perimetro e i raggi di due circoli tangenti 
alle tre rette del triangolo. 

539. Costruire un triangolo, dato il perimetro, la bisettrice di un angolo ad il 
raggio del circolo exinscritto compreso in quell'angolo. 

510. Costruire un triangolo, dato un lato, un'altezza e il raggio del circolo cir- 
coscritto. 
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1 triangolo, dato ut) angolo, un'altezza e il raggio del circola 
n triangolo, dato il perimetro, un angolo e il raggio del cii- 



511. Coatruiro 
circoscritto. 

642. Costruire 

colo circoscritto. 

543. Costruire 

511. Coatraire 

515. Coatruire 
colo ci rcoac ritto. 

546. Costruire 
circoscritto. 

517. Costruire 
circoscritto. 

618. Coatruire 
spondente a questo lato. 

549. Costruire un triangolo, dato 
due e il raggio del circolo circoscrìtto. 

550. Costruire un triangolo, data l'altezza 
vertice e il raggio del circolo circoscritto. 

551. Costruire un triangolo, dati due lati ed 
653. Costruire un triangolo, dato un lato e 
653. Costruire un triangolo, dato un angolo. 
551. Costruire un triangolo, dato un angolo 
556. Costruire nn triangolo, data la mediana 

vertice e il raggio del circolo circoscritto. 

656. Costruire un triangolo, dati i centri di tre circoli tangenti alle tre r«tt« 
del triangolo. 

557> Costruire un triangolo, dati due angoli ed una bisettrice. 

558. Costruire un triangolo, data l'altezza, la mediana e la bisettrice uscenti 
dallo stesso vertice. 

6»9. Costruire un triangolo, dato un lato, un angolo adiacente e la bisettrice 
di quest'angolo. 

660. Costruire un triangolo, dato un angolo, la bisettrice corrispondente e il 
raggio del cìrcolo inscritto. 

561. Costruire un triangolo, dato l'eccesso della somma di due lati sul terzu, 
la bisettrice che incontra questo lato e il raggio del cìrcolo inscritto, 

562. Costruire un triangolo, dato un angolo, un'altezza e l'eccesso della somin» 
di due lati sul terzo. 

66.t. Costruire un triangolo equilatero, avente i vertici eopra tre rette parallv^r. 
561, Costruire un triangolo, data un'altezza, il raggio del circolo inscritta i- 
l'ecceseo della somma di due lati sul terzo. 

565. Costruire nn triangolo, dato un angolo, un'altezza e il raggio del circuì" 

triangolo, data un'altezza, il perimetro e il raggio di un eir- 



[) triangolo, dati due angoli e il raggio del circolo circoscritto. 
D triangolo, dati due lati e il raggio del circolo circoscritta. 
a triangolo, dato un angolo, una mediana e il raggio del cir- 

n triangolo, dato un lato, una mediana e il raggio del circolii 

I triangolo, dato il perimetro, un lato e il raggio del circolu 

a triangolo, dato un angolo, il lato opposto e l'altezza corri- 

I lato, la somma o la differenza degli altri 

e la bisettrice uscenti dallo stesso 

un'altezza. 

lue altezze. 

un lato ed una mediana. 

) la bisettrice uscenti dallo Htee$u 



566. Costruire di 
colo exinscritto. 

567. Costruire un 
devono stare i vertici, 

5611. Costruire un 
569. Costruire ut 
»7«. Costruire un 
571. Costruire un 
diagof 



triangolo, dati due angoli < 



ercoli ooDcentrici, f 



parallelogrammo, date le diagonali e l'angi 
rettangolo, date le diagonali ed un lato, 
quadrato, data una diagonale. 
quadrangolo, dati i lati e la congiungente 



punti medii delle 

572. In un circolo dato inscrivere un rettangolo di dato perimetro. 

573. Condurre una secante a due circoli conoeutrici, in modo che la parte compre» 
nel circolo di raggio maggiore sìa doppia di quella compresa nel circolo di raggio minor*. 

671. Dati tre punti A, B. C ed una retta, che passi per A, descrivere u 
colo, che passi per A e pei B, e che tagli la retta data in un punto D, in 
cbe DC sia tangente al circolo. 

515. Determinare sui prolungamenti di un diametro di un circola un punt* 
tale, che il segmento di tangente condotta da quel punto al circolo, compreso fri 
quel punto e il punto di contatto sia eguale al diametro. 
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dlS. Sui prolungamenti di un dimnetro dj un circolo trovare un punta tale, 
che tirando da eseo le due tangenti hI circolo, questo rjmaoga diviso dai punti di 
contatto in due archi uno doppio dell'altro. 

577. In un piano sopra una retta data determinare un punto tale, che le tan- 
genti condotte da esao a due circuii del piano formino angoli eguali colla retta data, 

578. Costruire un triangola eguaio ad un triangolo dato, i cui lati passino per 
(re punti dati. 

ùTft. Per un punto condurre una retta, in modo che il triangolo formato ila 
f%M con due altre tette date abbia il perimetro eguale ad un segmento dato. 

580. Condurre una retta parallela ad una retta data, in modo che il segmento 
limitato da due dati circoli sia eguale ad un segmento dato. 

Ó81. Ad un triedro dato inscrivere e circoscrivere una superficie conica di rotazione. 

à$2. Costruire un cilindro tangente a tre piani paralleli ad una retta data e 
die si tagliano due a due, 

5S3. Dati due circoli in un plano (o due sfere), quali sono i laro punti piìi 
vicini e quali i più lontani ? 

ÒSI. Dì tutte le corde di un circolo, che passano per un punto, qual'è la mas- 
BJnis e quale la minima? 

5<tò. Tagliare un cubo con un piano, in modo che la sezione sia un esagono regolare. 

5S6. Dato un esagono regolare, costruire un cubo, di cui l'esagono sia una sezione. 

ÒSI, Da un vertice di un cubo si conducano le diagonali delle facce, e su cia- 
scuna di esse ai determini un punto, in modo che questi formino col vertice opposto. 
Ili] tetraedro regolare. 

5S$. In un cono rotondo costruire un cubo, in modo che quattro vertici siano 
Siilia superficie conica e quattro sulla base. 

5S9. Si tagli con un piano un tetraedro, in modo che la sezione sia un paral- 
lelogranimo avente i lati eguali a segmenti dati. 

590. Si tagli con un piano un tetraedro, in modo che la sezione sia un paral- 
lelogrammo avente una diagonale eguale ad un segmento dato. 

afll. Si tagli con un piano una piramide quadrangolare convessa, in moda cbe 
U sezione sìa un parallelogrammo. 

592. Costruire uim supeificie sferica, che passi per tre punti, e tagli ortogo- 
nalmente una superficie sferica data. 

593. Costruire una superficie sferica, che passi per due punti e tagli ortogo- 
iialmente due superficie sferiche date. 

594. Costruire una superficie sferica che passi per un punto, e tagli ortogo- 
nalmente tre superficie sferiche date. 

595. In un piano costruire un circolo, che passi per due punti dati, e tagli 
ortogonalmente un circolo dato. 

596. In un piano costruire un circolo, che passi per un punto, e tagli ortogo- 
nalmente due circoli dati, 

597. Trovare i piani che hanno date distanze da i 
5flS, Trovare le retle, che passano per un punto, 

due irtlt? TKin puiHlltle. 

599. Per un punto interno sd nna supeiScìe rilindrica rotonda condurre il piano 
parallelo all'asse, che tagli la snpeificie secondo la striscia minima. 

600. Per un punto dato condurre un piano che tagli una supetficie cilìndrica 
rotonda secondo due retle parallele aventi una data distanza fra loro. 

fiOl. Per un punto condurre un piano, che tagli una superficie conica rotonda 
secondo due rette, che formano un angolo dato. 

602. Supposto che due superficie coniche rotonde, aventi il vertice in comune, si 
taglino secondo due rette, trovare con costruzioni piane l'angolo di queste rette, cono- 
scendo l'angolo degli assi delle due superfìcie e i due angoli delle due superficie stesse, 

(J03. Trovare con costruzioni piane l'angolo delle due rette d'intersezione di una 
superficie conica rotonda con uii piano secante condotto per il vertice, conoscendo 
l'angolo della superficie e l'angolo che il piano secante fa con l'asse, 

604. Per un punto dato condurre lo rette, che hanno date distanze da due 
punti dati. 

605. Trovare le rette di un piano che hanno distanze date da due punti fuori 
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CAPITOLO I 
Teorìa generale dell'equivalenza. 



243. Nel § 20 abbiamo definito come classe di grandezze una seri<! 
di enti, pei quali si pub stabilire il concetto di eguaglianza e di somiiu | 
di un numero qualunque di essi, in modo che tale somma sia sempre 1 
un ente della serie stessa. I 

Ciascuna delle classi di grandezze, che abbiamo incontrate fino ail 
ora, gode delle seguenti proprietà caratteristiche: 

1°. Addizionando due o piìi grandezze della medesima classe, si i 
ottiene una nuova grandezza, che è la loro somma, appartenente alla { 
classe stessa. 

2°. La somma di più grandezze di una classe gode della proprietà 
commutativa, cioè tutte le somme, che si possono ottenere riunendo 
in diversi modi le medesime grandezze, sono eguali. i 

3". Date due grandezze della stessa classe, una deve essere neces* 
sanamente maggiore, o eguale, o minore dell'altra, cioè la prima deve 
essere eguale alla somma della seconda con un'altra grandezza, oppure 
la prima deve essere eguale alla seconda, oppure la seconda deve es- 
sere eguale alla somma della prima con un'altra grandezza; e questi I 
tre casi si escludono a vicenda. 

Tutte le altre proprietà di tali classi di grandezze, le piii notevoU 
delle quali sono state esposte nel § 20, sono conseguenze delle tre prò- : 
prìetà caratteristiche sopra enunciate. | 

Esempi di classi di grandezze, che si trovano in queste condizioni sono: 

1° la classe formata da tutti i segmenti, 

2» , , , tutti gli angoli, 

3" , , , tutti 1 diedri, 

4° , , „ tutti gli archi di uno stesso circolo, ' 

o di circoli eguali, 

5" „ „ „ tutti i settori appartenenti ad uno 

stesso cerchio, o a cerchi 
eguali, 
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6" la classe formata da tutte le strisce, 
7° , „ „ tutti gli strati, 

8° „ „ -, tutti gli angoli sferici di una stessa 

sfera, o di sfere eguali, 
9° , R „ tuttiglispicchiappartenenti allastessa 

sfera, a sfere eguali, 
10° , , , tutti i parallelogrammi di una serie, 

11' „ , , tutti i prismi di una serie. 

Passiamo ora a stabilire il concetto di somma per altre serie di 
grandezze geometriche mediante le seguenti 

Deflttlzloni. — 1*. Dati due, o più polìgoni pitvni non intteccieti, se si divide 
curi venientemente ciascuno di essi ìn un numero tirbitrariii di polìgoni convessi, indi 
si l'iuniscono queste parti, in moda che ognuna abbia una porzione del suo contorno 
in comune col contorno di un'altra parte, ed ugni punto interno ad una di esse sia 
«sterno all'altra, e si sopprime poi la porzione dì contorno comune a due parti con- 
secutive, otteniamo un nuovo poligono non intrecciato, che risulta dalla riunione di 
tutte le parti dei poligoni dati, e che si dice una loro somma. 

2*. Dati due o più poliedri non intrecciati, se si divide convenientemente oia- 
Ecuoo di essi io un numero arbitrario di poliedri convessi, indi si riuniscono queste 
parti, in modo che ognuna abbia una porzione della sua superficie in comune colla 
superficie di un'altra parte, ed ogni punto interno ad una di esse sia esterno nl- 
l'altra, e si sopprime poi la porzione di superficie comune a due parti consecutive, 
otteniamo un nuovo poliedro non intrecciato, che risiilta dalla riunione di tutte le 
piarti dei poliedri dati, e che si dice una loro somma. 

Tali somme sì possono eseguire in infiniti modi, e i risultati ot- 
tenuti non sono eguali. 

si cerca una somma di due o più grandezze 

Per indicare che la grandezza S è una somma delle grandezze A, 

B. C, . . . si scrive 

S- A + B + C4-... 

4*. Se una grandezza A è somma di due, tre,... n grandezze eguali a B, si dice 
die A è doppia, tripla,... ìn generale multipla di B secondo il numero a, e che B 
è la metà, la terga paiie,... in generale una gicmmultipla di A secondo H numero ii. 
Ina grandezza si considera multipla di sé stessa secondo il numero I. 

S'indica ciò colle scritture 

A = 2B, A-3B A.-nB; 

B = |a, B = ~A, ..., B =^jA. 

5'. Due grandezze si dicono equimtdtiple (o equisummultiple) di altre due, so 
Sono rispettivamente multiple (o summuìtiple) di esse secondo io stesso numero. 

Definizioni analoghe si possono stabilire rispetto a due altre serio 
(li enti geometrici, quella dei poligoni sferici appartenenti ad una stessa 
puperficie sierica, o a superficie sferiche eguali, e quella delle piramidi 
Eferiche appartenenti ad una stessa sfera o a sfere eguali. Ne viene 
che i poligoni piani, i poliedri, i polìgoni sferici appartenenti ad una 
stessa superficie sferica, o a superficie sferiche eguali, le piramidi 
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sferiche appartenenti alla stessa sfera, o a sfere eguali, sono quattro 
serie dì enti, per ciascuna delle quali si può stabilire il concetto di 
somma, la quale somnia è un ente della stessa serie. Esse sono dunque 
quattro classi dì grandezze (§ 20 Def.); ma queste classi non hanno 
la seconda e la terza delle proprietà caratteristiche enunciate sopra, 

Sorcio non possono avere nemmeno le altre proprietà che da queste 
erivano, dì cui godono le classi, che abbiamo incontrato fino ad ora. 
Nel presente capitolo ci proponiamo appunto di studiare le pro- 
prietà di tali classi di grandezze. Notiamo fin d'ora che, in ciò che 
segue, parlando di due o più grandezze insieme considerate, sottinten- 
deremo che esse sieno della stessa classe. Le proprietà che esporremo 
valgono per tutte quelle classi di grandezze, per le quali, come per ì 
poligoni, poliedri ecc. (P. IV) sì può ammettere la seguente proprietà: 

Se una grandezza è scomposta in parti in due modi diversi, si può 
produrre una terza divisione della data grandezza in parti, le quali 
saranno le parti risultanti dalla prima divisione suddivise, mediante la 
seconda divisione, e saranno anche le parti risultanti dalla seconda divi- 
sione, suddivise per mezzo delta prima divisione. 

244. Deflnizionei . — Due grandezza si dicono equmalenli, se si possono scom- 
porre in egual numero di pArti rispetti vdm ente egnuli. 

L'equivalenza di due grandezze A, B s'indica colla scrittura 
A = B 
che si legge " A equivalente a B „. 

Corollario. — Due grandezze eguali sono anche equivalenti. 

Teorema. — Due grandezze equivalenti ad una terza sono equiva- 
lenti fra loro. 

Se due grandezze A, B sono equivalenti ad una tei'za C, esiste una 
scomposizione di A e di C, per la quale tutte le parti di A seno ri- 
spettivamente eguali a tutte le parti di C, ed un'altra scomposizione 
di B e C, per la quale tutte le parti di B sono eguali rispettivamente 
a tutte quelle di C. 

Se pratichiamo sulla grandezza C contemporaneamente la decom- 
posizione in parti eguali a quelle di A ed in parti eguali a quelle di 
B, la prima decomposizione suddividerà le parti eguali a quelle di B, 
e viceversa. Operando allora sulle parti di A le decomposizioni, che si 
verificano sulle eguali parti di C, e sulle parti di B le decomposizoni 
che si verificano sulle eguali parti di C, A e B trovansi decomposte 
in parti rispettivamente eguali, e sono perciò equivalenti. 

245. Teorema 1°. — Tutte le somme di due o più grandezze sono 

grandezze equivalenti. 

Infatti S, S' essendo due somme delle stesse ^andezze, A, B, C, 
la grandezza S si ottiene, riunendo le parti provenienti da una con- 
veniente divisione di A, B, C.-.., e 8' si ottiene, riunendo le parti pro- 
venienti da un'altra divisione di A,B, G Eseguendo su A,B, C... 

le due divisioni insieme, ed operando sulle parti diS, S' le suddivisioni 
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ottenute nelle parti di À,B, C..., si ha che S, S' sono ecomposte in 
parti eguali, e perciò sono equivalenti. 

Corollario 1". — Tutti i mulHpU di una medesima grandezza secondo 
uno stesso numero sono grandezze equivalenti. 

Teorema 2". — Se una grandezza è somma di altre, ogni grandezza 
ad essa equivalente è pure somma delle medesime. 

Cioè, se 

S = A + B + C + ...,S' = S, 
si ha 

S'=A + B + C + .... 

Corollario 3°. — Se una grandezza è multipla di un'altra secondo un 
numero qualunque, anche ogni grandezza equivalente alla prima è multipla 
dell'altra secondo lo stesso numero. 

Teorema 3". — Se una grandezza è somma di piii altre, i pure somma 
di grandezze ad esse equivalenti. 

Cioè, se 

S = A + B + C + ...,A = A',B = B',0 = C',... 
si ha 

S = A'+B'+C'+... 

Corollario 3". — Se una grandezza è mifltipla di un'altra, è pure 
multipla secondo lo stesso numero di ogni grandezza equivalente a quella. 

Teoremi. — 4'^, Sono equivalenti due grandezze somme di grandezze 
rispettivamente equivalenti. 

Cioè, se 

A = A',B = B',C = C',..., 
si ha pure 

A + B + C + . . . = A' + B' + C + . . . 

5". Una grandezza somma di più altre è anche somma della somma 
di alcune di esse e delle rimanenti, e viceversa. 

Cioè, se 

S = A, + A, + A, . . . + A„ + B + C , A = A, + A, + . . . + A. , 
si ha pure 

S = A + B + C. 

6". Se piit grandezze sono equimultiple di più, altre, secondo un mm- 
ìnero n, la somma delle prime è pure multipla, secondo il numero n, della 
'omina delle seconde. 

Cioè, se 

A=nA',B=nB',C =kC' S=A + B + C+ .... S'=A'+B' + C' + ..., 



'i ha pure 



S = nS 
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1". Se una grandezza è multipla di un'altra secondo il nuineio m, e 
questa è multipla di una terza secondo il numero n, la prima è multipla 
della terza secondo il r 



Cioè, se 

A = mB, B = «C, 
si ha pure 

A = mnC. 

S°. Se una grandezza A è multipla secondo il nwnero m di una mul- 
tipla di e secondo il numero n, essa è pure multipla secondo il numero n 
di una multipla di C secondo il numero m. 

Cioè, se 

A-«(»C), 
81 ha pure 

A-«(f»C). 

9^. Se due grandezze sono eguimuUiple di altre due e queste sono pure 
equimuUiple di altre due, le prime due sono equimultiple delle ultime. 

Cioè, se 

A = »mA„ B = imB, ; A, = nA„ B, = nB„ 
si ha 

A = wnA, , B = »MnB,. 

246. Ammettiamo in questo § e nei successivi che le grandezze, di 
cui si tratta, oltre alla proprietà indicata nel § precedente ed espressa 
dal Post. IV, abbiano pure la proprietà enunciata dalla seguente 

Proposizione di De-Zolt. — Se due grandezze A, B sono scomposte 
in parti, in modo che in A si trovino parti eguali a tutte quelle di È in- 
sieme ad altre, non è possibile trovare un'altra scomposizione di A e B. 
per la quale in A sì trovino pafti rispetticamenle eguali a tutte quelle di B 
e nessuna di piìi, oppure in B si trovino parti rispettivamente eguali a tulle 
quelle di A insieme ad altre. 

Postulato XI (dell'equivalenza). i 

La classe di grandezze costituita dai poligoni e quella costituita dai 
poliedri verificano la proposizione di De Zolt. 

Possiamo ora estendere a queste classi di grandezze i concetti di 
grandezza maggiore di un'altra, o minore dì un altra, o differenza fi'a 
due grandezze date, mediante le seguenti 

Deflnlzloiii. — 1*. Se due grandezze A,B ai possono scomporre in par 
modo che in A si trovino partì eguali a tutte quelle di B insieme ad altre, si diM 
che A è maggiore di B, o che B è minore di A. 

Si indica ciò, scrivendo 

A > B oppure B < A 
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Per indicare che C è la differenza tra À e B 8Ì scrive 
C = A-B 
e si legge " C equivalente ad A meno B „. 

3*. L'operazione, medtanU la quale si trova la differenza dì due grandezze, si 
dice aotirazìone. 

247. Nel § precedente abbiamo accennato, e fra breve lo dimoetre- 
remo, che esìstono classi di grandezze tali che, date due grandezze A, B, 
l'una deve necessariamente essere maggiore, equivalente, o minore del- 
l'altra, dando a queste parole il significato stabilito nel § 246, ed esi- 
stono altre classi per le quali questa proprietà non si verifica. Ci con- 
viene perciò stabilire fin d'ora una distinzione delle classi di grandezze, 
basata su questa proprietà. 

Ueflnizloni. — 1". DiiBmo che una clasae di grandezze è di 1' »pecie, ae sì piiù 
asserire che di due grandezze della classe l'una è necessariamente maggiore, eguale 
i) tninore dell'altra, e la somma di più grandezze gode delia proprietà commutativa. 

2*. Diremo c)ie una classe di grandezze è di .?* specie, ae si pub asserire cbe 
di due grandezze della classe l'una è necessariamente maggiore, equivalente, o mi- 
nore dell'altra, e la somma di piii grandezze della classe non gode della proprietà 

3". Diremo di 3' specie tutte le altre classi di grandezze. 

Le classi dei segmenti, angoli e le altre enumerate nel g 243 sono 
di 1' s|Decie. Dimostreremo poi che la classe dei poligoni, quella dei 
poligoni sferici, appartenenti alla stessa superfìcie sferica o a superficie 
sfenche eguali, quella delle piramidi sferiche, appartenenti alla stessa 
sfera o a sfere eguali, sono di 2" specie. 

Corollario. — Due grandezze di l" specie equivalenti sono eguali. 

248. Teoremi. — 1". Se una grandezza è maggiore (o tninore) di 
un'altra, essa è pure rispettivamente maggiore (o minore) di tutte le gran- 

, dezze equivalenti a questa. 

Cioè, se 
I A > B , B = B' , 

I si ha pure 
I A>B' 

2°. Se una grandezza è maggiore (o minore) di un'altra, è pure mag- 
giore (o minore) di tutte le grandezze minori (o maggiori) di quest'altra. 

Cioè, se 

A>B, B>C, 
si ha pure 

A>C. 

3". Se piii grandezze sono rispettivamente maggiori di altre, la somma 
■ delle prime è pure maggiore della somma delle seconde. 
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Cioè, se 

A>A', B>B', OC',..... 
si ha pure 

A + B + C + ....>A' + B' + C + .... 

4". Se una grandezza è maggiore di un'altra, e con esse si somtnano 
rispettivamente due grandezze equivalenti, la somma proveniente dalla prima 
grandezza è maggiore di gveUa proveniente dalla seconda. 

Cioè, se 

A>B. C = D, 
ei ha pure 

A + C> B + D. I 

5". Se una grandezza è differenza di due altre, ogni grandezza ad I 
essa equivalente è pure differenza delle medesime grandezze. 

Cioè, se 

C = A - B, C = C, 
si ha pure 

C = A - B. 

6". Se una grandezza è differenza di due altre, essa è anche differenza 
di due grandezze equivalenti a queste. 

Cioè, se 

C = A - B, A = A', B = B', 
si ha pure 

C = A' - B'. 

7°. Sono equivalenti due grandezze differenze di grandezze equivalenti. 

Cioè, se 

C = A - B, C = A' - B', 
si ha 

C=C'. 

8°. Se una grandezza è maggiore di un'altra, e questa di una terza, 
la differenza fra la prima e la terza è maggiore delta differenza fra la 
seconda e la terza. 

Cioè, se 

A > B > C, 
si ha 

A - C> B - C. 

9', Se da grandezze equivalenti, si sottraggono grandezze non equi- 
valenti, è maggiore la differenza, che si ottiene sottraendo la grandezza 
minore. 

Cioè, se 

A = A' > B > B', 
si ha pure 

A - B < A' - B'. 
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10°. Se due grandezze sono equimultiple (o equisummultiple) di due 
altre, la rnuUi^da (o summuttipla) della prima è maggiore, equivalente o 
ìninore di quella della seconda, secondo che la prima e maggiore, equiva- 
lente o minore della seconda. 



Cioè, se 

A=.mA', B = wB', A' = B', 
si ha rispettivamente 

11°. Se due grandezze sono equimultiple di altre due seconda il nu- 
mero n, la differenza delle prime è multipla secondo lo atesso numero n 
(iella differenza delie seconde. 



Cioè, se 
»i ha 



= «A', B = »B', A'>B', 
A ~ B = n (A' - B). 



CAPITOLO II 
Equivalenza di poligoni e auperftoie poliedriche. 



249. La classe di grandezze costituita dai poligoni piani gode di 
tutte le proprietà relative alla equivalenza esposte nei g§ 244-245, poiché 
a causa del P. lY vale per i poligoni la proposizione fondamentale dalla 
quale esse derivano. 

I)eflDÌzi»ni. — 1.* ChUmereino rettaiigolo di due segmtnti AB, CD il retUn- 
gulo, che hn le coppie di lati opposti eguali ai dati segmenti, e l' indie b eremo colla 
Hcrittura Alt . UD. 

2*. Chiameremo quadrato di un segmento AB il quadrato che ha i suoi lati 
e^nali al dato segmento e lo indicheremo colla Horittura AB 

250. Teorema. — Due triangoli che hanno un lato eguale ed eguale 
l'altezza corrispondente, sono equivalenti. 

Si dispongano i due triangoli in modo che abbiano un lato AB in 
comune, e che i due vertici rimanenti C, C, sieno situati dalla medesima 
parte della retta AB, e per conseguenza la retta CG, risulti parallela 
alla AB. Si possono allora considerare tre casi, secondo che il seg- 
mento ce, è eguale, minore o maggiore di AB. 
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1". Se CC, = AB (fig. 205), la figura ABC.C è un parallelogi-ammo, 
e i lati AC,,BC si tagliano nel loro punto di mezzo 0. È facile alloi-a 
vedere che i due triangoli AOC, 0,08 sono eguali, e che perciò sono 
equivalenti i due triangoli ABC, ABC,, che si ottengono sommando il 
triangolo AOB coi due triangoli suddetti rispettivamente. 





Fig. 205. Fig. 206. 

2". Se ce. < AB (fig. 206), si conduca la retta parallela alle rette 
AB, ce, ed equidistante da esse, la quale incontrerà i lati AC, BC, À0„ 
BC, nei loro punti di mezzo M, N, M,, N,. Si conduca poi per C la pa- 
rallela CP alla C,B; essa taglia il lato AB e perciò è interna all'an- 
golo ACB. Similmente la retta C,Q, parallela alla AC, è interna all'an- 
golo AC,B, È allora facile vedere cne si ha 

CMP = C,QN„ CPN5BN,N, ' 

AMM, = C,QM„ AM.NBEAM.NB, | 

e quindi, sommando tutte queste eguaglianze, 
ABC = ABC,. 

3". Se ce, > AB, riportiamo sul segmento CC„ a partire da C, 
il segmento AB tante volte quante è possibile, in modo che sia 
CD, - D,D, ~ .... E D„-i D„ Z AB, essendo D„ C, eguale o minore di AB. i 

Per le dimostrazioni precedenti sarà ABC = ABD, = ABD, = = 

= ABD = ABC, e quindi ABC = ABC,. 

Corollari. — 1". Due parallelogrammi che hanno eguali due coppie 
di lati opposti ed eguali le altezze corrispondenti, sono equivalenti. j 

Infatti essi sono doppi di due triangoli equivalenti. 

2*. Ogni parallelogratnmo è equivalente «l 
rettangolo di un suo lato e dell'altezza corri- 




251. Teorema. — Ogni triangolo è equiva- 
lente al rettangolo di un suo lato e della metà 
dell'altezza corrispondente. 

Sia ABC (fig. 207) il dato triangolo e sup- j 
poniamo dapprima die la petpendicolare con- | 
dotta dal vertice C alla retta AB incontri questa retta in un punto H 
non esterno al segmento AB. Per il punto dì mezzo D della CH si con- 



Fig. 207. 
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duca la parallela PQ alla AB, e per i punti A, B le rette AP, BQ 
perpendicolari alla AB. 

Essendo CD^DH, deve esaere anche CMHMA e CNeNB (8 5S 
T. 1), ed allora i triangoli CMD, AMP sono eguali perchè hanno i lati 
CM, MA eguali, gli angoli CmD, AMP eguali come opposti al vertice e 
gli angoli CDP, MPA eguali perchè retti. In modo simile si può dimo- 
strare che anche ì triangoli GDN, BQN sono eguali. 

Allora il triangolo ABC, e il rettangolo APQB, essendo composti 
di parti rispettivamente eguali sono equivalenti. 

Se il punto H è esterno al segmento AB, si costruisca un trian- 
golo, equivalente a quello dato, che abbia la stessa base AB e la stessa 
altezza del dato triangolo, ma in modo che il piede dell'altezza sia in- 
terno al segmento AB, e poi su questo nuovo triangolo si eseguisca la 
costruzione sopra indicata. Il rettangolo che si ottiene sarà equivalente 
anche al dato triangolo. 

Corollari. — 1". Se due triangoli hanno un lato eguale, secondo che 
l'altezza del primo triangolo corrispondente a questo lato è maggiore, eguale 
minore dell'altezza corrispondente del secotido, il primo triangolo è mag- 
giore, equivalente o minore dell'altro; e viceversa. 

2°. Se la base di un triangolo è divisa in 2, 3 ... .n segmenti eguali, 
i segmenti, che hanno per estremi il vertice opposto e i punti di divisione 
della base, scompongono il triangolo in 2, 3 n triangoli equivalenti. 

3". Un poligono convesso circoscritto ad un circolo è equivalente al 
rettangolo del perimetro e della metà del raggio dd 
circolo inscritto. 

Sia ABCDK (fig. 208) il poligono circoscritto 
al circolo di centro 0. I segmenti, che uniscono 
il centro coi vertici dividono il poligono nei e, 
triangoli AOB, BOC , . , . , ciascuno dei quali ha per 
base un lato del poligono e per altezza il raggio 
del circolo inscritto, e quindi equivale al rettan- 

folo di quel lato e'della metà del raggio OH. 
acendo poi la somma di tutti questi rettangoli 
della stessa serie, si ha che l'intero poligono è 
equivalente al rettangolo della somma dei lati 
e della metà del raggio OH. 

252. Teorema. — Un trapezio è equivalente al rettangolo della sua 
altezza e della sua sezione media. 

Sia ABCQ un trapezio ed HK la sua sezione media (fig. 209). Per il 

punto H conduciamo una retta LM parallela al lato opposto AD. I due 

triangoli LHC, MHB sono eguali, perchè hanno 

I \~/' ' '^^' *^^' ^^ eguali per costruzione, gli angoli 

/ \ / LCH, MBH eguali, come alterni interni rispetto 

, " ""/v alle parallele AB,DL e alla trasversale BC, 

(^_ ^ / \ e gli angoli CHL, BHM eguali come opposti 

* y B al vertice. Perciò il trapezio ABCD e il paral- 

Fig. 209. lelogrammo AMLD, che si possono scomporre, 

l'uno nelle parti AMHCD, HMB, l'altro nelle 

parti AMHCD, HLC, sono equivalenti. Siccome il parallelogrammo AMLD 
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è equivalente al rettangolo dell'altezza e della sua base ÀM, che è eguale 
a HK, anche il trapezio dato sarà equivalente ad un tale rettangolo. . 

Corollario. — Un trapezio è equivalente al rettangolo della sua al- 
Uzza e della semisomma delle sue basì. 

Infatti la sezione media di un trapezio è eguale alla semisomma 
delle basi (§ 102 Teor.). 

253. Teorflma. — Se due triangoU rettangoli sono equiangoli fra loro, 
il rettangolo di un cateto del primo e del cateto non corrispondente del- 
l'altro è equivalente al rettangolo degli altri due cateti. 

Disponiamo i due triangoli rettangoli dati ABC, ABiC, (fig. 210) in 
modo che i loro angoli retti e i cateti corrispondenti aieno sovrapposti; 
_ jj allora per l'eguaglianza degli angoli ABC, AB|C, \e 

ipotenuse BC, B.C, risultano parallele. 

Condotte per C e C, le parallele alla AB e per 
B , B e B, le parallele alla AC si ottengono i due ret- 

■ tangoli ABHG„AB|KC che sono equivalenti. 

Infatti, supposto AC > AC,, possono distinguersi 
due casi AC<;2AC, oppure AC>2AC|. 

Nel 1" caso, essendo L ed M i punti d'incontro 

della retta BC colle rette B,K, C,H, è facile vedere 

■* che i triangoli BB,L, MC,C sono eguali, perchè 

Fig. 210. hanno tutti gli angoli eguali (avendo i lati paralleli 

e diretti nello stesso senso) e i lati BB,, MG, eguali. 

come segmenti paralisi compresi fra rette parallele. Ne segue BL = MC 

e quindi anche BM = LC. Allora i due triangoli BHM, LKC sono pure 

eguali, avendo i lati BM.LC eguali, e tutti gli angoli rispettivamente 

eguali. 

Essendo 



ABHC, = 
AB.KO = 



AB,LM -. 
AB.LM H 



BB,L + BHM 
MC,C 4 LKC, 



ABHC, = AB,KC. 



Nel 2" caso si portino sopì a 
AC dei segmenti consecutivi AC ^ 
C,C„ C,C,.... tutti eguah fii g, 
loro. Per Ìl postulato di Aichi 
mede si dovrà trovare «no di que 
sti punti esterno ad AC. Sia pei „ 
es. C, l'ultimo punto contenuto 
nel segmento AC. Condotte per 
Cj, Ca, le parallele a B.C, che in- 
contrino in B„B, la AB si ha (§ 53 P^ 
Teor. 1) AB,EB,B,-B,Bs. Con- 
ducendo allora perB^B, del te rette 
parallele ad AC e per C,, C, delle ^ 
parallele ad AB è facile dimo- 
strare come nel 1" caso che 
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AB.DC. = B.B,ED = C,DFC, 
B,B,NLEeC,FMPC. 
B,BN - C.PC 
BHLEMKC, 

ed allora i due rettangoli ÀBHCi,AB,KC essendo composti di parti ri- 
spettivamente eguali sono equivalenti. 

254. Prublema. — Costruire un triangolo che sia equivalente ad un 
dato poligono non intrecciato. 

Supponiamo da prìma (fig. 212) clie il dato poligono sia convesso, 

e sia per es. il pentagono ABCDE. Presi i tre vertici consecutivi C, D, E, 
si conduca per quello intermedio una retta DF parallela alla diagonale 
CE, che congiunge gli altri due. Questa parallela incontrerà una delle 
due rette del poligono che passano per i punti C ed E, per esempio 
AE, in un punto ¥. Conducendo il segmento CF, si ottiene un triangolo 
p CEF equivalente a CDE, 

Eoichè questi due triangoli 
anno la stessa base CE ed 
eguale altezza. Ne segue 
che i due poligoni ABCDE, 
ABCF,9orame dei due trian- b 
goli equivalenti CDE,CFE 
col quadrilatero ABCÈ, so- 
no equivalenti. 

Così abbiamo ottenuto 
un poligono, equivalente al 
dato pentagono, e che ha 
un lato di meno. Ripetendo su questo la medesima costruzione, otterremo 
un altro poligono equivalente e con un lato di meno, cioè un triangolo. 
Nello stesso modo, ripetendo tante volte quante occorre la costru- 
zione precedente, si può costruire un triangolo equivalente ad un poli- 
gono qualunque. 

Se il poligono non è convesso si può applicare sempre la costruzione 
precedente, come mostra la fig. 213; la dimostrazione resta invariata. 

255. Problema P. — Costruire un rettangolo che sia equivalente ad 
un dato rettangolo, e che abbia due lati opposti eguali ^ 
ad un segmento dato. 

Sia ABCD il dato rettangolo, MN il dato seg- 
uiento. Sopra una retta AB del rettangolo pren- 
diamo, a partire da A, un segmento AH E NM, 
situato rispetto ad A dalla stessa parte del segmento 
AB; si tracci la retta HD, e per il vertice B la pa- 
rallela BL ad HD, che incontrerà in L la retta AD. 
Il rettangolo AHKL dei segmenti AH, AL è equiva- 
lente (§ 253 Teor.) al rettangolo ABCD. 





Fig. 212. 



Fig. 213. 




Problema 2°. — Costruire un » 
poligono dato non intrecciato, e che i 
segmento dato. 



'Mangolo, che sia equivalènte ad i< 
bbia due lati opposti eguali ad ii 
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Nel modo indicato nel § precedente ai può prima di tutto costruire 

un triangolo equivalente al poligono dato. Allora il rettangolo della 

base e della metà dell'altezza di questo triangolo è equivalente al poligono 

D dato (§ 251 Teor.) Finalmente applicando le 

costruzioni del problema precedente si può 

costruire un rettangolo, cne abbia due lati 

opposti eguali ad un segmento dato, e cbe 

, sia equivalente al rettangolo ottenuto, e quindi 

' anche al dato poligono. 

Nella fig. 215, dato l'esagono ABCDEP 
K ed il segmento a, è stato eostruito il trian- 
golo DHK equivalente al dato poligono, poi 
il rettangolo HKML delta base e della metà 
dell'altezza di questo triangolo; infine il ret- 
tangolo HQPN, che e equivalente a questo, 
e quindi anche al dato poligono, e che ha 
lati opposti HQ, NP eguali al dato seg- 



Fig, 215. 



mento i 



256. Teorema. — Tutti i poligoni piani non inirecciati costituiscono 
una classe di grandezze di 2* specie. 

Dati infatti due o più poligoni piani non intrecciati, le costruzioni 

dei §§ precedenti ci danno il modo di ottenere altrettanti rettangoli, 
aventi due lati opposti eguali ad un segmento dato, ed equivalenti ri- 
spettivamente ai poligoni dati. Tutti questi rettangoli così ottenuti fanno 
parte di una classe di grandezze di prima specie, e perciò di due di 
essi uno è sempre maggiore, eguale o minore dell'altro, e quindi anche 
di due poligoni uno è sempre maggiore, equivalente o minore dell'altro. 
Si noti che, eseguendo tutte le costruzioni, si potrebbero sempre 
scomporre due poligoni in un numero finito di parti rispettivamente 
eguali, se essi sono equivalenti, oppure, se non sono equivalenti, si po- 
trebbero scomporre ambedue in un numero finito di parti, in modo che 
il maggiore contenesse tutte le parti del minore insieme ad altre, e piìi 
generalmente valgono per i poligoni tutti i teoremi del § 248. 

Corolinrio. — Di un poligono qualunque può trovarsi un stimmid- 
tiplo secondo qualsiasi numero. 



2. — KELAZIONI DI RETTANGOLI, QUADRATI, COSTRUITI SUI LATI 
DI UH TRIANOOLO, DI UN QUADRILATERO. 

257. Teorema. — Il rettangolo di due segmenti, ciascuno dei quali 
è somma di altri segmenti, è equivalenie alla somma di tutti i rettangoli 
di una parte del primo segmento e di una del secondo. 

Sia per es. (fig. 216) AD = AB -f- BC + CD, AA"E AA' + A'A", e 
sia ADD'A" il rettangolo dei segmenti AD, AA". Conducendo per i 
punti B.C delie rette parallele pH AA" e per il punto A' una retta 
parallela ad AD, il suddetto rettangolo resta scomposto in sei q^uadri- 
Lateri, che sono rettangoli, perchè hanno i lati opposti paralleli e gli 
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angoli retti. Inoltre, siccome i segmenti di parallele compresi fra pa- 
rallele sono eguali, si ha 

AB = A'B' Z A"B", BC = BC = B"C", CD = CD' E C"D" 
AA' = BB' E ce ~ DD', A' A" E BB" = C'C" = D'D", 

perciò questi rettangoli sono tutti i possibili rettangoli di una parte del 
segmento AD e di una del segmento A A". 



« r 



Corollario. — Il quadrato di un set/mento somma di aitri due è equi- 
calente alla somma dei quadrati di quesh segmenti e del doppio rettangolo 
dei medesimi. 

Se AB (fig. 217) è somma dei due segmenti AC , CB, il suo quadrato, 
potendosi riguardare come il rettangolo delle due aomme AC + CB, 
AC + CB, è equ ivalente alla somma dei rettangoli AC . AC, AC ■ CB, 
CB.AC, CB.CB, ossia 

ab' = AC' + CB' + 2AC.CB. 

258, Teorema. — Il quadrato di un segmento, differenza di altri due 
segmenti, è equicalente alla differenza fra la somma dei quadrati di questi 
segmenti e il doppio rettangolo dei segmenti stessi. 

Infatti sia ABeAC-BC. Costruiamo {fig. 218) il quadrato AEDC 
di AC; prendiamo su di E A un segmento 
EK, eguale al segmento minore BC, e su ^^ 
questo costruiamo i! quadrato EKFH situa- 
to, rispetto alla retta AE, dalla parte opposta 
ilei quadrato AEDC; prolunghiamo il lato >' 
HK, e conduciamo per B una retta parallela 
a CD. É facile vedere che AKOB è il qua- 
drato di AB, ed è chiaro inoltre che esso è 
la somma dei quadrati di AC e BC, dimi- 
nuita dei due rettangoli LOHP, LDCB, che Li 
sono eguali e che hanno le coppie di lati 
opposti eguali si segmenti AC, BC. Fig. 218. 






269. Teorema. - 

tangolo della somma i 



■ La differenza di due quadrati è equivalente al ret- 
deUa differenza dei loro lati. 
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Disponiamo (fìg. 219) ì due quadrati dati, in modo che abbiano un 
angolo retto G comune. La loro differenza è l'esagono concavo ADHFEB, 
il quale dal prolungamento FN del Iato EF 
e diviso in due rettangoli NABE, DHFN, 
che hanno i lati DH,NF.NA,EB eguali 
come differenze dei lati dei quadrati dati. 
Ora portando il secondo di questi rettan- 
goli nella posizione EBLK, in modo che 
abbia un lato in comune col primo e ogni 
punto interno all'imo sìa esterno all'altro, 
bì vede che la somma dei due rettangoli 
suddetti, cioè la difrerenza dei quadrati 
dati, è equivalente al rettangolo NALK, 
che ha due lati NA, KL eguali alla diffe- 
renza dei lati dei quadrati dati, e gli 



H ' 



Fig. 219. 
altri due NE, AL eguali alla somma dei lati stessi! 




Fig. 220. 



260. Teoremi. — 1°. Due triangoli sono equiangoli fra loro, se hanno 
un angolo eguale compreso fra lati tali che Ìl rettangolo di due di essi, nm 
appartenenti allo stesso triangolo, sìa eguivalente al rettangolo degli altri due. 

Siene i due t riangoli A BC.AB'C. i quali hanno l'angolo BACEB'AC 
e sia AB . AC = AB' . AC. Portiamo il triangolo AB'C sull'altro, in modo 
che gli angoli in A eguali coin- 
cidano (fig. 220), e i lati, che con- 
corrono a formare uno atesso ret- 
tangolo, non sieno sovrapposti. 
Per il punto A conduciamo, fuori 
del piano dei due triangoli, una 
retta AD' perpendicolare ad AG, 
e prendiamo su di questa, a par- 
tire da A, due segmenti AD, AD' b' 
rispettivamente eguali ai seg- 
menti AB, AB'. .^ 

I triangoli BAD, B'AD' sono isosceli ed hanno l'angolo BAD in co- 
mune, dunque le rette BD, B'D' sono parallele. Inoltre i due triangoli 
rettangoli CAD, CAD' sono tali che ACTAD' = AC\AD; quindi (§ 253 
Teor.) la retta CD è parallela a CD'. Ne segue che gli angoli BDC, B'D'C, 
avendo 1 loro lati rispettivamente paralleli, individuano due piani paral- 
leli, i quali tagliano il piano del triangolo B'AC secondo due rette B'C',BC 
parallele. Dunque i due triangoli ABC, AB'C sono equiangoli fra loro. 

2". Se due triangoli sono equiangoli fra loro, il rettangolo di ogni lato 
dd primo triangolo e di un lato non corrispondente del secondo è equiva- 
lente al rettangolo dei due lati corrispondenti ai primi; e viceversa, se fra 
i lati di due triangoli sono verificate due delle equivalenze suddette, i dur 
triangoli sono equiatigoli fra loro. 

1". Si dispongano i due triangoli (fig. 220), in modo che due angoli 
eguali coincidano, e che sieno sovrapposte due coppie di leti corrispon' 
denti. A causa dell'eguaglianza degli angoli ABt), AoC, la BG risulta 
parallela a B'C. Inoltre costruita la figura, come è detto nel teorema 
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precedente, si ha che BD è pure parallela a B'D', e quindi i pieni indi- 
viduati dalie coppie di rette rispettivamente parellele BC.BD; B'C, B'D' 
sono paralleli, e tagliano il piano delle rette AC, AD' secondo rette pa- 
rallele CD, CD'. Ne segue che i due triangoli rettangoli A CD, AC'D' 
sono equiangoli f ra loro, e quindi (§ 253 Teor.) AC . AD' = AC . AD, 
ossia AC . AB' = AC . AB. Altre equivalenze analoghe si ricavano por- 
tando a coincidere altri due angoli eguali dei triangoli dati. 

2». Sian o ABC ,A'BC' (fig. 221) due triangoli dati, tali che si abbia 
AB . B'C = A'B' . BC, AB . A'C' = A'B' . AC ; si vuol dimostrare che sono 
equiangoli fra loro. Sui lati BA, BC del primo triangolo si portino, a par- 
tire dal vertice B, due segmenti 
BA", BC" eguali rispettivamente a 
B'A',B'C'e si congiunga A" con C ". 
1 triangoli BA"C",BAC hanno un 
angolo eguale, ed inoltre si ha per 
ipotesi che ABTBC" = A^BTBC; 
dunque i detti triangoli per il teor. 
preced. sono equiangoli fra loro. 
Allora, per cìb che si è dimostrato 
pi ù sopra, si ha pure che AB . A"C" 
= A"B. AC, ossia, sostituendo ad 
A' B il su o eguale A'B',ÀB.A"C " 
= A'B' . AC. Confrontando questa 

equivalenza con quella data per 

ipotesi AB. A'C ^ A'B'. AC, si ricava AB.A"C" = AB. A'C, da cui si 
ha che A"C "=A'C'. Ne segue che i due triangoli BA"C", B'A'C, avendo 
ì lati rispettivamente eguali, sono eguali, e poiché il primo ha gli an- 
goli ordinatamente eguali a quelli del triangolo ABC, anche A'B'C, ABC 
sono equiangoli fra loro. 

261, Teorema, (*) — Jn ogni triangolo rettangolo: 
1" il quadrato dell'altezza corrispondente all'ipotenusa è equivalente al 
rettangolo delle jyroiezioni dei due cateti suW ipotenusa; 

2° il quadrato di un cateto è equivalente al rettangolo della ipotenusa 
e delta sua proiezione sull'ipotenusa. 

1 Sia ABC (fig. 222) un triangolo rettan- 

golo, AD la sua altezza corrispondente alla 
ipotenusa. I triangoli DBA, ABC hanno l'an- 
golo ABD comune, gli angoli BDA, BAC 
eguali, perchè retti, perciò anche il terzo 
angolo BAD del primo è eguale al terzo an- 
golo ACD dell'altro. Similmente i due trian- 
goli DAC, ABC, avendo l'angolo ACD comune 
e gli angoli ADC, BAC eguali perchè retti, hanno pure eguali gli an- 
goli IJÀC, ABC. Ne segue che anche gli angoli del triangolo DBA sono 
rispettivamente eguali a quelli del triangolo DAC. 

i rettangoli i ftitl- 



Fig. 221. 
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Nel triangolo DBA. corrisponde il lato BD al Iato AD del triangolo DAC 
, AD , DC 

perciò (§ 260 Teor. 2»). .^_^ 

AD* -BD.DC. 

Nel triangolo ABD corrisponde il lato BD al Iato AB del triangolo CBA 
, AB , BC 

perciì. (§ 260 Teor. 2») 

ab' = BC . BD. 
Analogamente si dimostra cbe 

AC' -BCTDa 

262. Teorema (di Pitagora). — Il quadrato costruito suU' ipotenusa 
di un triangolo rettangolo è equìrcUente alla somma dei quadrati costruiti 
sui due cateti. 

!■, Dimostrazione. — Questo teorema può riguardarsi come corol- 
lario di quello dal § prec; infatti, essendo 



risulta 
ossia 



AB = BC^B^ 
AC'=.BC.DC, 



AB + AC = BC . (BD + DC), 
AB' + AC' = BO' . 



2". Dimostrazione. — Costruiamo i quadrati ABDE e EHFD dei 
cateti del triangolo dato ABC (Gg. 223), disponendoli in modo che un 
lato DK dell'uno giaccia sulla retta DE dell'al- 
tro, e sieno situati in parti opposte rispetto it 
questa retta; allora gli altri due lati DB, DF 
risulteranno per diritto, essendo la somma degli 
angoli BDE, EDF eguale ad un angolo piatto. 
Prolungato il lato DE di un segmento EL eguale 
al cateto BC del triangolo, si traccino i segmenti 
=ilH AL, LH, HC. I quattro triangoli ABC, AEL, LKH, 
CFH sono eguali; infatti gli angoli ABC, AÉL, 
-■f LKH, CFH sono retti, i cateti BC,EL.KH,FH 
sono eguali per costruzione,, e i cateti AB, AE, 
LK, CF sono pure eguali. È chiaro allora ebe 
la somma dei due quadrati ABDE, KHFD e il quadrilatero ACHL sono 
equivalenti, perchè si possono scomporre l'una nel pentagono ACHKE 
e nei due triangoli ABC, CFH, l'altro nello stesso pentagono e nei trian- 
goli AEL, LEH, eguali ai primi. 

lì quadrilatero ALHC non è altro che il quadrato costruito sul- 
l'ipotenusa AC del triangolo dato. Infatti esso ha tutti ì suoi lati eguali, 
come ipotenuse di quei triangoli rettangoli eguali; e l'angolo CAL retto, 
perchè, essendo BAC ~ EAL, è anche BAC + CAE E EAL + CAE ossia 

baeecal. 




Fig. 223. 
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Corollari. — 1". Il quadrato di un cateto di un triangolo rettangolo è 
equivalente oVm differenza fra il quadrato dell'ipotenusa e il quadrato dd- 
l'altro cateto. 

2^. Il quadrato della diagonale di un quadrato è equivalente al doppio 
del quadrato dato. 

263, Teoremi. — 1". Il quadrato del lato opposto all'angolo ottuso di 
un triangolo ottusangolo è equivalente alla somma dei quadrati degli altri 
due lati e del doppio rettangolo di uno di questi 
lati e della proiezione ddl'c^lro lato sulla retta 

di esso. 

Sia BÀO (&g. 224) an triangolo, avente 
l'angolo BAC ottuso; la perpendicolare CH, 
condotta da C 8u!la retta del lato opposto AB _ 
deve incontrare questa retta in un punto H, 
esterno al segmento AB e dalla parte di A, 
poiché se cadesse nell'interno del segmento 
AB, sul suo prolungamento dalla parte di B, 
l'angolo CAB sarebbe acuto. Si ha perciò 

HBEHA + AB, 
e quindi (g 257 Cor.) 




HB = HA + AB + 2HA.AB. 



s per conseguenza 



HC + HB =HC + HA + AB + 2 HA. AB. 
Ora i due triangoli BCH, ÀCH essendo rettangoli, si ha 
HC' + HB' = BC' , ho' f HA* = AC' , 
e quindi l'equivalenza precedente diviene 
BC* 



= AC 



AB + 2 HA. AB. 



Analogamente, essendo À£ la proiezione di AB sulla retta AC, 

si ha 



BC =. AC + AB + 2CA.AK 

2". Il quadrato del lato opposto ad un angolo acuto di un triangolo 
qualunque è equivalente alla somma dei quadrati degli altri due lati, 
diminuita del doppio rettangolo di uno di questi 
lati e della proiezione dell'altro lato sulla retta 
di esso. 

Nel triangolo qualunque ABC (fig. 225) 

l'angolo CAB aia acuto, e dal vertice C con- 

^ duciamo la perpendicolare CH sulla retta AB. 

"fl" Se l'angolo UBA è retto, il segmento AH E AB, 

e quindi (§ 262 Cor. 1°) 




■- AC 4 AB -2 AB. AH. 
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Se poi l'angolo GBÀ non è tetto, è focile vedere che il punto d'in- 
contro H della AB colla perpendicolare suddetta cade aul prolungamento, 
nell'interno del segmento AB, secondo che l'angolo CBÀ è ottuso, od 
acuto. _ 

Nel primo caso si ha dunque HB = AH — AB, nel secondo 
HB~ AB - AH, e perciò in tutti i casi si ha (§ 258 Teor.) 



HB = AH + AB - 2 AB. AH, 
e quindi 



HC + HB = HC + AH + AB - 2 AB. AH. 
Inoltre, i due triangoli BCH, ACH essendo rettangoli, si ha 
HC' + HB' = BC' , HC* + ha' = AC' ; 
perciò l'equivalenza precedente diviene 



BC = AC + AB - 2 AB. AH. 

Analogamente, essendo AIC la proiezione del lato AB sulla retta 
AC, si ricava 

. Bc' = AC' + ab' -2ac7ak! 

Corollario. — Il rettangolo dì un lato di un triangolo e della proie- 
zione di un altro lato sulla sua retta è eguivalente al rettangolo del secondo ; 
lato e della proiezione del primo sulla retta del secondo. 

Dalle equivalenze dei due teoremi precedenti si ricava inbtti 



• AC + AB ± 2 AB . AH = AC 4 AB ± 2 AC . AK. 

e quindi 1 

AB.AH = AC.AK. ' 

264. Teorema. — In ogni triangolo 

1" la somma dei quadrati di due lati è equivalente alla somma dd , 
doppio del quadrato della tnetà del terzo lato e del doppio del guadréo j 
delia mediana, che termina a questo lato; \ 

2° la differenza dei quadrati dì due lati è equivalente al doppio rei- 
tangdo del terzo lato e della proiezione sulla sua retta della mediana, che 
termina ad esso. , 

K Se il triangolo ABC ha i suoi Iati AB. AC eguali, la mediana : 
AM risulta perpendicolare al lato BC. e i due triangoli ABM, ACM sono I 
rettangoli; perciò si ha (§ 261 Teor.) 



AB 


- AM' + BM'. 


AC" 


= AM' + MG'. 


e quindi, siccome BM = MC, 




ab' + AC 


- 2AM' + 2BM'. 
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Se poi i lati AB, AC del triangolo dato sono disegiiali (fig. 226), ed 
è per esempio AB > AC, i! triangolo AMB ha i lati AM, MB eguali 
ai latì AM, MC del triangolo AMO, ed il lato • 

AB maggiore del terzo lato AC di questo 
triangolo, e perciò l'angolo AMB è maggiore 
dell'angolo AMC (§ 90 Cor. 1"), e perciò l'an- 
golo AWB e ottuso, e AMG acuto. 

Se ora dal vertice A conduciamo la AH 
perpendicolare al lato BC del triangolo, il seg- 
mento MH è la proiezione del segmento ÀM. G 
Per i teoremi del § precedente sì ha: Pig. 226. 




AB =AM 4 BM +2 BM.MH . 
AC" = AM' + CM' - 2CM .MH, 
3 quindi, essendo BM = CM, 

ab' + AC' = 2AM* + 2BM' 

2". Se il triangolo ABC è isoscele, ossia è AB ^ AC, il segmento MH 
3 nullo, e quindi 

ab' - AC' = 2BC.MH 

Se poi è AB >■ AC, dalle equivalenze trovate si ricava 

AB*- AC' =4BM.MHi 

Qssia, essendo 2BMEEBG, 



AB 



AC 



^2BC.MH. 



265. Teoremi. — 1". Sono eguivalenti tutti i rettangoli delle coppie 
di segmenti, condotti da un punto ad un circolo (o ad una sfera) e situati 
sopra una medesima segante. 

Inversamente se su due rette a, a' che si tagliano in un punto A sono 
date due coppie di punti B, C « B', C tali che A sia , 

intemo ai due segmenti BC, B'C o esterno ad am- 
bedue e che sia AB . AC = AB'. AC, 
i quattro punti B, C, B', C sono si- 
tuati sopra un circolo. 

1". Se per un punto A, preso i 
] nel piano del circolo e, interno 
/ {fig. 227) od esterno (fig. 228) al \ 
cerchio, si conducono due seganti, '' 
che taglino il circolo nelle coppie 
di punti B, C ; B', C, e si tracciano 
ì segmenti BC, BC, si ottengor 
due triangoli ABC, AB'C, che nai_ 
no i loro angoli rispettivamente eguali, poiché evidentemente si ha 
BAC'EB'AC, ACB' = ACB (§ 183 Cor. 1°). 

Nel triangolo ABC il lato AB corrisponde al lato AB' del trian- 





Fig. 227. 



Fig. 228. 
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gole AB'C e il Iato AC corrisponde al lato AC del triangolo AB'C, 
perciò (8 260 Teor. 2») 



AB.AC = AB'. AC. 

Nel caso poi di una sfera, se si conduce il piano individuato dalle 
due seganti, e sì applicano al circolo intersezione lo considerazioni pre- 
cedenti, il teorema resta dimostrato. 

2". Essendo B,C, B'.C quattro punti tali che sia AB . AC = AB' . AC 
e che A aia o interno o esterno ad ambedue i segmenti BC B'C, si faccia 
passare un cìrcolo per i tre punti B,C',B'. Q u esto tagli erà la semiretta 
AC in u n punto C" tale che si avrà AB. AC = AB' . AC". Si avrà perciò 
AB'. AC =- AB'. AC" e quindi AC = AC", cioè i punti C,C" coincidono. 

2". Il rettangolo di una coppia di segmenti, condotti ad un circolo 
per un suo punto esterno, e situati sopra una medesima segante, è equi- 
nalente al quadrato di un segmento tangente al circolo, condotto per lo 
stesso punto. 

Inversamente, se B, C sono due punti di una semiretta uscente da un 
punto A, e D un punto d i un'altr a semiretta uscente da A, tale che sia 
AD* =• AB , AC, il circolo che passa per i punti B,C,D 
è tangente in D alla retta AD. 

1°. Siano AB, AC (fig. 229) due segmenti, condotti 
ad un circolo e per un punto A esterno ad esso e si- 
tuati sopra una stessa segante, AD un segmento tan- 
gente. Conducendo i segmenti BD, DC, sì ottengono 
i due triangoli ADC, ABD, che hanno l'angolo CAD 
comune, gli angoli ACD, BDA eguali (§ 184 Teor.), ed 
hanno quindi eguali anche gli angoli ADC, ABD. 

Nel triangolo ADC il lato AC corrisponde al lato 
AD del triangolo ABD, il lato AD corrisponde al lato 
AB del triangolo ABD e perciò (§ 260 Teor. 2") 




Fig. 229. 



AB . AC = AD . 
2". Inversamente, se B, C sono due punti di una semiretta uscente 
da A e D un altro punto tale che sia AD' = AB . AC, si conduca il 
circolo che passa per i tre punti B, 0, D ; se esso non fosse tangente 
alla semiretta AD la taglierebbe in un altro punto 
D tale che sarebbe AD. AD' = AB . AC. Si avrebbe 
AD', 



perciò AD . AD' 
assurdo. 



i AD:£AD', il che è 



266. Teorema. — 7/ rettangolo di due lati di 
un triangolo è equivalente al rettangolo dell'altezza 
relativa al terzo lato e del diametro del circolo cir- 
coscritto al triangolo. 

Fig. 230. 

Sia e (fig. 230) il circolo circoscritto al dato 
triangolo ABC, AH l'altezza del triangolo relativa al lato BC, AD il dia- 
metro che passa per A. Condotto il segmento BD, sì ottengono due trian* 
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goJi AHG, ÀBD, che haDDO gii angoli ABC, ÀBU eguali, perchè retti' 
gli angoli ACH, ADE eguali, perchè inscritti in uno stesso arco, e perciò 
hanno eguali anche gli angoli CÀU!, DA6. 

Kel triangolo AHG il lato AH corrisponde al lato AB del trian- 
golo ABD, il Iato AG corrisponde al lato AD del triangolo ABD e perciò 
(8 260 Teor. 2") 

ABTÀC = ahTad. 

267. Teorema. — Il rettangolo di due lati di un triangolo è equiva- 
lente alla somma del quadrato deUa biseltrice dell'angolo compreso e del 
rettangolo dei due segmenti, nei quali questa bisettrice 
divide il terzo lato. 

Sia AD (fig. 231) la bisettrice dell'angolo BAC del 
triangolo ABC ed E il punto, distinto da A, in cui / 
questa semiretta incontra il circolo circoscritto al I 
dato triangolo. Condotto il segmento BE, si otten- \ 
gono due triangoli ABE, ADC, che hanno gli angoli B 
BAE,DAC eguali per ipotesi, gli angoli BÉA,DCA 
eguali, perchè inscritti in uno stesso arco di circolo, 
e perciò hanno anche l'angolo ABE eguale all'an- t'ig- 231- 

gole ADC. 

Nel triangolo ABE il lato AB corrisponde al lato AD del trian- 
golo ADC, il lato ÀE corrisponde al lato AC del triangolo ADC, e perciò 
(g 260 Teor. 2") 

AB. AC = AD.AE. 

Essendo AE = AD + DE, ne risulta (§ 257 Teor.) 

AD.AE = Id' + AD. DE , 
ed anche 

ADTAE = ad' + BD.DG , 
poiché per il teorema l" del § 265, si ha 

àdTde = BD.DC, 
Si ha dunque 

AB . AC = ad' + BD . DC. 

268. Teorema. — Se la bisettrice di vn angolo intemo, od esterno, 
di un triangolo incontra la retta del lato opposto, i rettangoli delle distarne 
del punto di intersezione dai due vertici, situati su quella retta, e dei lati 
non consecutivi ad esse sono equivalenti. 

Viceversa, la semiretta uscente dal vertice di un triangolo, che incontra 
la retta del lato opposto in un punto tale, che i rettangoli delle distame 
di questo punto dai due vertici del triangolo, situati su quella retta, e dei 
l'Ut non consecutivi ad esse siano equivalenti, è bisettrice dell'angolo interno, 
od esterno, del triangolo. 



.y Google 



218 LIBRO IV, - CAPITOLO II. 

1°. Sia AD una bisettrice interna {fig. 232), o , ^ ,, 

triangolo ABC; si vuol dimostrare che 

BD . AC = DC . AB. 

Dal vertice C conduciamo la parallela alla AD, che incontrerà la 
retta del lato opposto in un punto E, e dal vertice A si conduca la 
parallela al lato BG che incontrerà in K la CE: Cpnsìderando le due 





Fig. 232. 



Fig. 283. 



rette parallele AD, CE, tagliate dalle due trasversali AB ed AG, si vede 
che gli angoli AGE, AEC sono rispettivamente eguali agli angoli DAC, 
BAD, ciascuno dei quali è la metà dell'angolo diviso dalla bisettrice, 
e quindi sono eeuali fra loro. Perciò il trianirolo AEC è isoscele, ed è 
AC = AE. 

Ora i due triangoli ABD, EAK sono equiangoli fra loro, perchè 
gli angoli DBA, DAB dell'uno sono ordinatamente eguali agli angoli 
EAE, KEA dell'altro, come corrispondenti rispetto a rette parallele, e 
perciò avremo (§ 260 Teor. 2°). 



AB.AK =BD.AE, 
ovvero, essendo AK E DC , AE E AC, 

AB. DC = AC . BD 
2". Inversamente, supponiamo che esista la equivalenza 



AB . DG = AG . BD. 
Facendo la costruzione sopra indicata si ricava facilmente 



AB . DG = AE . BD , 
e confrontando questa equivalenza colla precedente si ottiene 



AG . BD = AE . BD , 
e quindi AGE AE. Allora si vede che il triangolo AEG è isoscele, per- 
ciò gli angoli alla base AEC, ACE sono eguali fra loro. Ma gli angoli 
che AD forma coi due lati AB, AC del triangolo ABC sono ordinata- 
mente eguali agli angoli alla base del triangolo AEC, e quindi sono 
eguali fra loro, ossia AD è bisettrice di uno degli angoli formati dalle 
rette AB, AC. 
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269. Teorema. — In ogni quadrilatero, piano o gobbo, la somma dei 
quadrati dei quattro lati è equivalente alla somma dei quadrati delle due 
aiagonali e di qucUtro volte il quadrato del segmento, che ha per estremi 
i punti medi delle diagonali. 

Sieno H, K i punti medi delle diagonali AC, BD del dato quadri- 
latero ABCD {6g. 234 e 235). I segmenti AK, CK, KH sono mediane dei 





Fig. 234, Fig. 235. 

triangoli ADB, CDB, KAC rispettivamente, perciò {§ 264 Teor.) si ha 

ab' + da' = 2 BK' + 2 ÀK' , 

BC' + CD' =. 2 BK' + 2 CK' , 

2AI' +2CK' =4AH' + 4HK.' 

Sommando quest« equivalenze membro a membro, si ha, 

ab' + BC' + CD' + da' = 461* + 4 ah' + 4HK' 

Essendo BDE2BK, ACH2AH, è anche 

BD' = 4BK', AC' -4MI', 
perciò 

ab' 4 BC' f CD* + da' = AC' + BD' + 4 HK* 



Corollari. 

ràUelogrammo « 



— 1". La somma dei quadrati dei quattro lati di un pa- 
equivalente alla somma dei quadrati delle diagonali. 



Infatti nel parallelogrammo i punti di mezzo delle diagonali coin- 
cidono, e quindi il segmento HK è nullo. 

2*. La somma dei quadrati dei dodici spigoli di un parallelepipedo è 
equivalente alla somma dei quadrati delle diagonali. 

Infatti, (fig. 236) essendo AA'C'C, BB'D'D, ABCD tre parallelo- 
^ammi, per il corollario precedente si ha: 

AC^' + AT' = 2Ar' 4 2 AC' 

BD^-' 4 FD" = 2BB'' 4 2BD' 

2ÀC" + 2BD' =4 ab' 4 4 ad' . 
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Siccome àà'eBB', da queste equivalenze si ricava 

AC'* + I^' + BD'' + FD' = ÌAA'' + 4AB' + 4AD' . 

ir 3'. Il quadrato di una diagonale di un parai- 

^-— — .^^^/ilX^ lelepipedo rettangolo è equivalente alla somma dei 
quadrati dei tre spigoli concorrenti in un vertice. 

Infatti nel parallelepipedo rettangolo le dia- 
gonali sono eguali, perciò si ha 

4 AC'* = 4AA^' + 4 AB' + 4 a5* • 

e quindi anche 

AC^' = AA'* + AB* + AD* . 

4°. Il quadrato della diagonale di un cubo i 
Ftg. 236. equivalente al triplo di una faccia. 

270. Teorema. — Se un quadrangolo convesso è inscritto in un cir- 
colo, il rettangolo delle sue diagonali è equivalente alla somma dei rettan- 
goli delle coppie di lati opposti. 

Sia ABCD (fig. 237) un quadrilatero inscritto in un circolo. Dal- 
l'angolo DAB si stacchi una parte DAE = BAC, e 
si considerino i due triangoli DAE, CAB, i quali 
hanno gli angoli DAE, CAB eguali per costruzione, 
gli angoli ADE, ACB eguali, perchè inscritti in uno 
stesso arco, e perciò hanno anche gli angoli AED, M_ 
ABC eguali. Nel triangolo DAE il lato DA corri- 
sponde al lato AC del triangolo CAB, il iato DE 
corrisponde al lato BC del triangolo CAB perciò 









(§ 260 Teor. 2») 



DA.BC = AC.DE. 



Fig. 237. 



I triangoli EAB, DAC hanno gli angoli EAB.DAC eguab', perchè 
sono differenze di angoli eguali, essendo 

EAB = D^B - DAE, dXC E DAB - CAB ; 

inoltre hanno gli angoli ABD, ACD eguah, perchè inscritti nello stesso 
arco, perciò hanno eguali anche gli angoli AEB, ADC. 

Nel triangolo EAB il lato AB corrisponde ai lato AC del trian- 
golo ADC, il lato EB corrisponde al lato CD del triangolo ADC, perciò 
(8 260 Teor. 2") 



AB.CD = AC.EB. 
Dalle equivalenze ottenute si ricava: 



DA.BC + AB.CD = AC.DE + AC.EB, 
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ossia, essendo DE + EB E DB, 

DA . BC + ABTcD = AC 3D; 
Questo teorema e conosciuto col nome dì Teorema di Tolomeo. 

3. — ALCUNI PROBLEMI. ■ 

271. Come applicazione delle proprietà dimostrate sull'equivalenza 
dei poligoni, risolviamo alcuni problemi importanti. 

Problema. — Costruire un quadrato equivalente ad un dato rettangolo. 

1> Risolazione. — Presi due segmenti adiacenti AB, BG (fig. 238) 
eguali ai lati del dato rettangolo, si descriva un semicìrcolo, che abbia 
per diametro il segmento AC. Se H, è il punto d'incontro di questo se- 
micircolo colla retta perpendicolare ad AG condotta per B, il segmento 
BH,, è il lato del quadrato richiesto. Infatti l'angolo AHiG è retto, per- 
chè inscritto in una semicirconferenza, e per- 
ciò il quadrato dell'altezza H,B del triangolo 
rettangolo AH|C è equivalente al rettangolo 
delle proiezioni dei cateti sull'ipotenusa (§261 
Teor.), cioè al rettangolo dato. 

2» Bisolnzione. — Si descriva un semi- 
cìrcolo che abbia per diametro uno dei due i 
lati maggiori AB del rettangolo; e su questo ;' 
Iato si prenda un segmento BC' eguale al lato ', 
minore BC. Se H, è il punto in cui il semi- 
circolo suddetto è incontrato dalla perpendi- ' Fig. 238. 
colare ad AB, condotta per il punto C', BH, 

è il lato del quadrato richiesto. Infatti l'angolo AH,B è retto, perchè 
ÌDScritto in una semicirconferenza, e i)erciò il quadrato dal cateto BH, 
del triangolo rettangolo AH,B è equivalente al rettangolo dell'ipote- 
nusa e della proiezione di quel cateto sull'ipotenusa (§ 261 Teor.), cioè 
al rettangolo dato. 

8* Risolnzione. — Sul lato maggiore AB del dato rettangolo si prenda 
una parte BG' eguale al lato minore BC, e si descrìva un cìrcolo che 
passi per ì punti A, C. Il segmento BH„ condotto dal punto B tangente 
a questo circolo è il lato del quadrato richiesto (§ 265 Teor. 2"). 

4* Risoluzione. — Sopra un segmento AB eguale al tato maggiore 
del rettangolo si prenda una parte BC eguale al lato minore; indi sulla 
retta AB, a partire da C e dalla parte opposta del punto A, si prenda 
nn segmento C'A' eguale ad AB. Si descrivano due cìrcoli con raggio AB, 
che abbiano per centri i due punti A, A'. Essi si devono incontrare in 
due punti (§ 188 Teor.) Se H, è uno di questi punti, il segmento BH, 
è il lato del quadrato richiesto. 

Infatti è facile vedere che, se sì tracciassero le rette AH,, H.G', si 
otterrebbero due triangoli isosceli ABH„ HjBO' i quali hanno l'angolo 
ABH, comune, e perciò sono equiangoli fra loro. Per il teorema 2° del 
§260 se ne ricava immediatamente 

BH? = AB . BC. 
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È da notarsi che l'ultinia costruzione indicata è quella che si ese- 
guisce piti speditamente. 

Corollario. — È sempre possibile trasformare un poligono, non in- 
trecciato, in un quadrato equivalente. 

Infatti abbiamo già visto (§ 255 Prob. 2") che è possibile costruire 
un rettangolo equivalente ad un dato poligono. Costruendo poi un qua- 
drato equivalente al rettangolo ottenuto, esso risulterà equivalente anche 
al dato poligono. 

272. Problema. — Costruire vn quadrato equivalente alla somma, o 
alla differenza, di altri quadrati. 

Se si costruisce un triangolo rettangolo, che abbia per cateti i lati 
dei due quadrati dati, il quadrato costruito sull'ipotenusa sarà equiva- 
lente alla somma di quadrati dati (g 262 Teor.) 

Ripetendo più volte la costruzione sopra indicata, potremo costruire 
un quadrato equivalente alla somma di più quadrati dati. 

Se invece, dati due quadrati disuguali, ai costruisce un triangolo 
rettangolo, che abbia per ipotenusa il lato del maggiore, e che abbia 
un cateto eguale al lato del minore, il quadrato dell altro cateto è equi- ' 
valente alla differenza dei quadrati dati. i 

273. Problema 1". — Costruire un rettangolo equivalente ad un gua- j 
drato dato, tale che la somma di due lati consecutivi sia eguale ad un seg- 
mento dato. ' 

Descriviamo un circolo che abbia per diametro il segmento AB 
(fig, 239), al quale deve essere eguale la somma di due lati consecutivi 
del rettangolo, e conduciamo una retta DE, pa- 
rallela ad AB ad una distanza da essa eguale 
al lato del quadrato dato. Se D è un punto Gt>- 
mune a questa retta ed al circolo suddetto, la 
retta CD, condotta per esso perpendicolare 
alla AB, divide il segmento AB in due parti 
^ AC, CB il cui rettangolo è equivalente al qua- 
drato dato. ,^,^ 

Infatti l'angolo ADB essendo retto, perchè 
inscritto in un mezzo circolo, si ha (§ 261 
Fig. 239. Teor.) 

ÀCTCB = UD' . 

Se il lato del quadrato dato è maggiore della metà di AB, la ED 
non incontra il circolo, ed il problema e impossibile. Se il lato del qua- ; 
drato dato è eguale, o minore, della metà di AB, la retta ED è tan- ' 
gente, o segante, del circolo ed il problema ammette una soluzione. 

Problema 2«. — Costruire un rettangolo equivalente ad un dato oiia- 
drato, in modo ehe la differenza di due lati consecutivi sia eguale ad n 
dato segmento. 
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Si descriva un circolo che abbia per diametro il aegmento, al quale 
deve essere eguale la differenza dei lati de! rettangolo richiesto {tìg. 240); 
e sopra una tangente di questo circolo si prenda, a partire dal punto 
di contatto, un segmento DO eguale al lato del quadrato dato, e si 
tracci la retta individuata dal punto C e dal 
centro del circolo. li rettangolo che ha per 
lati CA, GB è quello richiesto. 

Infatti si ha 



CB-CAEAB, 



e (§ 265 Teor. 2") 




CD = CA . CB. 

274. Definizione. — Se un segmento è diviso ju due parti, ìd modo che il 
quadrato della parte maggiore bia equivalente ai rettangolo di tutto il segmento e 
dall'altra parte, si dice che esso è diviso in sezione aurea, e la parte maggioro di- 
cesi la parte aurea del segmento. 

Problema. — Dividere u» segmento in sezione aurea. 

Sia AB il segmento dato (fig. 241), Con raggio OB perpendicolare 

ad AB ed eguale alla sua metà si descriva 

il circolo di centro 0, il quale taglierà la 

^ retta AO nei punti D ed E, e sarà tangente 

\ ad AB nel punto B. Essendo ADEAO — 

1 — OB < AB, si porti su AB, a partire da A, 

/ un segmento AC = AD ; il punto C dividerà 

AB in sezione aurea. 

Infatti per il teorema 2° del § 265 ab- 
biamo 




Fig. 241. 



AB = AE . AD, 
i essendo AD ~ AC e AE E AD + DE E AC + AB, se ne deduce 
AB'= AC {AC + AB), 



AB 



■■ AC + AC . AB, 



AB -ACAB = AC . 

Ma la differenza di due rettangoli, che hanno un lato eguale, è 
equivalente al rettangolo costruito con quel lato e con la differenza degli 
altri due, dunque si ha: 



Corollario. — Il lato del de-cagono regolai 
(guide alla parte aurea del raggio. 



inscritto in un circolo i 
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Infatti, ee AB (fig. 242) è un lato del decagono regolare inscritto in 
un circolo, OA ed OB i raggi cfae terminano ai punti A e B, sappiamo 

che l'angolo AOB è e* di angolo piatto e gli altri OÀÈ, OBA sono cia- 
scuno r di angolo piatto. Condotta la bisettrice AC di 
uno di questi angoli, gli angoli risultanti OAC, CAB 
sono ciascuno ^ di angolo piatto, di guisa che i due 

triangoli AOC, CAB sono isosceli, edèOC^ACEAB; 
allora i due triangoli OAB, ABC sono equiangoli fra 
loro, e per conseguenza si ha (§ 260 Teor. 2°) 

Fig- 242." AB' = OBTbC. 

Dunque AB = OC è la parte aurea del raggio. 



4. — EQUIVALENZA DI ALCUNE SUPERFICIE POLIEDRICHE. 



275. Teorema 1". — La superficie laterale di un prisma è equiva- 
lente al rettangolo del perimetro di una sezione normale e di uno spigolo 
laterale. 

Abbiasi il prisma ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 243) e sia A"B"C"D"E" 
una sua sezione normale. Poiché ogni 
parallelogrammo è equivalente ad un 
rettangolo di egual base e di eguale al- 
tezza si ba: 



AA'B'B 


-AA- 


.A-B" 


BB'C'C 


-BB- 


B'C" 


CC'D'D 


-oc- 


CD" 


DD'EE 


-DD 


.D"E" 



EE'A'A = EE'.E"A"; 

indicando con S la somma delle faccio 
laterali, dalle equivalenze precedenti a 
causa della eguaglianza degli spigoli la- 
terali del prisma, si ottiene 




S = AA'. (A"B" + B"0" + CD" + D"E" + E'A"). 



Corollario P. — La superficie laterale di un prisma retto è equiva- 
lente al rettangolo del perimetro di una base e dell altezza del prisma. 
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Teorema 2°. — La superficie laterale di un tronco di prisma è equi- 
ccdente alla somma dei rettangoli di ciascun lato di una sezione normale 
e della somisomma dei due spigoli laterali, che comprendono questo lato. 

Infatti, ogni faccia laterale del tronco di prisma è un trapezio, che 
ha per altezza un lato della sezione normale ; cosicché ciascuna faccia 
laterale è equivalente al rettangolo della semisomma dei due spigoli 
laterali, ohe la comprendono, 6 del lato della sezione normale, che ter- 
mina ad essi. La somma di tutti questi rettangoli è la superficie late- 
rale richiesta. 

Corollario 5°. — La superficie laterale di un tronco di prisma rego- 
lare è equivalente al rettangolo di un lato della base e della somma degli 
spigoli laterali. 

276. Teoremi. — 1". La superficie laterale di una piramide regolare 
è equivalente al rettangolo dell'apotema e del sem.iperimetro della base. 

Sia VABCDE (fig. 244) la piramide regolare data, e VH l'apotema 
sappiamo che t 



AVB = 
BVC- 



perciò, indicando con S la 
della piramide, si ottiene ; 



delle facce laterali 




S = 1^ (AB + BC + . . . + EA) . ATI. 

2*. La superficie laterale dì un tronco di piramide 
regolare a basi parallele è equivalente al rettangolo del- 
l'apotema del tronco e ddla semisomma dei perimetri 
idle basi. Fig. 244. 

Infatti, ogni faccia del tronco di piramide regolare a basi paral- 
lele è un trapezio, che ha per basi due lati delle basi dal tronco e per 
altezza l'apotema, cosicché ciascuna faccia laterale è equivalente al ret- 
tangolo dell'apotema e della semisomma dei due lati delle basi conte- 
nuti in essa. La superficie laterale del tronco è la somma di tutti questi 
rettangoli della stessa serie, e quindi è equivalente al rettangola della 
stessa serie, che ha per altro lato la semisomma dei perimetri delle 
basi del tronco. 

Corollario. — La superficie laterale di una piramide regolare, o di 
un tronco di piramide regolare a basi parallele, è equivalente <u rettangolo 
dell'apotema e del perimetro della sezione media. 

277. Teorema. — Se due prismi retti hanno per basi due triangoli 
equiangoli fra loro, e due loro facce laterali corrispondenti sono equivalenti, 
mno pure equivalenti le altre coppie di facce laterali corrispondenti. 
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Sieno ABCA'B'C, ADEA,D'E' (fig. 245) due prismi ietti, che ab- 
biano per basi due triangoli ABC, ADE equiangoli, e aieno equivalenti 
le facce ABB'A', ADD'A,. Voglio dimostrare 
che anche due altre facce corrispondenti, pei 
es, ACCA', AEE'Ai sono equivalenti. 

Disponiamo infatti i due prismi in modo 
che le basi ÀBC, ADE sieno sullo stesso piano, 
che i due prismi si trovino da una stessa parte 
ji di questo piano, e che l'angolo BAG coincida 

col suo eguale DAE coincidendo le due semi- 
rette AB, AD e le due AC, AE. Allora il lato 
" BC risulta parallelo al lato DE, e lo spi- 
golo AA, si dispone sulla semiretta AÀ'. 
^ I due triangoli ABA, , ADA' hanno l'an- 

golo A in comune, e il rettangolo di AD e AA, 
è equivalente al rettangolo di AB e AA', per- 
Fig. 245. ci& essi sono equiangoli fra loro (8 260 Teor. 1"), 

e la DA' è parallela alla BA,. Ne segue che 
1 due piani A'DE, A,BC, individuati da due coppie di rette rispettiva- 
mente parallele sono paralleli (g 48 Cor. 2°) e tagliano il piano A,AC 
secondo due rette A'E, A,C parallele (§ 46 Teor.), P ercib i triangoli 
AA,C, AA'E sono equ iangoli fr a loro, ed il rettangolo AC . AA' è equi- 
valente al rettangolo AE . AA,. 

Corollari. — 1°. Se due settori prismatici regolari, compresi in diedri 
all'asse eguali, hanno un egual numero di facce laterali, e sono equivalenti 
i due rettangoli, ciascuno dei quali ha per lati opposti l'asse e uno spigolo 
laterale di uno dei due settori, oppure quelli, ciascuno dei quali, ha per lati 
opposti l'asse e la mediana di una faccia laterale, le superficie laterali dei 
due settori prismatici sono e^ivalenti. 

2°. Se due prismi regolari hanno un egual numero di facce laterali, 
e sono equivalenti i due rettangoli, ciascuno dei quali ha per lati opposti 
l'asse ed uno spigolo laterale di uno dei due prismi, oppure quelli, ciascuno 
dei quali ha per lati opposti l'asse e la mediana di una faccia laterale, le 
superficie laterali dei due prismi sono equivalenti. 

278. Teorema. — Se due piani paralleli ai piani delle basi di rfue 
piramidi, aventi basi equivalenti ed altezze eguali, condotti a distanze eguali 
dal vertice, tagliano le superficie laterali delle medesime, le sezioni 2>rodoUe 
da essi sono poligoni equivalenti. 

Scomposte le due basi in poligoni eguali, si potranno scomporre 
le piramidi in altre, che abbiano per basi i poligoni in cui sono state 
divise le basi delle piramidi date, e per vertici i vertici delle medesime. 
Le sezioni prodotte nelle due piramidi da piani paralleli ai piani delle 
basi e ad eguale distanza da essi sono così scomposte in parti rispet- 
tivamente eguali (§ 143 Teor.), e quindi sono equivalenti. 
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CAPITOLO HI 



Equivalenza, di poligooi sferici e piramidi sferlofae. 



279. Teorema. — Due poligoni sferici opposti, non intrecciati, s 
equivalenti. 

1". Sieno ABC, A'B'C (fig. 246) due triangoli sferici e 
il centro del circolo inscritto al triangolo ABC, e D, E, I 
contatto di questo circolo coi tre lati. I 
punti P', D', E', F', ri spetti varaen te opposti 
a P, D, E, F, saranno rispettivamente il cen- 
tro del circolo inscritto al triangolo A'B'C 
e i punti dì contatto di questo coi lati del ^ 
triangolo. Gli archi di circolo massimo PD, j 
PE,PP sono eguali, come raggi sferici di un 
circolo minore, e le coppie di archi AE, AF; ' 
BF, BD ; CD, CE sono eguali, corno ardii tan- 
genti condotti da un punto ad un circolo; 
perciò i sei triangoli PDF, PDE,PEF, AEP, 
BFD, CDE sono isosceli, e quindi eguali ai 
loro opposti. Ne segue che i due triangoli ABC, 
AB C, essendo scomposti in parti rispetti- Pig. 246. 

vamente eguali sono equivalenti. 

2°. Ogni polìgono sferico si può scomporre in triangoli sferici. In- 
fatti, se il poligono sferico è convesso, esso resta scomposto in triangoli 
sferici dagli archi di circoli massimi, che hanno per estremi un punto 
interno ad esso ed i suoi vertici rispettivamente. Se il poligono è con- 
cavo, i prolungamenti dei suoi lati lo scompongono in poligoni convessi 
che possono suddividersi in triangoli. 

Ora, dati due poligoni sferici opposti, e scomposto l'uno in triangoli, 
è facile vedere che si può scomporre l'altro nei triangoli rispettivamente 
opposti ai precedenti, che sono equivalenti ai medesimi. Ne segue che 
i due poligoni, somme di grandezze equivalenti, sono equivalenti. 

Corollario. — Due poligoni sferici, non intrecciati, ciascuno dei quali 
sia eguale all'opposto al vertice dell'altro, sono equivalenti. 

280. Teoremi. — P. Se due poligoni sferici sono equivalenti, i loro 

eccessi sferici sono eguali. 

Due poligoni sferici equivalenti si possono scomporre in parti ri- 
spettivamente eguali; e perciò i loro eccessi sferici sono eguali, perche 
ambedue non sono altro che la somma degli eccessi sferici delle mede" 
siine parti ; {§ 221 Teor. 2') e questa somma è sempre Io stesso angolo 
sferico, qualunque sia -l'ordine col quale sono riuniti gli eccessi sferici 
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A'B'C (fig. 247), e condotti i circdi 
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delle singole parti, perchè gli angoli sferici appartenenti ad una data 
auperflcie sferica costituiscono una classe di grandezze di prima specie. 

2». Se due poligoni sferici P, P' sono scomposti in parti, in modo che P 
contenga parti eguali a tutte quelle di F insieme ad altre, l'eccesso sferico 
di P e maggiore di quello di F. 

3". Se due poligoni sfalci si possono scomporre in parti rispettivamente 
eguali, non è possibile trovare un'altra scomposizione, per la quale uno di 
essi contenga tutte le parti dell'altro, insieme ad altre parti; e viceversa. 

Sieno P, P' due poligoni sferici, e supponiamo Che esista una scom- 
posizione, per la quale P sia equivalente a P', ed un'altra scomposizione, 
per la quale P contenga tutte le parti di P' insieme ad altre. Allora 
l'eccesso sferico di P dovrebbe essere contemporaneamente eguale e 
maggiore di quello di P'; e ciò è assurdo. 

281. Teorema. — Dato un triangolo sferico ABC, ed il suo opposto 

• rv m^ nin\ . ì^n: : »: — 7.' .^.■„«„; e,, c„ cke passano l'ano per 

i punti A, B, C, l'altro per i 
punti A', B', C, ed Ìl circolo 
massimo e situato in un pia- 
no parallelo a quelli dei cir- 
coli e,, c„ ed equidistante da 
essi, l'eccesso sferico del trian- 
golo ABC P eguale all'angolo 
sferico, che ha per vertici A, A, 
per un lato il semicircolo mas- 
simo ABA', e che stacca sul 
circolo e vn arco doppio di 
quello MN staccato sullo stesso 
circolo dall' angolo' sferico A CB. 

Se facciamo rotare la sfe- 
ra attorno al diametro per- 
pendicolare ai piani dei cir- 
coli c„ c„ e, fincbè il punto B, 
scorrendo sul circolo e,, pren- 
da la posizione A, il punto A 
prende una posizione A, sul 
Fig- 247. circolo e,, e C e A' prendono 

delle posizioni C, e À', sui 
circolo c„ in modo che gli archi BA, AAi,CC,, A'A',, appartenenti ai 
circoli e, c„ sono eguali; il semicircolo massimo ABA' prende la posi- 
zione A,AA', in modo che l'arco EE, del circolo massimo e compreso 
fra questi due semicircoli massimi (cioè l'arco percorso dal punto E) sia 
eguale all'arco NN, dello stesso circolo e, compreso fra gli archi di 
circolo massimo BC, AC, (cioè all'arco percorso dal punto N. 

Conducendo anche l'arco di circolo massimo CC,, si vede facilmente 
che il triangolo ABC si pub sovrapporre al triangolo CC,A, e per con- 
seguenza l'arco MN si pub sovrapporre all'arco MK,. Ne segue che EE, 
eguale ad NN, è il doppio dell'arco MN. Inoltre si ha 

BOA E ero,, ABC E A.^TC,, . 
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e pei-ciò l'angolo sferico, che ha per lati i seniicircoli massimi AEA', 
AÈ[A', è eguale alla somma degli angoli sferici del triangolo ABC, di- 
ininoita di un angolo sferico piatto, cioè è eguale all'eccesso sferico di 
queeto triangolo. 

282. l'eorema. — Se Ci, e, Bono due circoli minori eguali di una sfera, 
situati in piani paralleli ed equidistanti da quello di un circolo massimo cv 
tutti i triangoli sferici, che hanno due vertici comuni sul circolo e, ed 3, 
terzo vertice in un punto qualunque del circolo c„ sono equivalenti. 

Siano ABC, ABC, due triangoli sferici, che abbiano due vertici A,B 
comuni sul circolo e, e i vertici C,C, rimanenti sul circolo e,. Possono 
darsi tre casi, secondo che 
l'arco del circolo e, limitato 
dai due punti C, C, è minore,. 
eguale o maggiore dell'arco 
del circolo e, limitato dai pun- 
ti A,B. 

i". Sia {fig. 248) l'arco 
ce, < AB, e siano M, N, M„ 
N, ì punti di incontro del cir- 
colo e coi lati AC, BC, AC, , 
BC,, dei due triangoli, ossia 
i punti di mezzo di questi ar- 
dii. Facciamo rotare la sfera 
attorno al diametro perpen- 
dicolare al piano del circolo e, 
finche il punto C prenda la 
posizione Ci ; allora Varco CM 
prende la posizione C,P in- 
terna all'angolo ACB, Fac- 
ciamo poi rotare la afera at- 
torno allo stesso diametro, 
finche il punto C, prenda la 
posizione C; allora l'arco CjN, prende la posizioneCQ intema all'an- 
golo ACB, Coll'uno o coll'altro di questi movimenti^ i due triangoli 
CMQ, CjPN, si portano a coincidere, e perciò sono eguali. 

È facile allora vedere che si ha 

C,P= CM = MA, C,M, = M.A, M,P = MM„ 
CQ E C,N, E N,B, CN E NB, QN = NN„ 
e per conseguenza 




Fìf. 248. 



Ne segue 
Inoltre si ha 



MNHM.N,. 



CQN=BN,N 

amm.ec.pm,. 



cmqec.pn, 
am,nb=am,nb. 

Sommando queste quattro eguaglianze, si trova 
ABC = ABC.. 
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2°. Se l'arco ce, = AB, è facile vedere che i due Iati BC.AC, si 
tagliano per metà in un punto N del circolo e, e che i due triangoli 
AKG, C,NB sono eguali, ae segue che i due triangoli ABC, ABCp che 
si ottengono sommando il triangolo ANB con quei due triangoli rispet- 
tivamente, sono equivalenti. 

3*». Se l'arco CC, >BA, si riporti sull'arco CC, l'arco AB tante volte 

quante è possibile. Se D„ j), D„ sono gli estremi di questi archi, in 

modo che sia _ 

ABeCD.=D,D, = .... = D„-.D. ^D.C,, 
per i due casi precedenti si ha 

ABC = ABD. = ABD. = ....= ABD„ = ABC„ 
e quindi 

ABC = ABC,. 

Si osservi che gli archi M^, M,N, del cicolo e interni agli angoli 
ACB, AC,B sono eguali in tutti i tre casi; viceversa è facile vedere 
che, se sul circolo e si prende un arco MiNiEMN (supponendo dato il 
triangolo ABC), i due archi AM,, BN, s'incontrano in un punto C, dei 
circofo c„ e il triangolo ABC, è equivalente al triangolo ABC. 

Supponendo che il triangolo ABC resti fisso, e che il vertice C, 
dell'altro triangolo ABC, prenda la posizione del punto A' opposto ad A, 
questo triangolo si riduce all'angolo sferico che ha per vertici i punti 
A, A', che ha per lato il semicircolo ABA', e che stacca sul circolo e 
un arco eguale ad MN, ossia esso si riduce alla metà dello eccesso sfe- 
rico del triangolo ABC (§ 281 Teor.). Dunque il triangolo ABC è equi- 
valente alla metà del suo eccesso sferico. 

Corcfllari. — 1". Ogni triangolo sferico è equivalente alla metà del 
suo eccesso sferico. 

5*. Ogni poligono sferico è equivalente alla metà del suo eccesso sfe- 
rico. 

283. Teorema. — Dati due poligoni sferici P e P", è sempre possi- 
bUe scomporli in un numero finito di parti; in modo che le parti di r Steno 
rispettivamente eguali a quelle di P, oppure in modo che P contenga le 
parti di P insieme ad altre, oppure in modo che P' contenga le parti di P 
insieme ad altre. Quando si verifica uno di questi casi, non e possibile 
che esista un'altra scomposi^one per la quale si verifichi uno degli (dtri due. 

Costruiti gli eccessi sferici e, e' dei due poligoni P, P', si dovrà dare 
uno ed uno solo dei seguenti casi: e = e', s>8', e<e, poiché la classe 
di grandezza formata dagli angoli sferici è di prima specie. 

Se eEe', eseguendo contemporaneamente la scomposizione, per la 
quale l'angolo sferico e si divide in un numero finito ai parti rispetti- 
vamente eguali a quelle del poligono P, e quella per la quale la stessa e 
si divide in un numero finito di parti eguali a quelle del poligono P, 
otterremo una terza scomposizione di e in parti, clie sono le partì pro- 
venienti da ciascuna delle une scomposizioni suddette, suddivise mediante 
l'altra scomposizione. Riportando queste suddivisioni sulle parti del po- 
ligono P e su quelle del poligono P', questi restano scomposti in parti 
rispettivamente eguali, e perciò sono equivalenti. 
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Collo stesso ragionamento si dimostra che, se è 8>e', i due poli- 
goni P, P' si possono scomporre in parti (in numero finito), in modo che 
in P si trovino tutte le parti di P' insieme ad altre ; e se è e < e', i 
due poligoni P, P' si possono scomporre in parti (in numero finito] in 
modo che io P' si trovino tutte le parti di P insieme ad altre. 

La seconda parte del teorema è conseguenza immediata dei teoremi 
1» e 2- del § 280. 

284. Teorema. — Tutti i poligoni sferici, non intrecciati, appartenenti 
ad una stessa superficie sferica, o a superficie sferiche eguali, costituiscono 
una classe di grandezze di 2* specie. 

Dati infatti due o più poligoni sferici non intrecciati, appartenenti 
ad nna stessa superfìcie sferica o a superfìcie sferiche eguali, possiamo 
per mezzo dei teoremi precedenti costruire altrettanti angoli sferici ri- 
spettivamente equivalenti ai poligoni sferici dati. Tutti gli angoli sferici, 
cosi ottenuti, appartengono ad una classe di grandezze di prima specie, 
e perciò di due fra i poligoni considerati l'uno è sempre maggiore, o 
equivalente, o minore dell altro, e di due o più di essi esiste sempre la 
somma. 

Si noti che, eseguendo tutte le costruzioni, si potrebbero sempre 
scomporre due poligoni sferici, appartenenti ad una stessa superfìcie 
sferica, o a superfìcie sferiche eguali, in parti rispettivamente eguali, 
se essi sono equivalenti, oppure si potreboero scomporre ambedue in 
parti, in modo che l'uno contenga tutte le parti dell'altro insieme ad 
altre, se essi non sono equivalenti. 

Corollario. — Sì può sempre dividere un poligono sferico non intrec- 
àato in 2, 4, 8, 16,... parti equivalenti. 

Infatti si pub sempre trasformare un poligono sferico non intrec- 
ciato in un angolo sferico equivalente, e poi dividere questo in 2, 4, 8, 
16.... parti eguali. 

285. Se estendiamo alle piramidi sferiche tutte le definizioni date 
nel Cap. Ili del Libro III per i poligoni sferici, è facile vedere che val- 
gono per esse teoremi analoghi ai precedenti, e che si dimostrano nello 
stesso modo. Perciò noi ci limiteremo qui ad enunciare i principali, ricor- 
dando prima di tutto che per eccesso sferico di una piramide sferica con- 
vessa SI deve intendere la differenza tra la somma dei suoi n apicchi 
sferici e (n — 2) semisfere. 

Teoremi. — 1*. Duie piramidi sferiche, non intrecciate, opposte sono 
equivalenti. 

2*. O^ni piramide sferica convessa è equivalente alla metà del suo ec- 
cesso sferico. 

3". Tutte le piramidi sferiche non intrecciate, appartenenti ad una 
stessa sfera o a sfere eguali, costituiscono una classe di grandezze di S» 
specie. 

4". È possibile dividere una piramide sferica, non intrecciata, in 2, 4, 
8, 16.... parti equivalenti. 
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CAPITOLO IV 



Equivalenza del prismi. 



286. Definizioni. — 1'. ChiaTatiemo parallelepide di tre aejimentiAB,CD,SS 
il parallelepipedo rettangola, che ha i suoi spigoli eguali'ai detti segmenti, e l'iH' 
dicheremo colla scrittura AB . CD . EF. 

2*. Chiameremo i^ibo di un segmento AB, il cubo ohe ha tutti i suoi spigoli 
eguali ad AB, e l'indicheremo colla scrittura AB 



Teorema. — Due prismi retti, che h 
eguali, sono equivalenti. 



le basi equivalenti e le altezze 



Siano P, V {fig. 249) due prismi, aventi la medesima altezza A e le 
basi equivalenti. Queste basi, essendo equivalenti, si potriinno scomporre 
in un egual numero di poligoni rispettivamente eguali. È facile vedere 




allora che tanto il prisma P quanto il prisma P' si possono scomporre 

nei prismi retti, che hanno l'altezza h e per basi i poligoni, nei quali 
sono state scomposte le basi, e perciò essi sono equivalenti. 

287. Teorema. — Due prismi, che hanno le sezioni nonnali e gli spi' 
goti laterali eguali, sono equivalenti 

1°. Sieno ABC A'B'C, A|B,C, A',B',C', due prismi triangolari, aventi 
le sezioni normali e gli spigoli laterali eguali. Essendo eguali le sezioni 
normali dei due prismi, potremo portare a coincidere i prismi indefiniti, 
ai quali appartengono le superficie laterali dei due prismi dati. Facendo 
scorrere poi uno di essi lungo gli spigoli del prisma indefinito, potremo 
fare in modo che uno spigolo A,A', venga a coincidere con ì! suo corri- 
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spondente. Supponiamo che, quando ciò sia avvenuto, anche lo spigolo 
B,E ' aia venuto a coincìdere con lo spigolo corrispondente BB'. 

Possono allora presentarsi quattro casi, cioè anche Io spigolo CiC'i 
può coincidere con CO'; oppure uno degli estremi, per es. C, di C,C', può 
essere interno al segmento CC (fig. 25^ ; oppure il punto C, può coinci- 
dere con C; oppure i due segmenti C(J', 
CiC, possono non avere alcun punto in 
comune (fig. 251). 

Nel primo caso i due prismi sono 
eguali, e perciò anche equivalenti. Nel 
secondo e nel terzo caso i due tetraedri 
ABCC,, A'B'C'C'i sono eguali, perchè, se ' 
si fa scorrere il secondo, in modo che il 

fiiano BB'CC scorra su se stesso lungo 
a retta CO', finché C venga in C, esso 
viene a coincidere col primo. Ne segue 
che i due prismi, somme del tronco di prisma ABC, A'B'C coi due 
tetraedri suddetti rispettivamente, sono equivalenti. 

Nel quarto caso finalmente (iig. 251) i due piani ABC, A'B'C si ta- 
gliano secondo una retta D', E', parallela alle rette AB, A'B', e il punto 
D'„ intersezione delle rette AC,, A'C, è interno ai due segmenti AC,, A'C. 
Allora il segmento AC, sarà eguale ad un multiplp di AD',, oppure ad un 
suo multiplo aumentato di un segmento minore di AD',. Supponiamo per 




Pig. 250. 




Fig. 251. 

esempio che AG, sia eguale al triplo di AD', aumentata di un segmento 
minore di AD',, e sia AD',ED',H,EH,H,e H,C, < AD',. 

Per i punti H,, H, si conducano dei piani paralleli ai piano ABB'A'. 
Il prisma ABCA'B'C'resta allora scomposto nei prismi ABE,D,A'B'E',D',, 
I>,E,E,I), D',E',B',D'„ D,B,E,D. D',K,E',D', D,E,C D',E',C', e il prisma 
ABC, A'B'C, resta scomposto nei prismi ABE', D',A'E'K',H' ,D',B',K, 
H,H'^K;',K',H'„ H,K,K,H,H',K',K',H'„ H,K,C, H'.K'.C, e le parti del 
primo sono equivalenti a quelle del secondo. Infatti i due poliedri 

AD,D',BE,E',. A'D',H',B'E',K', 
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sono e^uftli, percbè si possono portare a coincidere, facendo scorrere 
l'uBO di essi, m modo che il piano D',S',K'^', scorra su se stesso luimo 
la re ttaD',H',.Perciòidue prismi ABE;,D,A'B'E',D'„ABE',D',A'B'K',H', 
che sono somme dei due poliedri suddetti col poliedro AA'D'.BB'E',, 
sono equivalenti. In simil guisa si dimostra I' equivalenza delle altre 
parti corrispondenti dei due prismi dati, e perciò essi sono equivalenti. 




Fig. 252. 

Supponiamo ora (fig. 252) che quando AjA', coincide con AA' il 
segmento B.B', non coincida con BB'. Consideriamo allora insieme ai 
due prismi dati anche q^uello, che ha per basi ABC,, A'B'C',. 

Per le dimostrazioni precedenti si ha 



) quindi 



ABCA'B'C = ABC. A'B'C. 
ABC, A'B'C, - AB.G.A'B'.C,, 



ABCA'B'C = AB.C.A'B'.C,. 



2°. Passando ora a considerare due prismi poligonali, aventi le se- 
zioni normali eguali e gli spigoli laterali eguali, è chiavo che si possono 
scomporre in un egual numero di prismi triangolari equivalenti, che 
hanno gli spigoli laterali eguali e le sezioni normali (che sono i trian- 
goli nei quali si possono scomporre le se- 
zioni normali dei due prismi dati) pure 
eguali; perciò i due prismi sono equiva- 
, lenti. 

Corollari. — 1°. Ogni prisma obliquo è 
equivalente ad un prisma retto, che ha per 
base la sezione normale e per altezza uno de- 
gli spigoli laterali. 

2^. Dìieprismi, che hanno eguali od equi- 
valenti le sezioni normali, ed eguali gli sin- 
goli laterali, sono equivalenti. 

Infatti essi sono rispettivamente equi- 
Fig. 253. valenti a due prismi retti, che hanno altezze 

eguali e basi eguali od equivalenti, e che 
perciò sono eguali od equivalenti (§ 286 Teor.) 

3". Un parallelepipedo è diviso da un piano, che passa per due spigoli 
opposti, in due prismi triangolari equivalenti. 
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Sia (fig. 253} À"B"C"D" una sezione normale del parallelepipedo 
ABCD A'B'C'D', Un piano condotto per i due spigoli opposti AA', CC' 
divide il parallelepipedo in due prismi triangolari ABCA'B'C', CADC'A'D' 
rispettivamente equivalenti a due prismi eguali, che hanno per altezza 
AA' e per basi i due triangoli eguali A'^"C", C"D"A"; perciò essi 
sono equivalenti. 

288. Teorema. — Due parallelepipedi sono equivalenti, se hanno una 
faccia e l'altezza corrispondente rispettivamente eguali. 

Sieno (fig. 254) ABCD A'B'C'D, ARC.D,A',B'.C',D', due paralle- 
lepipedi che hanno le basi ABCD, AiB,C,D, eguali, ed eguali le altezze 
corrispondenti. Considerando i due parallelepipedi come pnsmi che hanno 




per basi ABB'A', AiB,B',A'„ si vede che i loro spigoli BC, B,C, sono 
eguali, e che le loro sezioni normali LMNP . L,M,N,P, sono equivalenti, 
perchè sono parallelogrammi, che hanno le basi LM, LiM, eguali, come 

" .----•Il ■ .■ . -"".^ . T. ,-, T^ ^1^ ^j.^^ 



altezze dei parallelogrammi eguali À6CD, A,B,C,D,, e le altezze cor- 
rispondenti PH, P,Hj pure eguali, perchè sono le altezze dei due paral- 
lelepipedi. Perciò i due parallelepedi sono equivalenti (§ 286 C«)r, 2"). 

Corollari. — 1". Ogni parallelepipedo è equivalente ad un parallele- 
pipedo retto, avente la base e l'altezza rìspettinamente eguali a quelle del 
parallelepipedo dato. 

2°. Ogni parallelepipedo è equivalente ad un parallelepipedo rettangolo, 
che ha la sua base equivalente aUa base di quello dato e l'altezza eguale 
all'altezza del medesimo. 

Infatti il parallelepipedo dato è equivalente ad un parallelepipedo 
retto, che ha la base e l'altezza eguali a quelle del parallelepipedo dato. 
Questo parallelepipedo retto è poi equivalente ad un paralìelepipedo 
rettangolo, che ha la medesima altezza, ed ha per base un rettangolo 
equivalente alla sua base (§ 286 Teor.) 

289. Teorema. — Ogni prisma triangolare è eguivaUnte ad un pa- 
rallelepipedo, che ha la sfessa altezza del prisma e la base equivalente alla 
sua base. 
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1". Sia ABCA'B'C un prisma triangolare (fig, 255). Per il punto di 
mezzo H di un lato AB delia base ABC conduciamo un piano paral- 
lelo a quello della faccia ACCA' e per io spigolo AA' un piano paral- 
lelo a quello della faccia BB'C'C. I due 
prismi BHEBH'E' ADHA'D'H' souo equi- 
j valenti, perchè hanno gli spigoli laterali 

eguali e le sezioni normali eguali, come è 
facile dimostrare. Ne segue che il prisma 
dato e il parallelepipedo ADEC A'DE'C, 
l'uno somma dei prismi AHEC A'H'E'Cj 1 
HEBH'E'B', l'altro somma dei prismi 
AHECA'H'E'C, AHD A'H D', sono equi- 
valenti. I 
E poi evidente che il parallelepipedo . 
ACEDA 'C'E'D', equivalente al prisma da- i 
' to, ha la stessa altezza di questo, ed ha ' 
la sua base ACED equivalente al triangolo 
ABC, base del prisma dato. | 

Corollari. — 1". Tutti i prismi trian- , 
golari, aventi basi equivalenti ed altezze eguali, sono equitalenti. 

Infatti essi sono rispettivamente equivalenti a parallelepipedi equi- 
valenti. 

2^. Tutti i prismi, aventi basi equivalenti ed altezze eguali, sono equi- < 
valenti. 

Infatti essi si possono riguardare come somme di prismi trìango- ; 
lari rispettivamente equivalenti. 

3". Ogni prisma è equivalente ad un parallelepipedo rettangolo, avente 
l'altezza eguale all'altezza del prisma e kt base equivalente alla sua base. 

290. Deflolzlone. — Chiamerenio parallelepipedo di un poligono p e di un 
segmento h un parallelepipedo rettangolo, che ha la sua base eqaivniente al poli- 
gono p e l'altezza eguale ad h. 

Problema 1". — Costruire un parallelepipedo rettangolo, che sia equi- 
valente ad un parallelepipedo rettan- te 
golo dato, e che abbia due spigoli con- 
correnti in un vertice eguali a due 
segmenti dati. 

Sia ABCDA'B'CD' il dato paral- 
lelepipedo (flg. 256) P.R.P.Ri i due a 
segmenti dati. Si costruisca un ret- 
tangolo AEFH (8 255 Pi;ob. 1") che 
sia equivalente alla faccia ABB'A', 
e che abbia un Iato AH eguale a 
P,R,. Il parallelepipedo AEFHD'E' 
F'H' che ha per base questo rettan- f, 
golo AEFH e per altezza AD, è e- -.. g.g 

quivalente al dato parallelepipedo '^' 

(g 286 Teor.) Si costruisca poi un rettangolo AKLM, che sia equi- 
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valente al rettangolo ADE'E, e che abbia un lato AK eguale a P^Rj. 
Il parallelepipedo rettangolo AKLM HK'L'M', che ha per base questo 
rettangolo AKLM e per altezza AH, e equivalente al parallelepipedo 
ADE'E HH'F'F, e quindi anche a quello dato. 

Così si è costruito un parallelepipedo rettangolo AMM'HKLL'K', 
equivalente a quello dato, e che ha due lati AH, AK concorrenti nel 
vertice A eguali ai due segmenti dati. 

Problema 2". — Costruire un parallelepipedo rettangolo equivalente 
ad un dato prisma, e che abbia per base un dato rettangolo. 

Costruito un rettangolo equivalente alla base del dato prisma, è 
noto ohe il parallelepipedo rettangolo, che ha per base il detto ret- 
tangolo ed ha la stessa altezza del prisma (§ 289 Cor. 3"), è equiva- 
lente al prisma dato. 

Per risolvere il problema proposto, non resta allora altro a fare 
che costruire un parallelepipedo rettangolo equivalente a quello otte- 
nuto, e che abbia due spigoli eguali ai lati del detto rettangolo. 

291. Teorema. — Tutti i prismi costUutscono una classe di grandezze 
di seconda specie. 

Tutti i prismi si possono infatti trasformare, in seguito a quanto 
abbiamo esposto fin qui, in parallelepipedi di una data serie ad essi 
rispettivamente equivalenti. 

Ne segue che, dati due prismi, è sempre possibile scomporli in parti, 
in modo che tutte le parti dell'uno sieno eguali a quelle dell'altro, op- 
pure in modo che l'uno contenga tutte le parti dell'altro insieme ad 
altre, secondo che essi sono, o no, equivalenti. 

Corollario. — È sempre possibile scomporre un prisma in n parti 
equivalenti, n essendo un numero qualunque. 



CAPITOLO V 



Grandezze limiti. 



292. Data una serie di grandezze omogenee, per es. la serie di ret- 
tangoli, aventi una coppia di Iati opposti eguali ad un segmento dato, 
se si dispongono in un certo ordine, indi si considerano tutte quelle 
grandezze, non come enti distinti l'uno dall'altro, ma come modi di es- 
sere di un unico ente, di una sola grandezza, la quale va modificandosi, 
secondo una data legge, in guisa da trasformarsi successivamente prima 
in una, poi in un'altra delle grandezze date, e cosi dì seguito, diremo 
che tutte quelle grandezze della serie sono stati di quell'unica gran- 
dezza, che prendiamo a considerare. 
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i, bì dice che esSB è variabile utondo qa^a 
una grandezza acquista stati successivi tutti 
coatantB. 

I ogni suo stato è maggiore dei 
luo stato è minore di tutti i pre- 

ì, scelta ad arbitrio una grandezza 

maggiore di essa. Una 

jlts ad arbitrio una grandezza 




Fig. 257. 



altro, seguendo una determi nats 
leggi. Se poi nella stessa questi 
eguali, equivalenti fra loro, si 

2*. Una variabile si dice atmpre crescente, i 
precedenti, e si dice tempre decreacente, se ogni 
cedenti. 

3*. Una Tariabile è indefinitamente crescenti, i 
ad essa omogenea, la variabile può diventare 
variabile invece è indefinitamente decrescente, 
ad essa omogenea, la variabile può diventare 



Allo scopo di chiarire con un esempio i concetti suesposti diamo 
la seguente applicazione geometrica. 

_ Supponiamo (fig. 257) che un triangolo ABC abbia due vertici AB 
fissi, e che il terzo vertice C percorra la semiretta CC', parallela alla 
base e uscente dal vertice C, senza 
passare due volte per una stessa 
posizione. Il triangolo ABC, nelle 
successive posizioni del vertice mo- 
bile assume i vari etati AC'B. 
AC'B, ... che sono (§ 250 Teor.) 
equivalenti fra loro, e quindi eseo 
è costante. Invece l'angolo ABC, 
diventando AEC, ABC", ... e evi- 
dentemente una variabile sempre 
crescente ma non indefinitamente, 
perchè sì mantiene sempre minore di un angolo piatto. 

Un esempio di variabile indefinitamente crescente è dato dal lato 
AC, poiché, se con un raggio b arbitrario maggiore di AC, e col cen- 
tro in A si descrive un circolo, che tagli in un punto H la semiretta 
CC', quando il punto C prenderà una posizione esteina al cerchio de- 
scritto, il lato variabile AC diventerà maggiore anche di b, e si man- 
terrà tale per tutte le successive posizioni di C. 

Infine è chiaro che l'angolo BAC decresce continuamente, in modo 
da diventare e mantenersi, a partire da una certa posizione di C, mi- 
nore di qualsivoglia angolo dato; dunque esso è una variabile indefini- 
tamente decrescente. 

293. Teoremi. — 1". I taultipli saccessim di una grandezza sono stati 
di una variabile indefinitamente crescente. 

Infatti esistono infiniti multipli successivi di una data grandezza 
A, ciascuno dei quali è maggiore del precedente e quindi di tutti i pre- 
cedenti; inoltre per ogni grandezza B arbitrariamente grande ed omo- 
genea ad A è sempre possibile {P. IS) trovare uii multiplo t»A di A, 
tale che sia fnA>B; dunque la variabile A cresce indefinitamente. 

2°. Se una grandezza varia, in modo che ogni suo stato sia equiva- 
lente maggiore del doppio del precedente, essa cresce indefinitamente. 

Infatti data una grandezza A qualunque, per ogni grandezza B ar- 
bitrariamente grande si trovi un multiplo wiA di A tale che sia mA>B. 
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indi BÌ determini un numero intero n, in modo da avere 2''>f»; allora 
sarà pure 2°.A>B. Dunc[ue la variabile che si considera può, a partire 
da un certo stato in poi, diventare maggiore di ogni grandezza data, 
e perciò cresce indefinitamente. 

3". Se una grandezza varia, in modo che ogni suo stato sia equivalente 
minore della metà del precedente, essa decresce indefinitamente. 

Infetti, data una grandezza qualunque A, sappiamo dal teorema 
precedente che esiste sempre, per ogni grandezza arbitraria B minore 
di A, un multiplo di B, secondo un certo numero 2", tale che si ha 

2". B > A, 
e quindi 

~A<B. 

Dunque la variabile che si considera può, a partire da un certo 
stato in poi, diventare minore di ogni grandezza data arbitrariamente, 
e perciò decresce indefinitamente. 

294. I teoremi che seguono serviranno di applicazione di quanto 
abbiamo esposto nei due §§ precedenti. 

Teoremi. — 1°. Se si raddoppia continuamente e indefinitamente il 
HU7ìiero dei lati di una spezzata regolare inscritta in un arco, il lato della 
spezzata e la differenza fra il raggio e l'apotema sono due variabili^ inde- 
finitamente decrescenti, ed il perimetro è sempre crescente, ma non indefi- 
nitamente. 

Infatti (fig. 258) al raddoppiarsi del numero dei lati della spezzata 
regolare inscntta ABC, l'arco AB che sottende il lato AB decresce in- 
Jelinitamente (§ 292 Teor. 3») , e 
perciò decresce anche il lato mede- 
simo (§ 180), il quale si potrà far 
diventar minore di qualsiasi seg- 
mento, facendo diminuire l'arco, 
linchè diventi minore di quello che 
sottende una corda eguale al seg- 
mento dato. Siccome poi la diffe- 
renza fra il raggio OD e l'apotema >^ , 
OE è minore della metà del lato Vi 
DB, (§ 81 Cor,), il quale decresce '■ o 
indefinitamente, cosi anche la diffe- 

lenza OD - OH decresce indeflni- ^'S- 258. 

tamente. 

Il perimetro della spezzata inscntta è evidentemente una variabile 
sempre crescente (§ 82 Teor.), però si mantiene sempre minore del peri- 
metro di una qualunque spezzata regolare circoscritta all'arco medesimo. 

2". Se si raddoppia coìitinuamente e indefinitamente il numero dei 
lati di una spezzata regolare circoscritta ad un arco, il lato della spezzata 
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e la differenza fra il suo ra^^io e i'apotema sono due variabili indefi- 
nitamente decrescenti, ed il pemnelro è sempre decrescente, ma non inde- 
finitamente. 

Si imiti la dimostrazione del teorema che precede. 

3°. Se in un parallelogrammo una coppia di lati opposti è costante, 
mentre gli altri due lati crescono (o decrescono) indefinitamente, anche il 
parallelogrammo cresce (o decresce) indefinitamente; e viceversa. 

Sia ABB'A' (^g, 259) il parallelegrammo dato, e AA', BB' la coppia 

di lati costanti. È chiaro (§ 109 Teor, 1») che al crescere {o decrescere) 

del lato variabile AB anche il paralle* 

A' gì (■• o logrammo cresce (o decresce); inoltre, 

, j . dato un poligono piano P non intrecciato, 

/ / / / se si costruisce (§ 255 Prob. 2") il pa- 

/ ìli rallelogrammo ACCA' e(]uivalente ad 

/ III esso, ed avente una coppia di lati op- 

/ I ■ I I posti eguali al lato AA', quando il lato 

/ Il I variabile AB sia diventato maggiore (o 

^ B e D minore) del lato AC anche il parallelo- 

grammo ABB'A' sarà maggiore (o mi- 
*^8- 259. nere) di ACCA', e quindi maggiore (o 

minore) anche di P. 
Il teorema inverso si dimostra nello stesso modo. 

Corollari. — J", Se due lati consecutivi di un rettang<^o crescono (o 
decrescono) indefinitamente, anche il rettangolo cresce (o decresce) indefini- 
tamente. 

2". Se un segmento cresce (o decresce) indefinitamente, anche il suo qua- 
drato cresce (o decresce) indefinitamente; e viceversa. 

Teoromn 4°. — Se in un prisma di base costante l'altezza cresce (o 1 
decresce) indefinitamente, anche U prisma cresce (o decresce) indefinitamente; \ 
e viceversa. 

Sì imiti la dimostrazione del teorema che precede. 

Corollari. — 3". Se gli spigoli concorrenti di un parallelepipedo ere- ■ 
scono (o decrescono) indefinitamente, anche U parallelepipedo cresce (o de- 
cresce) indefinitamente. 

4°. Se un segmento cresce (o decresce) indefinitamente, anche U suo ' 
cubo cresce (o decresce) indefinitamente; e viceversa. 

295. Deflalzloai. — 1*. Due varÌBbili si dicono in corrispondenza univoca , 
quando le serte degli etati reUtivi sona in corrispondenza univoca. 

2*. Se due variabili sono io corrispondenza univoca, si dice cha la prima è i 
equiv^tnte, maggiore o minore dell'altra, se ogni stato della prima è equivalente, 
maggiore o minore del corrispondente sUto della seconda. 

In ciò che segue, parlando di due o piti variabili considerate in- 
sieme, supporremo sempre che sieno in corrispondenza univoca. 
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3*. Se dae o più variabili omoganee della I* o della 2* sppcie sono in corri- 
spondenza univoca, le somme degli stati co rriepon denti costituiscono gli stati di una 
nuova variabile, che sì dice gomma della variabili date. 

Applicando alle somme degli stati corrispondenti di due o più va- 
riabili omogenee in corrispondenza univoca le proprietà, che si sono 
dimostrate per le grandezze della 1' e 2* specie, e facile dimostrare 
che le stesse proprietà si possono estenderà anche alle somme di gran- 
dezze variabili. Cosi è facile vedere che anche i concetti di multiplo, 
summultiplo e di differenza sono applicabili alle grandezze variabili, 
come alle grandezze costanti, mediante le seguenti definizioni; 

4*. Se gli stati di una variabile sodo multipli, o aummultipli, secondo lo stesso 
numero m dei corrispondenti stati di un'altra vai-iabile, la prima dicesì multipla, o 
mmmultipla, dell'albra secondo il numero m. 

5*. Se di due variabili l'una è maggiore dell'ultra, la variabile che ha paratati 
1? differenze degli stati corrispondenti della variabili date, dicesi la loro differtnza. 

TROreniB. — Una variabile somma di due o più grandezze variabili 
indefinitamente crescenti (o decrescefitij, è pure indefinitamente crescente 

(o decrescente). 

Siene V, , V, , V, , . . . V„ più variabili indefinitamente decrescenti, 
e indichiamo con W la loro somma. Se per ogni sistema di stati cor- 
rispondenti delle variabili date si prende a considerare uno stato non 
minore dei rimanenti, e con gli stati così ottenuti si forma una nuova 
variabile V, è chiaro che V è pure indefinitamente decrescente, e tale che 
W<bV'; 

d'onde si vede che, al decrescere di V, anche W decresce, e che as- 
segnata una grandezza qualunque B, omogenea alle date, basta divi- 
dere B in n parti quatunqiie, e prendere V^ minore di tutte, per avere 
ny'<B, e perciò anche W <B; dunque W decresce indefinitamente. 

Corollario. — Una variabile multipla, o summultipla, di una varia- 
bile indefinilammte crescente (o decrescente), è pure indefinitamente crescente, 
(o decrescente). 

Infatti è evidente che, se una grandezza variabile è multipla se- 
condo un numero n di una grandezza variabile indefinitamente crescente 
(o decrescente), essa è pure indefinitamente crescente (o decrescente), 
perchè è la somma dì n grandezze variabili indefinitamente crescenti 
(o decrescenti). 

Se poi la variabile data Y è summultipla secondo il numero n dì 
una grandezza variabile, indefinitamente crescente, è facile vedere come 
si possa, per ogni grandezza omogenea B, determinare uno stato di W 
maggiore di mB, e quindi V>B; dunque V cresce indefinitamente, Ana- 
'loga dimostrazione può farsi per il caso in cui W decresce indefinitamente. 

296. Prendiamo ora a considerare una grandezza A qualunque ed 
lina serie indefinitamente decrescente di grandezze 

V, , V, , V, , . . . , V. . . . . 
omogenee ad A e tali, che si abbia Y, < A. 
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Se con queste grandezze ei formano le due variabili in corrispon- 
denza univoca 

A + V,, A + V,, A + V A + V„,... 

A - V, , A - V, , A - V, , . . . , A - V, , . . . 

è chiaro che la prima di esse è sempre decrescente, la seconda è sem- 
pre crescente, e la loro differenza, che è equivalente a 

2V, , 2V, , 2V, , . . . , 2V 

decresce indefinitamente. Questo esempio ci permette di dare le seguenti 

Definizioni. — 1*. Due variabili omogenee in eorriapondenza uoivoca, tali che 
la prima sia sempre decresoente, la seconda sia sempre cresoente, e la prima siu 
maggiore della seconda, ai dicono convergenti, se la loro differenza decresce indefi- 
nitameDte. 

2*. Dae coppia di variabili convergenti si dicono equivalenli, se la variabile cre- 
seeate e quella decrescente di ciascuna di esse sono rispettivamente equivalenti alla 
varìabile crescente e a quella decrescente dell'altra- 

Teorenift. — Date due coppie di variabili convergenti omogenee, hi 
variabile decrescente di almeno una coppia è maggiore della variabile cre- 
scente dell'altra. 

Siene (UtV), {U', V) le coppie di variabili convergenti date, nelle 
quali è tJ > V, U' > V, ai vuol dimostrare che si ha U > V, o ai ha 
U' >- V, o tutti e due questi casi insieme. Infatti supponiamo di avere, 
a partire da un certo stato in poi, U <; V U' < V ; allora a partire da 
questo stato, essendo per ipotesi V > U > V, V > Ù' > V, si dovrebbe 
avere contemporaneamente V > V e V > V, ciò che è assurdo ; dun- 
que U' > V, oppure D > V, oppure l'uno e l'altro caso insieme. 

297. Teorema. — Date due o pia coppie di variabili convergenti otno- 
genee, la somma di tutte le variabili decrescenti e la somma deUe variabili 
crescenti formano due nuove variabili convergenti. 

Infatti, se sono date le coppie di variabili convergenti (U. , V.) 
{TJ,, V,),...(U,, V.), ed è 

u = u. + u. + . . . + u. , 
v = v, + v. + ... + v., 

è chiaro che, essendo TJ, > V, ; U, >■ U, ; . . . TJ» >■ V. , si avrà pure 
U>V. 

Inoltre si haU - V = U, - V, +1^-7, + ... + U. - V.; e ec- 
come per ipotesi le differenze U, — V, , U, — V,, .... U. — V. sono va- 
riabili indefinitamente decrescenti, la loro somma ti ^ Y e pure noa 
variabile indefinitamente decrescente (g 295 Teor.) 

Definizione. — Date due e piii coppie di variabili converganti omogenee, la 
coppia di variabili convergenti formata dalla somma delle variabili deoresoanti e dalla 
somma delle rariabili crescenti delle coppie date, ai dice la loro somma. 

È superfluo osservare che anche per le somme di coppie di varia- 
bili convergenti valgono le considerazioni esposte nel § 295 per le 
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somme di grandezze variabili, e quindi posaiamo estendere senz'altro 
anche ad esse le proprietà che si sono dimostrate per le somme di 
grandezze della prima e della seconda specie. 

298. Abbiamo indicata nel § 296 la esistenza di una classe este- 
sissima di variabili convergenti i cui stati successivi sono determinati 
dalla seguente legge di formazione: 

A + V, , A + V, , A + V. , . . . , A + V, , . . . , 
A - V. . A - V. , A - V, , . . . , A - V. , . . . , 

dove V è una variabile indefinitamente decrescente. 

Si può osservare che la grandezza A è minore di tutti gli stati 
A + V, della grandezza decrescente ed è maggiore di tutti gli stati 
A - V„ della grandezza crescente. 

Ilefluizione 1*. — Dicesi limite di due variabili conTergeoti ogni grandezza 
maggiore di tutti gli stati della variabile crescente e minore di tutti quelli della va- 
riabile decrescente. Si dice anche che le due Tariabili convergono vergo quella gran- 
dezza limile. 

Mediante le considerazioni che precedono, abbiamo mostrata l'esi- 
stenza di un limite per una classe di variabili convergenti. Si possono 
scoprire altre classi, che godono della stessa proprietà; però è facile 
convincersi, che esistono infinite coppie di variabili convergenti, per le 
quali non è possibile dimostrare l'esistenza di un limite. Siccome non 
è contraditto rio il pensare che due variabili convergenti ammettano un 
limite, allo scopo di stabilire in modo generale diverse importanti no- 
zioni nel campo della geometria, estenderemo, come si fa in Algebra 
per la teoria dei numeri irrazionali, il concetto di limite a tutte le 
coppie di variabili convergenti mediante il seguente 

Postulato XII. 

Due variabili convergenti ammettono sempre un limite. 

Quando una grandezza L è limite di due variabili convergenti U,V, 
per tutti gli stati corrispondenti delle due variabili si ha IT > L > V, 
e si indica ciò colla scrittura L = lim. fU.V), che si legge: L è equiva- 
lente al limite di (U, V). 

Definizione 2*. — La grandezza L definita per mezzo del postulato precedente, 
come limite di due TariabiH convergenti U, V, si dice ohe è minor* di tutti gli 
' * ' " ' " maggiore di tatti gli stati della variabile cre- 

'l'eorema. — Se di due grandezze di 1* o 2* specie equivàlenli una 
è limite di due variabili convergenti, anche l'altra è limite delle stesse va- 
riabili. 

Sìa L = lim. (U, Y) ed L = L'. Essendo per ogni stato delle due 
variabili convergenti U > L > V, avremo ancora ir> L' > V ; dunque 
L' = lim. (U,V). 
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299. Teoremji. — Due grandezze di 1* o di 2* specie sono eguivo' 
lenti, se sono Umili delle stesse variabili convergenti, o di due coppie di 
variabili convergenti equivalenti fra loro. 

Sia L = lim. (U, V), L' = lim. (U'V), {TJ, V) =■ (TJ'. V) : dico che sarà 
L = L'. Infatti, se L non è equivalente ad L', sarà maggiore o minore 
di essa ; sia per ea, L > L'. 

Allora, essendo TJ— V > U-L' :> L-L', si avrebbe U— V > L-L', 
e quindi, poiché TJ = U' per ipotesi, sarebbe U' — V > L — L', il che 
è assurdo, perchè le due variabili TJ' V sono convergenti, e quindi la 
differenza TJ'— V decresce indefinitamente e può diventare minore an< 
che di L — L', 

I due teoremi precedenti valgono soltanto per le grandezze della 
1* o 2* specie ; ma allo scopo di generalizzare i risultati delle dimostra- 
zioni che seguono a tutte le grandezze, che cadono nel domìnio della 
feometria, estenderemo il concetto di equivalenza anche alle grandezze 
i 3* specie, facendo uso delta seguente definizione generale: 

DeflnlziOne. — Dua grandezze qualunque si dicono equivaitnti, se sono limiti i 
dalle stesse Tariabili convergenti, « dì coppie di variabili convergenti equivnienti | 

300. Teorema. — Date due coppie di variabili convergenti, se la va- 
riabile decrescente di ciascuna coppia è maggiore della variabile crescente 
dell'altra, i loro limiti sono equivalenti; e viceversa. 

1". Sieno (U, V), (TJ', V) le due coppie di variabili convergenti date, 
nelle quali U > V, TJ' > V, e sia L = lim. (U, V), L' = lim. {TJ', V) ; si 
vuol dimostrare che L = L'. 

Infatti fissato ad arbitrio uno stato TI', di TI', si determini uno 
stato della variabile TJ, a partire dal quale si abbia costantemente 
TJ'o^-TJ. Ciò è sempre possibile, poiché, se per ogni stato di U si a- 
vesse sempre U'„ < U, essendo per ipotesi TJ' > V, si avrebbe pure 
TJ', — TJ' < TJ — V, che è assurdo perchè la differenza TJ — V decresce 
indefinitamente, e può quindi diventare minore anche di TJ', — TJ'. 

Ciò fatto, siccome per ipotesi L < TJ, e a partire da un certo stato , 
in poi si ha TJ' > U, così sarà pure L < U', I 

Analogamente si dimostra che L > V, e quindi si conclude che ! 
L = lim. (U', V); ma si ha pure L' = lim. (U'. V), dunque L = L'. j 

2". Supponiamo ora che aia L = lim. (U, V), L' = lim. fU', V) e L=L'. 
Essendo U > L, si ha pure TI > L', e siccome L' > V, ne segue TJ > V, | 
Analogamente, essendo TJ' > L', ai ha pure TJ' > L, e quindi TJ' > V. 

Corollari. — 1°. Se due grandezze qualunque sono equivalenti, cia- 
scuna di esse è limite di ogni coppia di variabili convergenti, di cui è Or 
mite V altra. 

Sia L = L' = lim. (TJ, VI, e sia inoltre L = lim. (TJ', V) ; dico che 
anche L' = lim. (TJ', V). Dalle limitazioni 
U>L>V 
U' > L > V, 
8Ì ricava che TJ > V ed U' > V, quindi, essendo per ipotesi, 
L' = lim. (U, V), 
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si avrà pure, per ciò che abbiamo dimostrato nel teorema precedente, 
L' = lim. (U-, V'). 

2». Due grandezze qualunque equivalenti ad una terza, sono equit>a~ 

lenti fra loro. 

Infatti, se L = L' ed L' = L", L ed L" sono limiti delle etesse va- 
riabili convergenti, di cui è limite L'; dunque L ed L" sono equiva- 
lenti fra loro. 

301. Teorema. — Date due serie di grandezze di 1* o 2* specie in 
corrispondenza univoca, tali che alla somma di due o più stati deltuna 
corrisponda la somma degli stati corrispondenti dell'altra, e che a stati 
indefinitamente crescenti (o decrescenti) della prima corrispondano stati 
indefinitamente crescenti (o decrescenti) dell'altra, se con stati della prima 
serie si formano due variabili convergenti, le variabili formate con stati 
della seconda serie, corrispondenti ai primi, sono pure convergenti, ed al 
limite delle prime due variabili corrisponde il limite delle seconde. 

Infatti, eieno (U, V), (U', V) le due coppie di variabili formate con 
stati delle due serie date.- Se si suppone che sia costantemente ÌJ>Y, 
sarà pure U'>V', perchè per le ipotesi stabilite a stati crescenti di 
una serie corrispondono stati crescenti dell'altra; inoltre, siccome la 
differenza U — V decresce indefinitamente, perchè le due prime varia- 
bili si sono supposte convergenti, anche la differenza U' — V decre- 
scerà indefinitamente per l'ipotesi stabilita, e quindi le due variabili 
(U', V) sono convergenti insieme alle variabili (U, V). 

Ora se h = lim. (V , V) ed L' è la grandezza della secónda serie 
corrispondente ad L nella prima, avendosi costantemente U>L>V, 
sarà pure TJ' > L' > V ; dunque L' = Um. {U', V). 

Corollari, — 1°. Se in una serie di parallelogrammi (o di prismi) 
della stessa base se ne considerano due, t cui lati (o spigoli) variabili con- 
vergono verso un dato segmento, i dite parallelogrammi (o i due prismi) 
cnnvergoTw verso il parallelogrammo (o prisma) della serie corrispondente 
al dato segmento; e viceversa. 

2°. Due rettangoli, che hanno i loro lati rispettivamente convergenti 
verso due dati segmenti, convergono verso il rettangolo di questi segmenti. 
Viceversa, se due rettangoli e una coppia di lati corrispondenti sono va- 
riabili convergenti, anche l'altra coppia di lati forma due variabili con- 
tergenti, 

3°. Se due segmenti convergono verso un dato segmento, i loro quadrati 
convergeranno verso il quadrato del segmento limite; e viceversa. 

4°. Se le basi e le altezze di due prismi sono due coppie di variabili 
convergenti, i due prismi convergono verso un prisma, che ha la base e 
l'altezza equivalenti ai limiti di quelle coppie di variabili. Viceversa, se due 
prismi e le basi relative sono due coppie di variabili convergenti, anche le 
altezze corrispondenti sono variabili convergenti; e se due prismi e le al- 
tezze relative sono due coppie di variabili convergenti, anche le basi sono 
far labili convergenti. 

5°. Due parcdlelepipedi rettangoli, i cui lati convergono verso tre seg- 
menti dati, convergono verso il parali depipedo di quei tre segmenti. 

6°. Se due segmenti convergono verso un dato segmento, i loro cubi con- 
vergono verso il cubo del segmento limite. 
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302. Teorema. — Una grandezza somma di più grandezze della Ì' o 
della 2» specie, limiti di altrettante coppie di variabili convergenti, è limite 
della somma delle coppie date. 

Sia L, = lim. {U, , V,}, L, =■ lim. {U, , V.) . - - . L. = lim. (U. , V.) 

e 8ift U=U, + TJ, + . ..+ &., V = V,+V, + ...+V„, L=L. + L,+ ... + L.; 
dico che è anche L = lim. (TJ, V). Infatti essendo 

U, > L, > V, 

U, > L, > V, 



U. > L. > V, , 
si ha pure 

U, + U, = .... + U. > L. + L. + .... + L. > V, + V, + .... + V. 

U>L>U, 
e, siccome (U,V) sono variabili convei-genti (§ 297 Teor.), si ha 
L - lim. (U, V). 
Possiamo, in seguito al teorema precedente, estendere il concetto 
di somma anche alle grandezze della 3* specie, purché sieno limiti di 
coppie di variabili convergenti, generalizzando come segue i! concetto 
di somma. 

Definizione. — Dicesi èomma di due o più nltre grandezze omogenee, limiti 
di Ydnabili con vergenti, ogni grandezza ehe è limite della somma di tutte quelle . 
coppie di variabili. | 

303. Teorema. — La somma di più grandezze limiti, di altreltanie 
coppie di variabili convergenti, gode della proprietà coinmutatita. 

Infatti abbiamo visto (§ 297) che la somma di piti coppie di va* | 
riabili convergenti gode della proprietà commutativa; dunque (g 301) 
godrà di questa proprietà anche la somma dei loro limiti. 

Analogamente si dimostrano tutte le altre proprietà relative alla 
somma di grandezze limiti, e si possono estendere ad esse le defini- 
zioni di multiplo, summuitiplo ecc. e le conseguenze che ne derivano. , 

304. Teorema 1". — Se due grandezze della i» o dàla 2* specie sono 
limiti di due coppie di variabili convergenti, e la prima è maggiore diUa 
seconda, soltanto la variabile decrescente della prima coppia è maggiore 
della variabile crescente dell'altra; e viceversa. ! 

1". Infatti, se L = Hm. (TJ, V), U = lim. (U', V) ed L > L', sarà 
U > L > L' > V ; dunque > V. Non può essere nello stesso tempo 
TJ' > V, perchè, se ciò accadesse, sarebbe {§ 300 Teor.) L = L', ciò 
che è contro l'ipotesi. 

2". Sia TI > V, ma non TJ' > V, Allora non potrà essere L = L'. 
perchè, se ciò accadesse si avrebbe pure TJ' > V contro l' ipotesi. Né 

Sotrà essere L < L', perchè si avrebbe TJ' > V per il caso precedente; 
unque L > L'. 

La definizione di maggiore o minore, che fino a qui comprendeva 
soltanto quelle grandezze che si possono scomporre in parti, in modo 
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che nella maggiore si trovino parti eguali a tutte quelle che ai tro- 
vano Della minore insieme ad altre, si può ora estendere, ìn seguito al 
teorema precedente, s tutte le grandezze della stessa specie, limiti di 
iioppÌB di variabili convergenti, colla seguente 

Deflnlzlone. — Se due grandezze della eteasa specie sono limiti di due coppie 
ili variabili convergenti, si dice ohe Ja prima è maggiore della seconda, e questa 
lainort della prima, quando soltanto la variabile decrasMnta della prima coppia è 
maggiore della variabile crescente dell'altra. 

Deriva da ciò che precede che, date due grandezze della stessa 
specie A, B, limiti di due coppie di variabili di 1» e 2» specie conver- 
genti, si ha A = B, oppure A > B, oppure infine A < B ; © questi tre 
casi si escludono a vicenda. 

Teorema 2°. — Esiste sempre la differenza di due grandezze non egui- 
ccdenti limiti di due coppie di variabili convergenti. 

Infatti sia L = lim. (U, V), L' = lim. {U' V) ed L ^ L'. Essendo 
I( > L', per il teorema precedente si dovrà avere U>V', ne potrà 
essere insieme TJ' > V, perchè altrimenti (§ 300 Teor.) sì avrebbe L=L' 
contro l'ipotesi; dunque a partire da un certo stato m poi si avrà pure 
U'<V. 

Ora la differenza U — V è sempre decrescente, e la differenza 
V" — TJ' e sempre crescente, inoltre, essendo U > V, IT' > V, si ha 
pure IT — V > V — TU', e la differenza 

{U - V) ~ (V - U') = (IT - V) - (TJ' - V) 

è una variabile indefinitamente decrescente; dunque le variabili fU— V) 
(T — IT') sono convergenti, e perciò ammettono un limite. Chiamando 
L, questo limite, possiamo scrivere 

L, = im.[(U-V').(V-U')], 

e per il concetto di somma di piìi coppie di variabili convergenti si ha 

L, + L' = lim. [(U + TJ' - V), (Y + Y' - U')] . 
ossia 

L, + L' = lim.{[V + (U' - V')] , [V - (U' - V-)] }. 

Ma, siccome TJ > L > V per ipotesi, a piii forte ragione si ha 

IT + (IT' - V) > L > V - (U' - V), 

e, poiché la differenza fra U + fU' — V) e V — (TJ' — V) decresce in- 
definitamente, si ha 

L = lim. { [TJ -^ fU' - V')J , [V - (U' - V')] } . 
Ne segue 

L, + L' - L, 
e quindi 

L, = L - L'. 

Avendo esteso alle grandezze limiti il concetto di differenza, si vede 
subito come ai possano anche estendere ad esse tutte le proprietà di- 
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mostrate per la differenza di grandezze della 1' e 2* specie, intesa ne] 
senso primitivo. Ci limitiamo in proposito a ricordare Ìl seguente co- 
roilarìo, del quale avremo bisogno in qualcuna delle dimostrazioni se- 
guenti. 

Corollario. — La differenza tra ciascuna di due variabili corner- 
genti ed il loro limite decresce indefinitamente. 

Infatti, se è L = Km. (U, V), si haU-L<U-VedL-V<U-V. 
Ma sappiamo che la differenza U — V decresce indefinitamente, dunque 
anche le differenze U — L, L — V decrescono indefinitamente. 

305. Teorema. — Di ogni data grandezza esistono summuUipli se' \ 
eondo qualsivoglia numero. 

Sia À la data grandezza ed n un numero qualunque. Presa una 
grandezza arbitraria a omogenea ad À e minore di essa, possiamo iti i 
virtù del postulato IX (d'Archimede), che per i §g 256, 284. 291 si può | 
estendere anche alle jgrandezze di 2* specie studiate fin aui, determinare 
due multipli successivi m (n a) ed (m + 1) (n a) di (n a), che compren- 
dano A; potremo quindi evidentemente scrivere 

n . (»i a) < A < « . (»M + 1) a. I 

Se ora indichiamo con b una nuova grandezza eguale o minore ' 
di y o, e con m' (n b), {m' + 1) (n 6) due suoi multipli successivi com- 
prendenti A, avremo pure 

n.{m'b)<A<n.im' + l)b, ! 

e COSI di seguito. 

Considerando ora le due serie di grandezze 



le quali possono riguardarsi coma stati di due variabili in corrispon- 
denza univoca, tali che la differenza degli stati corrispondenti è una 
variabile (§ 293 Teor. 3°) indefinitamente decrescente, si vede che sono 
convergenti; dunque ammettopo un limite, che chiamiamo B. 

Se ora prendiamo i multipli delle due variabili suindicate, secondo 
il numero «, avremo che il limite delle due nuove variabili così otte- 
nute sarà nB. Ma anche la grandezza A è evidentemente limite delle 

stesse due variabili, e quindi n . B ^ A, ossia B <3 — ■ 
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Equivalenza dei poliedri. 



306. Teorema. — Due piramidi, che hanno le basi equivaletUi e le 
altezze eguali, sono equivalenti. 

1". Sieno SABC, S'A'B'C due piramidi triangolari {fig. 260), aventi 
le basi ABC, A'B'C equivalenti e le altezze corrispondenti eguali. 

Dividiamo l'altezza della prima di esse in un numero qualunque di 
parti eguali, per es. in 5, e per i punti di divisione conduciamo i piani 
paralleli alla base. Sieno A,BiG,, A,B,Ct le sezioni prodotte da questi- 




Fig. 260. 



piani. La somma dei prismi A,B,C^ADE, A,B,C,A,D,E, che hanno 

per basi le dette sezioni e per spigoli laterali i segmenti A,À, A,A, , 

rispettivamente, è una grandezza che chiamerò Y, la quale è sempre 
minore della piramide, e varia continuamente crescendo, quando si rad- 
doppia successivamente il numero di parti in cui è divisa l'altezza della 
piramide. Analogamente la somma dei prismi ABCA,P,H,, A,B,C,A,F,Hi. 

À,B,C,A,F,H, , , che hanno per basi le medesime sezioni e per spigoli 

laterali i segmenti AA,, AjA,, A,A, , ,. ,. rispettivamente, è una gran- 
dezza che indicherò con U, la quale è sempre maggiore della piramide, 
e varia continuamente decrescendo, quando si raddoppia successivamente 
il numero delle parti eguali, nelle quali e divisa l'altezza della piramide. 
E evidente che 

A.B.C.ADE = A.B.C, A,P,H, 



A,B,C,A.D,E, ^ A,B,C,A,F,H, 
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e che perciò la differenza delle grandezze U, V è equivalente al prisma 
ABCA,F.H.. 

Ora ogni volta che si raddoppia il numero di parti, in cui è divisa 
l'altezza della piramide, l'altezza di questo prisma si riduce alla metà, 
e quindi anche il prisma stesso, equivalente alla differenza U — V, si 
riduce alla metà; per conseguenza questa differenza TJ — Y decresce 
indefinitamente (§ 293 Teor. 3°). Le U, Y sono dunque due variabili 
convergenti, ed essendo la piramide SABC sempre compresa fra di esse, 
si ha 

SABC = lim. (U, V). 

Ripetendo le identiche costruzioni per la piramide S'A'B'C e chia- 
mando U' la somma dei priami A'B'C'A',F',H'„ A',B',C', A'jF',H', . 

e V' la somma dei prismi A',B' C'.A'D'E', A',B',C',A',D',E', , . .. ., si 
dimostra analogamente che U', V' sono variabili convergenti ed è 

S'A'B'C = lim. (U', V'). 

Siccome le basi A'B'C, ABC delle due piramidi sono triangoli equi- 
valenti, anche le sezioni A|B,C„ A'.B'.C',; A,B,C„ A',B',C, ; , pa- 
rallele alle basi e ad eguali distanze dalle medesime, sono pure triangoli 
rispettivamente equivalenti (§ 278 Teor,) Ne se^ue che i prismi corri- 
spondenti costruiti nelle due piramidi, avendo basi equivalenti ed altezze 
eguali, sono pure equivalenti, dunque è U = U', Y = Y', e per conse- 
guenza (§ 299 Def.) SABC = S'A'B'C. 

2°. Passiamo ora a dimostrare che due piramidi qualunque, aventi 
basi equivalenti ed altezze eguali, sono equivalenti. Le basi delle due 
piramidi essendo equivalenti, esse si possono scomporre in un e^ual nu- 
mero di poligoni rispettivamente eguali, e questi alla loro volta m trian- 
goli rispettivamente eguali. Le due piramidi si possono allora scomporre 
m un egual numero di piramidi triangolari rispettivamente equivalenti, 
perchè hanno per basi i detti triangoli eguali, e per vertici i vertici 
delle due piramidi, e percib sono pure equivalenti. 

*' I 307. Teorema. — Una piramide è equivaletìle 

^\„^^ ^ y'/j alla terza parte di un prisma, avente la base e l'altezza 
ì \ \ ^"^~Y^^ // rispettivamente eguali a quelle della piramide. 

I \ \ I / I 1". Data una piramide triangolare A' ABC (fi- 

I \ \j II cura 261), si costruisca il prisma ABCA'B C, che 
I \ Y / I ha ABC per base e AA' per uno apigolo laterale. 

I ^ 1'' l ^' piano A'BC scompone questo prisma nella pira- 

/ \ I l\ l mide triangolare data A'ABC e in una quadran- 

/ \ ' / '\l gelare, che ha per base il parallelogrammo BCC'B' 

A l,^_^ \.y--.^ B g pgp vertice il punto A'. Questa resta poi acom- 

^^^^'l'/x posta dal piano A'B'C in due tetraedri equivalenti, 

^-f perchè hanno le basi BCB', CB'C eguali, ed hanno 

*^ eguali le altezze corrispondenti. Nel tetraedro 

Fig. 261. A'C'B'C considerando come base il triangolo A'B'C 

e come vertice C, si vede che esso è equivalente 

alla piramide triangolare data A'ABC. 

Il priama ABCA'B'C è dunque il triplo della piramide data A'ABC, 
ossia questa piramide è la terza parte del prisma suddetto. 

Siccome tutti i prismi, aventi basi equivalenti ed altezze eguali, 
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sono ec|uivalenti, il tetraedro A'ABC è equivalente anche alla terza parte 
di ogni prisma, che abbia la sua base equivalente alla base ÀBU del 
tetraedro e l'altezza eguale all'altezza corrispondente. 

2°. Data una piramide poligonale qualunque, e costruito un prisma, 
avente la base e l'altezza eguali rispettivamente a quelle della piramide, 
si possono scomporre la base della piramide e quella del prisma in un 
egual numero di triangoli rispettivamente eguali, e quindi scomporre la 
piramide in tetraedri e il prisma in altrettanti prismi triangolari, che 
hanno le stesse basi e le stesse altezze, e son perciò tripli rispettiva- 
mente dei tetraedri medesimi. !N'e segue che tutto il prisma e triplo 
della piramide data. 

Corollari. — 1°, Una piramide i equitxUente al parallelepipedo della 
sua base e di un terzo delia sua altezza. 

2". Se la base (o l'altezza) di una piramide è costante, e l'altezza (o 
la base) cresce o decresce indefinitamente, anche la piramide cresce o de- 
cresce indefinitamente. 

5". Se le basi e le altezze di due piramidi sono due coppie di varia- 
bili convergenti, le piramidi sono pure variabili convergenti, ed hanno per 
limite una piramide, che ha la base e l'altezza equivalenti ai limiti di quelle 
coppie di variabili. 

308. Teorema. — Un tronco di prisma triangolare è equivalente alla 
somma di tre piramidi triangolari, che hanno per basi una delle basi del 
tronco, ed hanno rispettivamente per vertici i tre vertici dell'altra base. 

Sia ABCA'B'C il tronco di prisma triangolare dato {fig. 262). Il 

Siano A'GB Io scompone nel tetraedro A'ABG e in una piramide qua- 
rangoiare, che ha per vertice il punto A' e 
per base il quadrangolo BCC'B'. Questa pira- 
mide è equivalente all'altra ABCC'B', che ha la 
stessa base ed il vertice A, poiché, essendo la 
retta AA' parallela al piano BCC'B', i due punti 
A, A' hanno eguale distanza da esso. 

Il piano AB'C scompone la piramide 
ABB'C'C in due tetraedri AB'BC, AB'C'C. Que- 
st'ultimo, essendo la retta BB' parallela al 
piano AA'C'C, e quindi essendo i punti B, B' 
egualmente distanti da questo piano, è equiva- 
lente all'altro ABC'C. Dunque: 

ABCA'B'C = A' ABC 4 B'ABC + C'ABC. 

309. Teorema. — Un tronco di piramide 
triangolare a basi parallele è equivalente alla 
somma di tre piramidi triangolari, che hanno 
tutte per ertezza l'altezza del tronco, e che hanno 
ordinatamente per basi le due basi del tronco ed Fig. 262. 
un triangolo, avente la base eguale ad un lato di 

una base del tronco e l'altezza eguale all'altezza corrispondente nell'altra 
base. 

Sia ABCA'B'C un tronco di piramide triangolare (ha. 263) a basi 
parallele. Il piano A'BC lo scompone nel tetraedro A'ÀBC e nella pi- 
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ramide quadrangolare, che ha A' per vertice e CBB'C per base. Questa 
poi è scomposta dal piano A'B'C nei due tetraedri A'B'C'C ed A'B'BC. 
Ora la retta condotta per il punto A' paral- 
.' R' lela alla retta C'C giace nel piano A C'CA, 

6 incontra in D la retta AG, dì maniera che 
il tetraedro A'B'BC è equivalente all'altro 
DB'BC, che ha la stessa base BBC ed 
eguale l'altezz.a corrispondente, perchè la 
retta A'D è parallela al piano BB'C'C. Si 
ha dunque: 

ABOA'BC = A'ABC 4 CA'B'C + B'BOD. 
I tetraedri A'ABC, CA'B'C sono pira- 
midi triangolari, che hanno per altezza l'al- 
tezza del tronco e per basi le basi ABC, 
A'B'C rispettivamente del medesimo. II 
tetraedro B'BCD, riguardando B' come ver- 
tice, ha l'altezza del tronco e per base il 
triangolo BCD, che ha per base DC, eguale 
al lato A'C della base A'B'C del tronco, 
ed ha per altezza corrispondente la stessa 
Fìg. 263. altezza dell'altra base ABC. 

Corollario. — Un tronco di piramide, o di settore piramidale rego- 
lare a basi parallele, è equivalente alla somma di tre piramidi, che hanm 
per altezza rattezza del tronco, ed hanno ordinatamente per basi le due 
òasi del tronco ed un triangolo, avente la base eguale al perimetro di una 
delle basi del tronco e l'altezza eguale all'apotema dell'altra base. 




310. Teorema. — Esiste un parallelepipedo r 
un dato poliedro, non intrecciato, avente per base 



ingoio, equivalente ad 
t dato rettangolo. 



Dato un poliedro qualunque, non intrecciato, è possibile scomporlo 
in piramidi. Infatti se il poliedro è convesso, si pub scomporre nelle 
piramidi, che hanno per vertice un punto interno ad esso ed hanno per 
basi rispettivamente le facce del medesimo; se il poliedro è concavo, 
esso viene divìso in tanti poliedri convessi da quei piani delle facce, 
rispetto ai quali il poliedro non giace tutto da una medesima parte, e 
quindi, scomponendo ciascuna di queste parti in piramidi, anche il po- 
liedro dato resta scomposto in piramidi. Ora i parallelepipedi delle basi 
di tutte queste piramidi e dei terzi delle loro altezze sono rispettiva- 
mente eauivalenti ad esse, e quindi sono pure equivalenti ad esse tutti 
ì parallelepipedi rettangoli, che si possono costniire rispettivamente 
equivalenti ai primi e aventi per basì il dato rettangolo (§ 290 Pr. 1°). 
La somma di questi è un parallelepipedo rettangolo equivalente al po- 
liedro dato e avente per base il dato rettangolo. 

In tal modo tutti i poliedri non intrecciati si possono ridurre ad 
una serie di parallelepipedi rispettivamente equivalenti, onde si possono 
estendere ad essi tutte le proprietà dimostrate per le grandezze di 1* 
e 2» specie. 

311. Teorema. — Un poliedro convesso, circoscritto ad una sfera, 
è equivalente al parallelepipedo della sua superficie e di un terzo del raggio 
della sfera inscritta. 
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Infatti, se si congiunge il centro della sfera con tutti i vertici del 
poliedro, esso resta scomposto in piramidi, ciascuna delle quali ha per 
base una delle facce del poliedro e per altezza il raggio della sfera. 
Siccome poi sappiamo {§ 307 Cor. 1") che ciascuna piramide è equiva- 
lente al parallelepipedo della base e di un terzo della sua altezza, così 
la somma di tutte quelle piramidi, ossia il poliedro dato, è equivalente 
al parallelepipedo della somma delle sue facce e dì un terzo del raggio 
delta sfera msci-itta. 

Corollario. — Un poliedro regolare è equivalente al parallelepipedo 
della sua superfìcie e di un terzo dell'apotema. 



CAPITOLO VII 



Equivalenza del circolo e dei corpi rotondi. 



1. — EQUIVALENZA DEL CIRCOLO. 

312. Teorema. — Un settore circolare è U limite verso il quale con- 
vergono i settori poligonali regolari di egual numero di lati, l'uno circo- 
scritto e l'altro inscritto, che 
tariano, raddoppiando suc- 
cessivamente e indefinita- 
mente questo numero. 

Dividiamo il settore 
circolare dato ÀOB (figura 
264) in n parti eguali; in- 
scriviamo e circoscriviamo 
ad eseo i settori poligonali 
regolari dello stesso nu- 
mero n di lati ed indichia- 
mo con Sl, S'b le superficie 
di questi settori poligonali. Fìg. 264. 

Se il settore OAD è una 

delle n parti eguali in cui è stato diviso il settore dato, AD la corda 
del suo arco, A'D' la tangente parallela, si ha evidentemente 
S'. - S. = M . AA'D'D. 

II raggio 00, che termina al punto di contatto C della tangente A'D', 
dividendo per metà la corda AD e il segmento A'D', il quadrilatero 
AA'D'D è il doppio del quadrilatero AA'CH, e perciò è 
S', -S. = 2n.AA'CH. 

Se conduciamo la tangente in A all'arco AC, ed M è il punto d'in- 
contro di essa col prolungamento dì OC, si vede facilmente che ì due 
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triaD^oli CAA', ACM sono eguali, e petciò è AA'CH = HÀM, di guisa 
che 81 ha 

S; - S. = 2m . AHM. 

Prendendo ora a considerare i settori poligonali regolari di 2n lati, 
l'iino inscritto 6 l'altro circoscritto al settore circolare dato, si dimostra 
nello stesso modo che sia 

S'i.-&. = 2n.CNA. 

Nel triangolo rettangolo NCM ni ha NM>NC. Essendo NCeNA 
{§ 193 Cor. 1°) risulta MA>2.NA, e quindi (§ 250) CMA > 2.CNA ed a 

pili forte ragione HMA>2.CNA, ovvero CNA < ^AHM. 

A causa della' equivalenza precedente si ha dunque 

S',. - a. < ^ (2 n. AHM), 
e quindi 



Ripetendo successivamente la stessa dimostrazione, si giunge cosi 
a provare che 

S'i. - S,. < ^(S',„ - Si„) 



d'onde si conclude, che la differenza fra gli stati corrispondenti delle 
due variabili S' ed S è indefiniti vamente decrescente (§ 293 Teor. 3°). 
Allora le due variabili considerate sono convergenti ed ammettono un 
limite, che è il settore circolare dato, il quale è sempre maggiore di 
Se e minore di S'». 

Corollario. — Un cerchio è il limite, verso il ^ale convergono t po- 
liaoni regolari, l'uno inscritto e l'altro circoscritto, di egual numero di iati, 
che cariano raddoppiando successivamente e indefinitamente il numero dei 

loro lati. 

Infatti il cercbio si pub riguardare come un settore, i cui lati coin- 
cidono, formando un angolo eguale ad un giro. 

313. Teorema. — Due linee poligonali regolari di egual numero di 
lati, l'una circoscritta l'altra imscritta ad un dato arco, che variano in modo 
che si raddoppi continuamente e indefinitamente il numero dei loro lati, 
sono due variabili convergenti. 

Costruiamo un rettangolo ABDC {fig. 265), che abbia un lato AB 
eguale al perimetro di una linea poligonale regolare circoscrìtta al- 
l'arco dato, e che abbia per altezza la metà del raggio del cìrcolo. 
Esso è equivalente al settore poligonale circoscritto. 
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Parimenti si costruisca un rettangolo AB'D'C, che abbia un lato 
AB' eguale al perimetro della linea poligonale regolare di egual nu- 
mero di lati inscritta, e che abbia l'altezza AC eguale alla metà del 
suo apotema. Esso è equivalente al settore poligonale inscritto. Unito 
C con B', dal punto C si tiri la parallela a- 
CB', la quale taglierà il lato opposto AB 
in un punto B", situato da parte opposta del 
punto B rispetto a B', Il rettangolo ACD"B" 
è equivalente (§ 255 Pr. 1°) al rettangolo 
AC'b'B'. 

Se ora raddoppiamo successivamente il 
numero dei lati delle spezzate regolari, cir- " " " 

coscritta ed inscrìtta all'arco AB, ì settori Fig. 365. 

corrispondenti, e quindi anche i rettangoli 

ABDC, AB"D"C equivalenti ad essi formano due variabili convergenti, 
e perciò le basi rispettive AB, AB" sono pure due variabili convergenti, 
(§ 301 Cor. 1°), che avranno un limite AL. 

Siccome poi è AB > AB', AB' > AB", è chiaro che 
AB - AB' < AB - AB", 

e poiché la differenza AB — AB ' è indefinitamente decrescente, lo è 

pure, a più forte ragione, la differenza AB — AB', e quindi AB, AB', 

perimetri delle due linee poligonali regolari di egual numero di lati, 
l'una inscritta e l'altra circoscritta sono variabili convergenti. 

Corollario. — / perimetri dei poligoni regolari di egual numero di 
lati, l'uno inscritto e l'altro circoscritto ad un circolo, che variano in modo 
che si raddoppi continuamente e indefinitamente il numero dei loro lati, 
sono due variahUi convergenti. 

314. Raddoppiando successivamente il numero dei lati di una spez- 
zata regolare inscritta o circoscritta ad un arco, cresce senza fine il 
numero dei punti, che la spezzata ha in comune coll'arco, mentre di- 
minuisce indefinitamente la distanza fra due consecutivi di tali punti, 
cosicché la spezzata tende a confondersi rapidamente coll'arco. Queste 
considerazioni e il teorema precedente ci inducono ad ammettere la 
seguente 

Definizione. — Il segmento, limite dei perìmetri di due tioee paligonRli rego- 
lari di egnal numero di Isti, ans circoscritta l'alt» ioacritts ad un arco, e che va- 
riano in modo che ei raddoppi continuamente e indefinitamente il numero dei loro 
Uti, BÌ dice arco rettificato. 

In particolare diremo che il limite dei perimetri dei poligoni regolari di egual 
numero di lati, l'uno circoscritto e l'altro ioacritto ad esso, che variano in modo che 
si raddoppi conti nn amen te e indefinitamente il numero d«Ì lati, è il circolo ret- 

Corollarl. — 1°. Un settore è eguinalente al rettangolo dell'arco ret- 
tificato, che lo limita, e della metà del raggio. 

5°. Un cerchio è equivalente al rettangolo del circolo rettificato, che lo 
racchiude, e della metà del raggio. 

316. Teoremi. — P. Se tre triangoli sono equiangoli fra loro, ed un 
lato del primo i eguale alla somma dei due lati corrispondenti degli altri 
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due, anche un altro lata del primo è eguale alla somma dei due lati cor- 
rispondenti degli altri due. 

Essendo OAC, OA'C, A'AD tre triangoli equiangoli fra loro, tali 

che sia OAEOA' + A'A; disponiamoli in modo che gli ultimi due si 

dispongano sul primo nel modo indicato dalla figura 266. Risulta A'C* 

parallelo ad AC e A'D parallelo ad 

,-■* OC, di guisa che la figura C'A'DC 

^-' ' / è un parallelogrammo, nel quale è 

■' ■" ' A'D=C'C e C'A'ECD. Ne segue che 

è OC = OC'+ A'D e CA = C'A'^-+ DA. 



'rzT_ 



^ 2". Se tre archi di circolo sono com- 

presi in angoli al centro eguali, e il rag- 
Pig. 266. gio del primo è eguale alla somma dei 

raggi degli altri due, il perimetro di 
una spezzata regolare inscritta, o circoscritta, nel primo è la somma dei 
perimetri delle spezzate regolari di egual numero di lati inscritte, o cir- 
coscritte, negli altri due. 

Indichiamo con S, E', E" i raggi dei tre archi, compresi in angoli 
al centro eguali, con /., l'., T., i lati delie spezzate regolari di n lati 
in essi inscrìtte, con p., p\, p,, i loro perimetri. 

Se consideriamo i tre triangoli formati da un lato di queste spez- 
zate e dai raggi che terminano ai suoi estremi, si ha che, essendo per 
ipotesi R^R' + R", deve pure essere Im^l'a + /"n, e quindi 

n. ?i.=M. r„ + n.l" , 



In modo simile si dimostra che, se P^, P'i, P"„ sono i perimetri < 
spezzate regolari dì « lati circoscritte ai tre archi, deve essere 



3". Se tre archi di circolo sono compresi in angoli al centro eguali, 
e il raggio del primo è la somma dei raggi degli altri due. il primo arco 
è equivalente alla somma degli altri due archi. 

Siene a, a.', a." tre archi, i cui raggi R, E', R" verificano la con- 
dizione 

R=R' + R". 

Indichiamo con Pa,p*; P\, p'-; P', p"n i perimetri delle spezzate re- 

folarì di n lati circoscritte e inscritte ad et, a', a," rispettivamente, 
iccome 

P»EP'. + P"k 

P=P'. +P"n, 

e 

a = /im.(P., p„), a^lim.{P'., p\), a" = lim.{P",, p"„), 

sì ha pure 
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Corollari. — 1°. Se dm archi sono compresi in angoli al centro eguali, 
il primo è maggiore, equiealente o viinore del secondo, secondo che U raggio 
del primo è maggiore, equivalente o minore del secondo. 

2^. Se a, a„ a^ , . , , , «n , sono n + 1 archi, compresi in angoli al centro 
eguali, e il raggio R del primo è la somma dei raggi R„ R„ . . . , R» degli 
altri, anche U primo arco % è la somma degli archi a„ a„ . . . , etn . 

3", Se due archi sono compresi in angoli al centro eguali, e il raggio 
del primo è multiplo, secondo ti numero ii, del raggio del secondo, anche 
il primo arco è equivalente ad un multiplo, secondo il numero n, del se- 
condo. 

4°. Se a + 1 archi a, a„ oc, ... a^ sono compresi in angoli al centro 
eguali, e i loro raggi R, R,, R, . . . R. verificano la condizione 

«.R^R, + R, + ... + R,, 
si ha pure 

n . a = a, + a, -f . . . + a„ . 

5". Un circolo è maggiore, equivalente o minore di un altro, secondo 
che U suo raggio è maggiore, eguale o minore del raggio dell'altro. " 

6°. Se il raggio di un circolo è somma dei raggi di altri n circoli, 
anche U primo circolo è equivalente alla somma degli n altri circoli, 

7". Se il raggio di un circolo è multiplo secolo n del raggio di un 
altro circolo, anche il primo circolo è equivalente ad un multiplo secondo n 
del secondo circolo. 

8", Se C, C„ C, , . . . C„ sonò n + 1 circoli, tali che i loro raggi R, R,, 
Rj , . . Ro verifichino la condizione 

n.RERi + R. + ... + Rn, 

si ha pure 

,„.C = C + C, + ... + C.. 



316. Definizione. — D. 
presa in un angolo ni centro; 
dei raggi di ' ' 



ii tettare anulare U parte di corona ciroolare oom- 
diceei a/tessa di un littore anulare U differenza 
archi, che Ìo limitano. 



TeoreilU. — Un settore anulare è equivalente al rettangolo della se- 
misomma dei due archi rettificati, che lo limitano, e dell'altezza. 

Dividiamo (fig, 267) l'angolo al centro AOE, che comprende il 
settore anulare dato S, in 2, 4, 8, parti eguali finche costruendo me- 
diante queste divisioni le spezzate 
regolari inscritte ecircoscritte agli 
archi AE, PN", si trovi che la dif- 
ferenza fra gli apotemi delle spez- 
zate regolari circoscritta e in- 
scritta all'arco di raggio maggiore 
AE sia più pìccola della differenza 
dei raggi dei due circoli, che li- 
mitano la corona circolare. E al- 
lora evidente che il settore anu- 
lare considerato, che chiamerà- <* 
IMO S, è maggiore del poligono Fj„ 267 
ABCDE N'M'H'P'F', ed è mi- *' 
nere del polìgono A'B'C'D'E' NMHPF. Ma ciascuno di questi due 
poligoni è una somma di trapezi eguali; perciò indicando rìspettiva- 

LizLEU ■ Babbaii. EleiMHii il aeomtlria — 17 
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menta con P^, p, i perimetri delle spezzate regolari di n lati Vana cir- 
coscritta e l'altra inscritta all'arco di raggio maggiore R, con P'., p', 
i perimetri delle spezzate regolari di n lati l'una circoscritta e l'altra 
inscritta all'arco di raggio minore R', finalmente con a,, a\ gli apo- 
tomi delle spezzate inscritte suddette, si ha che il primo dei poligoni 

sunnominati è equivalente al rettangolo di off*'" + P') ® ^^ ("" ~ R'),ei 

il secondo è equivalente al rettangolo di g(P„ + p\) e di (R — o'„|. 
Possiamo dunque scrivere 

~(P. + p.). (R - 0-.) > S > i<P-. + p.). (a. - W). 

Ora raddoppiando successivamente e indefinitamente il numero h, 
tanto la differenza (§ 313 Teor.) 

I (P, + p\) - ^ {P\ +p4^1 {{P. - Pn) - (P'n -P'.)} 

quanto la differenza (§ 294 Teor. 1°) 

(R - «'.) - (a. - R')E(R - a.) + (R' - a'„) 

decrescono indefinitamente, e perciò (§ 294 Cor. 1°) decresce pura in- 
definitamente la differenza dei due rettangoli, fra i quali è compreso 
S; dunque S è un loro limite. Ma i due rettangoli suddetti se si indi- 
cano con a ed a,' gli archi rettificati, che comprendono il settore anu- 
lare considerato, hanno anche per limite il rettangolo di -^ (x H- a) e Al | 
E — R'; dunque 



Corollario. — Una corona circolare è equivalente al fetlangolo dtUu 
semisomma dei due ctrcdi rettificali, che la limitano, e deUa differenza dei 
loro raggi. 

317. Teorema. — Se la differenza dei raggi di due settori circolari. 
compresi in angoli al centro eguali, decresce indefinitamente, decresce pìirt 
indefinitamente la differenza dei due settori e quella dei loro archi; t ti- ■. 
cecersa. : 

1°. La differenza fra due settori circolari, compresi in angoh al 
centro eguali, è un settore anulare, il quale è equivalente al rettangolo 
della semisomma dei due archi, che lo limitano, e della differenza dei 
loro raggi. Dunque se questa differenza decresce indefinitamente, ancfai' 
il settore anulare, ossia la differenza dei due settori circolari dati, de- 
cresce (§ 294 Teor. Q") indefinitamente. Inoltre siccome i due setton 
circolari dati sono rispettivamente equivalenti a due rettangoli, ciascun" 1 
dei quali ha per lati il suo arco rettificato e la metà del suo raggio; I 
cosi se la differenza dei raggi decresce indefinitamente, decresce pure 
indefinitamente, per quello che abbiamo detto, la differenza dei due ret- 
tangoli, ed allora (§ 294 Cor. 2°) anche, la differenza degli altri due 
Iati dei rettangoli, cioè dei due archi rettificati, decresce indefinitamente. 
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'Z". Viceversa, se la differenza di due archi, compresi in angoli al 
centro eguali, e la differenza dei settori corrispondenti decrescono in- 
definitamente, decresce pure indefinitamente la differenza dei rettangoli 
equivalenti a quei settori, ed allora anche la differenza degli altri due 
lati dei rettangoli, ossia la differenza dei due raggi, decresce indefi- 
nitamente. 

Corollario. — Se la differenza dei raggi di due circoli decresce in- 
definitamente, decrescono pure indefinitamente la differenza dei due cerchi 

e quella dei circoli; e viceversa. 

318. Teorema. — Se i raggi di due settori, compresi in angoli al 
rentro eguali, sono variabili convergenti, anche i due settori e gli archi 
torrispondenti sono coppie di variabili convergenti, ed hanno per limite 
rispettivamente il settore e l'arco compresi nello stesso angolo al centro, e 
(trenti per raggio il limite dei raggi dei due settori dati. 

Infatti sappiamo che, dati due settori (o due archi) eompre*si in 
angoli al centro eguali, il primo è maggiore o minore dell'altro, secondo 
che il raggio del primo è maggiore o minore del raggio dell'altro; 
inoltre sappiamo pure che, quando la differenza fra i raggi dei due 
settori decresce indefinitamente, anche la differenza fra i due settori 
(o quella dei due archi) decresce indefinitamente, percib il teorema resta 
dimostrato. 

Corollario. — Se i raggi di due circoli sorto variabili convergenti, 
anche t due cerchi e i circoli corrispondenti sono variabili convergenti, ed 
hanno per limiti rispettivamente il cerchio ed il circolo, aventi per raggio 
il limite dei raggi dei due circoli dati. 

2. — EQUIVALENZA DEL SOLIDO E DELLA SUPERFICIE DEL CILINDRO. 

319. Teorema. — Un settore cilindrico è il limite dei settori prisma- 
tici regolari di egual numero di facce laterali l'uno circoscritto e l'altro 
inscritto ad esso, che variano raddoppiando successivamente e indefinita- 
mente il numero delle loro facce laterali. 

Infatti, è evidente che il settore cilindrico e maggiore di ogni set- 
tore prismatico inscntto e minore di ogni settore prismatico circoscritto. 
Inoltre, presi a considerare un settore prismatico regolare inscritto ed 
uno circoscritto di egual numero di facce laterali, è chiaro che, se si 
fanno variare, raddoppiando successivamente e indefinitamente il nu- 
mero delle loro facce laterali, ai ottengono due variabili convergenti, 
perche hanno l'altezza eguale a quella del settore cilindrico e per basi 
due settori poligonali uno inscritto e l'altro circoscritto al settore circo- 
lare base, i quali sono variabili convergenti. Ne segue che il settore 
cilindrico dato, essendo compreso fra i due settori prismatici suddetti, 
è il loro limite. 

Corollari. — 1". Un settore cilindrico è equivalente ad un parallele- 
pipedo, che ha la stessa altezza del settore cilindrico ed ha base equivalente 
a quella del settore cilindrico. 
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2°. Un eUindro è U limite dei prismi regolari l'uno circoacritlo e l'altro 
inscritto ad esso di egual numero di facce laterali, che variano raddop- 
piando successivamente e indefinitamente questo numero, ed è equivalente 
ad un paraUdepipedo, che ha la stessa altezza del cilindro e base equità- 
Unte a qudla del cilindro. 

320. Teorema. — Le superficie laterali dei settori prismatici regolari 
di egual numero di facce, l'uno inscritto e l'altro circoscritto ad un settore 
cilindrico, che variano raddoppiando successivamente e indefinitamente il 
numero delle suddette facce, sono due variabili convergenti. 

In&tti, le superficie laterali di due settori prismatici, l'uno circo- 
scrìtto e l'altro inscrìtto al settore cilindrico dato, sono rìspettivamente 
eqaivalenti ai rettangoli dell'altezza <!omune e dei perìmetrì della spez- 
zata regolare di una base. Siccome poi questi rettangoli hanno un latu 
comune e costante, che è l'altezza del settore cilindrico dato, ed baono 
gli altrì due lati che sono variabili convergenti, aventi per limita l'arco 
rettificato di una delle basi del settore citindrìco, anche i due rettan- 
goli (§ 313) sono variabili convergenti, ed hanno per limite il rettangolo 
dell'altezza e dell'arco rettificato di una base del settore cilindrico dato. 

Corollario 1". — Le superficie laterali dei prismi regolari di eguat 
numero di facce, l'uno inscritto e l'altro circoscritto ad un cilindro, che 
variano raddoppiando successivamente e indefìniticamente U numero dtSe 
suddette facce, sono due variabili convergenti. 

DeHnlzione. — La superfìcie limite delle superficie laterali dei settori prìsma- 
tici (o prismi) regolari di egual numero di facce, l'una inscritta e l'altra oircosciitU, 
ad un settore cilindrico (o cilindro), che variano raddoppiando sacceasivamente b in- 
definitamente il numero delle facce suddette, si dice superficie aviluppaia della atri- 
scia ciliadrìca (o del cilindro). 

Corollario 2^. — La superficie sviluppata di una striscia cUindrica 
(o di un cilindro) è equivalente al rettangolo dell'arco (o circolo) di una 
base rettificato e ddl'fMezza. 

321. Teorema. — Il solido di un sdtore cilindrico è equivalente ad 
un parallelepipedo, che ha la base equivalente aUa superficie svàuppata ddla 
corrispondente striscia e l'altezza eguale alla metà del suo raggio. 

Infatti, sappiamo che un settore cilindrico è equivalente ad un pa- 
rallelepipedo, che ha la stessa altezza del settore cilindrico e che ha la 
base equivalente alla sua base. Questa è un settore circolare, equivaleote 
al rettangolo del suo arco rettificato e della metà del raggio; perciò il 
settore cilindrico è equivalente ad un parallelepipedo rettangolo, che ba 
per lati l'altezza del settore, un segmento equivalente all'arco di nna 
sua base, e metà del raggio. Kiguardando in questo come altezza la 
meiÀ del raggio, la sua base è il rettangolo dell arco rettificato e del- 
l'altezza del settore cilindrico, che è equivalente alla superficie della 
strìscia appartenente al settore stesso. 

Corollario. — Il solido di un cilindro i equivalente al paralleUpiptdo 
della sua superficie sviluppata e della tnetà del suo raggio. 
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322. Teoremi, — 1". Se due settori cilindrici, compresi in diedri al' 
l'asse eguali, (o due cilindri) hanno eguale altezza, e la differenza dei loro 
ra^gi decresce indefinitamente, decrescono pare indefinitamente la differenza 
dei loro solidi e quella delle loro superficie laterali. 

Poiché infatti un settore cilindrico è equivalente al parallelepipedo 
del settore circolare base e dell'altezza, è chiaro che due settori cilin- 
drici, che bì trovino nelle condizioni dell'enunciato del teorema, sono 
rispettivamente equivalenti a due parallelepipedi di eguale altezza, tali 
che la differenza delle loro basi decresce indefinitamente. Ne segue che 
anche la differenza dei due parallelepipedi, la quale è equivalente a 
quella dei due settori cilindrici, decresce indefinitamente. 

Analogamente, essendo la superficie laterale sviluppata di un set- 
tore cilindrico equivalente al rettangolo dell'arco base e dell'altezza, le 
superfìcie laterali di due settori, che si trovino nelle condizioni date 
dall'enunciato del teorema, sono equivalenti rispettivamente a due ret- 
tangoli di eguale altezza, tali che le differenze delle due basi decresce 
indefinitamente. Perciò la differenza dei due rettangoli, che è equiva- 
lente a quella delle superficie laterali dei due settori, decresce indefini- 
tamente. 

2°. Se due settori cilindrici, compresi in diedri all'asse eguali, (o 
due cilindri) hanno raggi eguali, e la differenza delle loro altezze decresce 
indefinitamente, decrescono pure indefinitamente la differenza dei loro solidi 
e quella delle loro superficie laterali. 

3". Se tanto la differenza delle altezze, guanto quella dei raggi di 
due settori cilindrici, compresi in due diedri all'asse eguali, (o di due ci- 
lindri) decrescono indefinitamente, anche la differenza dei loro solidi e 
quella delle loro superficie laterali decrescono indefinitamente. 

Questi ultimi due teoremi si dimostrano come il prìmo. 

323. Teorema. — Se le sezioni principali di due cilindri sono equi- 
valenti, sono pure equivalenti le porzioni ddle loro superficie laterali, com- 
prese in diedri all'asse equali. 

Sieno dati due cilindri, aventi le sezioni principali equivalenti, ed 
in essi si considerino due settori cilindrici compresi in due diedri all'asse 
eguali. In questi settori s'inscrivano due settori prismatici, ose ne cir- 
coscrivano altri due di egual numero di facce laterali. Le superficie 
laterali dei due settori prismatici inscritti sono equivalenti, e quelle dei 
due settori prismatici circoscritti sono pure equivalenti (§ 277 Cor. V). 
Se ora facciamo variare i settori prismatici inscritti e circoscritti sud- 
detti, raddoppiando continuamente il numero delle loro facce laterali, 
le superficie dei settori prismatici, l'uno inscritto e l'altro circoscritto 
all'uno dei settori cilindrici dati, e le superficie laterali dei settori pri- 
smatici, l'uno inscritto e l'altro circoscritto all'altro settore cilindrico 
dato, sono due coppie di variabili convergenti equivalenti fra loro, e 
perciò i loro limiti, cioè le superficie laterali dei due settori cilindrici 
dati, sono equivalenti. 

Corollari. — 1". Se le sezioni principali di due cilindri sono equiva- 
lenti, anche le superficie laterali dei medesimi sono eguitalenti. 
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2°. Se R, R' sono due segmenti, tali che il quadrato di R sia equiva- 
lénte ad n colte il quadrato di R', anche il cerchio di raggio R è equità- 
lènte ad n volte il cerchio di raggio R'. 

Infatti, essendo per ipotesi 

R.R = «R' . R', 
e quindi anche 

q" R . R ^ q" W" ■ "i 

la superficie laterale del cilindro, che ha E per raggio e ^ R per al- 

tezza, è equivalente a quella del cilindro che ha R' per raggio e „ nR' 
per altezza, ovvero è equivalente ad n volte la superficie laterale del 
cilindro che ha R' per raggio e 2 K' per altezza. Ma è facile vedere che 

la superficie laterale di un cilindro, che ha R per raggio e^ ^ P^^ "1' 

tezza, è equivalente al cerchio di raggio R, e quella del cilindro, che 

ha R' per raggio e „ R' per altezza, è equivalente al cerchio di raggio K'; 

dunque il cerchio di raggio R è equivalente ad « volte il cerchio di 
raggio R'. 



Ò. — EQUIVALENZA DELLA SUPERFICIE E DEL SOLIDO DEL CONO ROTONDO- 

324. TeorefflB. — Un settore conico è U limite dei settori piramidali j 
regolari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e l'altro in- 
scritto ad esso, che variano raddoppiando successivamente e indefinitameirit 
U numero delle facce laterali. 

Dimostrazione analoga a quella del g 319. 1 

Corollari. — 1". Un settore conico è equivalente ad un parallelepipedo. \ 
che ha la base equivalente a quella del settore conico e l'altezga eguale ad 
un terzo di quella del settore stesso. 

S*. Un cono rotondo è il limite delle piramidi regolari di egual nu- 
mero di facce laterali, l'una inscritta e l'altra circoscritta ad esso, che va- ■, 
riatto raddoppiando successivamente e indefinitamente il numero delle faca, j 
ed è equicalente ad un parallelepipedo, che ha la base equivcdente a qvdla \ 
del cono e l'altezza eguale ad un terzo di quella del cono medesimo. 

3". Un cono rotondo è equivalente ad un cilindro rotondo, che ha la 
stessa base del cono ed ha per altezza un terzo dell'altezza del cono. 

325. Teorema. — Le superficie laterali dei settori piramidali rego- 
lari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e l'altro inscritie I 
ad un settore conico, che variano raddoppiando successivamente e iadefìni- 
tamente il numero dello suddette facce, sono due variabili convergenti. 
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Infatti le supeificie laterali di due settoi-ì piramidali, l'uno circo- 
scritto e l'altro inscritto al settore conico dato, sono rispettivamente 
equivalenti ai rettangoli del perimetro della apezzata regolare della base 
e della metà dell' apotema corrispondente. Siccome poi questi rettangoli 
hanno una coppia di lati variabili, che convergono verso l'arco retti- 
ficato della base del settore conico, e una coppia di lati variabili, che 
convergono verso la metà dell'apotema del settore conico, anche i due 
rettangoli {§ 301 Cor. 2°) sono variabili convergenti, ed hanno per li- 
mite il rettangolo dell'arco rettificato della base del settore conico e 
della metà del suo apotema. 

Corollario 1". — Le superfìcie laterali delle piramidi regolari di egual 
numero di facce laterali, l'urta circoscritta e l'altra inscritta ad «n cono 
rotondo, che variano raddoppiando successivamente e indefinitamente il nu- 
mero delle suddette facce, sono due variabili convergenti. 

Definizione. — Il limite delle supei-ficie laterali delle piramidi (o settori pi- 
ramidali) regolari di egual numero di facc«, l'uua circoscritta e l'altra inaoritta ad 
na GODO (a settore couioo) rotondo, che variano raddoppiando successivamente e in- 
definilameate il numero delle suddette facce, sì dice superficie laterale conica (o del 
leiUire conico) sviluppata. 

Corollari. — 2°. La superficie laterale sviluppata del cono rotondo 
lo del settore conico) è equivalente al rettangolo del circolo (o dell'arco) ret- 
tificato deUa base e della metà dell'apotema. 

3». La superficie laterale sviluppata del cono rotondo (o del settore 
conico) è equivalente al rettangolo della sezione media rettificata e dell'a- 
potema. 

326. Teorema. — Un settore tronco-conico rotondo è il limite dei 
settori tronco-piramidali regolari di egual numero di facce l(UeralÌ, l'uno 
circoscritto e l'altro inscritto ad esso, che variano raddoppiando successi- 
mmenie e indefinitamente il numero delle suddette facce. 

Sia C un settore conico rotondo, e sieno P, P' due settori pirami- 
dali regolari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e l'altro 
inscrìtto ad esso. Un piano parallelo alla base del settore conico, e che 
ne taglia la superficie laterale, scompone il medesimo in un settore co- 
nico rotondo C e in un settore tronco-conico rotondo X, e divìde cia- 
scuno dei settori piramidali P, P' in un altro settore piramidale P^.P', 
e in un settore tronco-piramidale T, T'. Ne segue che il settore tronco- 
conico K à la differenza fra i settori conici C e C, e i settori tronco- 
piramidali T, T' sono le differenze dei settori piramidali dati P, P'; Pi, P'^ 
rispettivamente. Ora siccome i settori eonici C, C sono i limiti, verso i 
quali convergono le coppie di settori piramidali P, P'; P,,P'i al raddop- 
piarsi successivo del numero delle loro facce laterali, cosi il settore 
tronco-conico K, è il limite verso il quale convergono i settori tronco- 
piramidali T,T', quando si facciano variare, raddoppiando successiva- 
mente il numero delle loro facce laterali. 

Corollari. — 1". Un tronco di cono rotondo è il limite dei tronchi di 
piramidi regolari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e 
Vaitro inscritto ad esso, che variano raddoppiando successivamente e inde- 
finitamente il numero delle suddette facce. 
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2°. Vn tronco di cono rotondo (o un settore tronco-conico) i equivalente 
ad un tronco di piramide (o settore tronco piramidaU), che ha la stessa 
(dtezna del tronco di cono (o del settore tronco-conico) e le basi rispettita- 
menie equivalenti alle due basi del medesimo. 

327. Teorema. — Le superfici laterali dei settori tronco-piramidali 
regolari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e l'altro in- 
scritto ad un settore tronco-conico rotondo, e che variano raddoppiando 
successivamente e indefinitamente il numero delle suddette facce, sono due 
variabili convergenti. 

Si imiti ]a dimostrazione del teorema precedente. 

Corollario 1". — Le superficie laterali dei tronchi di piramidi rego- 
lari di egual numero di facce laterali, l'uno circoscritto e l'altro inscritto 
ad vn tronco di cono rotondo, e che variano raddoppiando successivamente 
e indefinitamente il numero delle suddette facce, sono due variabili con- 
vergenti. 

DeHnlzlone. — Il limita delle superficie laterali dei tronchi di piramidi rego- 
lari (o settori tronco-pitamidali), l'uno circoscritto e l'altro inacritto ad un tronco 
di cono rotondo (o settore tronco-conico), che variano raddoppiando euceeaaivainente 
s indefinitamente il numero delle facce laterali, si dice mperfìeit laterale svBu^>ala 
del trtmeo di cono (o del settore tronco-conico). 

Corollari. — S". La superficie laterale sviluppata di un tronco di cono : 
rotondo è equivalente ad un trapezio, che ha per altezza l'apotema dd tronco, j 
ed ha le basi equivalenti alle basi del medesimo. 

.3". La superficie laterale di un tronco di cono rotondo è equivalente 

al rettangolo della sua sezione media e dell'altezza. 

328. Teorema. — Il s<dido di un settore tronco-conico a basi paral- 
lele è equivalente alla somma di due settori conici, che hanno per altezza 
l'altezza del tronco e per basi t due settori circolari basi del tronco rispet- j 
tivamente, e della sesta parte di un parallelepipedo rettangolo, che ha per 
lati concorrenti in un vertice l'altezza del tronco, il raggio di una base e ' 
Varco rettificato dell'altra base. 

Infatti il solido di un settore tronco-conico è equivalente al limite ; 
dei settori tronco piramidali regolari, l'uno inscritto ad esso e l'altro I 
circoscritto, che variano raddoppiando continuamente e indefinitamente 1 
il numero delle loro facce laterali. Uno qualunque di questi settori è I 
equivalente alla somma di tre piramidi, che hanno per altezza l'altezza 
del tronco e per basi rispettivamente le due basi del tronco e il ret- 
tangolo del semiperimetro di una base e dell' aputema dell'altra; e queste 
tre piramidi hanno appunta per limiti rispettivamente i settori conici, ; 
aventi per altezza l'altezza del settore tronco-conico e per basi i settori j 
circolari basi del medesimo, ed un sesto dì un parallelepipedo, che ha I 
la stessa altezza del tronco ed ha base equivalente al rettangolo del 
raggio di una base e dell'arco rettificato dell'altra base; perciò la somma 
dì questi tre solidi è equivalente al settore tronco-corneo dato. 

Corollari. — "i". Indicando con a, b i raggi delle basi di un tronco 

di cono, con a, e ^ gli archi corrispondenti, con h l'altezza e con Sii suo \ 
solido si ha 
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2°. Il solido di un tronco di cono è equivalente alla somma di due 
coni, che hanno la stessa altezza del tronco e le basi rispettivamente eguali 
aUe sue basi, e della sesta parte di un parallelepipedo rettangolo, che ha 
per spigoli concorrenti in un vertice l'altezza del tronco, il raggio di una 
base e il circolo rettificato dall'altra base. 

329. Teorema. — Se due coni sono tali, che il rettangolo del raggio 
della base dell'uno e del suo apotema sia equivalente al rettangolo del raggio 
della base e dell'apotema dell altro, sono pure equivalenti le parti delle loro 
superficie laterali, comprese in due diedri all'asse eguali. 

Infatti, se sì costruiscono due cilindri, aventi le basi eguali a quelle 
(lei due coni e le altezze rispettivamente eguali alle metà degli apotemi 
di questi, le parti di superficie coniche laterali, comprese in un dato 
diedro all'asse, sono rispettivamente equivalenti alle strisce cilindriche 
appartenenti ai cilindri suddetti, compresi nello stesso diedro all'asse, 
le quali sono equivalenti fra loro (g 323 Teor.) 

Corollario. — Se due coni sono tali, che il rettangolo del raggio della 
base e dell'apotema dell'uno sia equivalente al rettangolo del raggio della 
base e dell'apotema dell'altro, le loro superficie laterali sono equivalenti. 

330. Teorema. — Se un piano rota di un angolo a. attorno ad una 
sua retta a. un segmento, situato in esso piano, e non tagliato dalla retta a, 
genera una superficie equivalente al rettangolo del segmento stesso e dell'arco 
generato dal suo punto medio. 

La superficie generata dal segmento considerato, rotando di un an- 
golo a attorno ad <i è un settore conico, se un suo estremo giace in a, 
è un settore tronco-conico o cilìndrico, se il segmento non ha nessuno 
dei suoi estremi sulla retta a. In tutti questi casi abbiamo già visto 
che tale superficie è equivalente al rettangolo dell'arco rettificato della 
sezione media e del segmento considerato. 

Corollario. — Se un piano rota di un angolo a attorno ad una sua 
retta a, due o più. segmenti eguali, situati in esso piano ed aventi lo stesso 
punto medio, generano superficie equivalenti. 



4. — EQUIVALENZA DELLA SOPERFICtE E DEL SOLIDO DELLA SFEBA. 

331. Teorema. — Se AB è un segmento tangente ad un semieircolo, 
che ha per punto di mezzo il punto di contatto, e che non è fagliato dalla 
retta del diametro, e A'B' è la proiezione di AB sulla tangente al semi- 
circolo parallela al diametro di questo, la superficie generata da AB e da 
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A'B', mentre U semipiano delta figura rota di un angolo a attorno al dia- 
metro, sono equivalenti. 

Pfir il punto di mezzo M del segmento AB (fig. 268), che è ancbe il 
punto di contatto di AB colla data semicirconfarenza, si conduca una 
u, retta parallela al diametro di que- 

sta, e BU di essa si prendano dne 
segmenti MA,, MB, eguali a MA e 
a MB. Poiché i due segmenti AB, 
A,B, sono eguali, ed hanno Io stes- 
so punto dì mezzo, le superficie 
generate da essi, mentre il semi- 
piano della figura rota di un angolo 
a attorno al diametro del semicir- 
colo (§ 330 Cor,), sono equivalenti, 
j.- 268 Congiungiamo ora il punto M 

col centro del semicircolo, e con- 
duciamo la MH perpendicolare alla retta a, e la AC parallela ad a. I 
dne triangoli MOH, ABC hanno gli angoli MHO, ACB retti, e gli angoli 
BAC, OMH eguali, perchè hanno i Iati rispettivamente perpendicolari, 
e sono ambedue acuti; perciò (§ 260 Teor. 2°) 
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AB.MH = AC.MO. 

ossia, essendo A,B,, A,B, le proiezioni di AB e A,Bi su a, i due rettan- 
goli A,B,B,A„ A'B'B.A, sono equivalenti. Le superficie generate dai 
segmenti A,B,, A'B', mentre il semipiano della figura rota di un angolo», 
sono dunque equivalenti (§ 323 Teor.), e perciò sono pure equivalenti 
le superficie generate nella rotazione suddetta dai segmenti AB, A'B'. 
{g 330 Cor.) 

Corollario. — Se »na spezzala regolare è circoscritta ad un arco, 
appartenente ad un semicircolo, la superficie da essa generata, facendo 
rotare di un angolo a Ìl aemipiano deUa figura attorno al diametro del 
semicircolo, è equivalente alla superficie generata nella rotazione suddetta 
dalla proiezione della spezzata sulla tangente parallela al diametro. 




Se infatti ABCD (fig. 269) è la spezzata regolare circoscritta ad un 
arco appartenente al semicircolo MC'N e A',B',C',D' sono le proiezioni dei 
suoi vertici sulla tangente parallela al diametro MN, le superficie gene- 
rate dai segmenti AB,BC,GD, mentre il semipiano della figura rota di on 
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angolo a. attorno alla retta MN, sono rìspettìvamente ecfuivalenti alle 
superfìcie generate dai segmenti À'B', B'C, CD' nella rotazione suddetta, 
e perciò le superficie generate dalla spezzata ÀBCD e dal segmento A'D' 
nella rotazione suddetta sono equivalenti. 

332. Teorema. — Le superfìcie generate dalle spezzale regolari dello 
stesso numero di lati, l'una inscritta e l'altra circoscritta ad un arco, ap- 
fartenente ad un semicircolo, che rotano intorno al diametro di questo, e 
che variano, raddoppiando successivamente e indefìnitamente il numero dei 
loro lati, sono due grandezze variabili convergenti. 

Infatti, essendo ABCDE, A'B,C|D,E' (fig. 270) due spezzate regolari, 
luna circoscritta l'altra inscritta ad un arco A'E', e A,E,,A',E', le loro 
proiezioni sulle tangenti ai semicircoli in esse inscritti parallele al dia- 
metro, le superfìcie da esse generate, mentre il piano rota di un angolo a 




Fig. 270. 

attorno al diametro, sono rispettivamente equivalenti alle striscio cilin- 
driche generate nella rotazione suddetta da A,E, e A',E',. 

La differenza fra A, E, e A',E'[, e quella fra i raggi dei due semi- 
circoli, decresce indefìnitamente al raddoppiarsi del numero dei lati delle 
spezzate, perciò (§ 322 Teor. 3°) anche le strisce cilindriche suddette 
8ono variabili convergenti. 

Detliiizlone. — Ln Huper£oie limite delle superficie geoerato da dae spezzate 
regoUri Ai egual numero Ai luti, l'una inscritta a l'altra circoscritta ad un arco ap- 
psrtenenta ad una aemlDirconferenza, che variano raddoppiando euccesaivamente e 
indefinitaniente il numero dei loro lati, mentre il piano delia figura rota di un an- 
golo a attorno al diametro, si dice che è la guperfida sviluppata generata dall'arco 
medesimo nella rotazione suddetta. ■ 

Corollario. — La superficie generata da un arco appartenente ad un 
semicircolo. mentre il piano della figura rota di un angolo a attorno al 
diametro di questo, è e^ivalente alla superficie generata nella rotazione 
suddetta dalla sua protezione suUa tangente parallela al diametro. 

333. Teorema. — Se ad una sfera si circoscrive un cilindro, le por- 
zioni di superficie sferica e di superficie cilindrica, comprese in un diedro 
all'asse del cilindro e fra due piani perpendicolari all'asse medesimo, con- 
dotti per due suoi punti qualuuqiK, sono equivalenti. 

Questo teorema discende immediatamente dal corollario precedente. 
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Corollari. — 1". La superficie di una sfera è equivalente alla super- 
ficie laterale di un cUindro ad essa circoscrìtto, ovvero al rettangolo di un 
circolo massimo e del diametro, ovvero a quattro cerchi massimi. 

2?. La superficie di una zona, o di una calotta, è equivalente al ret- 
tangolo di un circolo massimo e dell'altezza, 

3°. La superficie di un fuso sferico è equivalente al rettangolo del suo 
arco equatoriale e del diametro. 

Se indichiamo con 6 il diedro all'aase considerato nel teorema pre- 
cedente, con a, ^ i due piani perpendicolari al medesimo, i tre corollarì 
enunciati dÌBcendono immediatamente dal teorema precedente, suppo- 
nendo per il 1" che 6 sia eguale ad un diedro piatto e oc, ^ siano con- 
dotti per gli estremi dell'asse; per il 2" che 8 sia un diedro piatto e i 
piani a,^ siano condotti per due punti qualunque dell'asse; per il 3* 
ohe 6 sia un diedro qualunque e se, ^ siano condotti per gli estremi 
dell'asse. 

4". Se a, P, Y 9ono gli archi equatonali corrispondenti agli n angòU 

di un poligotio sferico convesso di n lati, il poligono è egvivalente al ret- 
tangolo del raggio e della somma a + 3 + y + dminuita di n —2 se- 
micircoli massimi. 

334. Teorema. — Se il piano di un triangolo rota di un angoh a 
attorno ad una retta, che passa per un vertice del triangolo e non ha nessun 
punto intemo ad esso, il solido generato dal triangolo in questa rotazione 
è equivalente ad un terzo dì un parallelepipedo, che ha la base equivalenti • 
alla superficie generata dal lato opposto al vertice fisso e l'altezza eguale 
all'altezza del triangolo, corrispondente a questo lato. ' 

Sia a la retta fissa, ABC il triangolo, che ha un vertice C su di 
essa, CH la distanza del vertice C dal lato AB. Si vuol dimostrare che 



Sol. (ABC) = 



).(AB).^CH. 



Il triangolo ABC può avere tre posizioni diverse rispetto all'asse a. 

1°. Uno dei lati, per es. AC, coincide coll'asse (fig. 271). Allora, 

se BA risulta perpendicolare ad a, l'altezza CH coincide con CA ed il 




solido generato da ABC è un settore conico, la base del quale ha p 
raggio AB e l'altezza è CH. Perciò (§ 324 Cor. 1°) 

Sol. (ABC) - Slip. (AB) . \ CH. 
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Se BA non è perpendicolare ad a, potremo per B condurre un altro 
segmento BK perpendicolare ad a. Esso potrà essere interno od esterno 
al trìangolo ABC. Nel primo caso il solido generato da ABC sarà la 
somma, nel secondo la differenza dei due settori conici generati dai trian- 
goli BKC,BKA, e quindi: 

1 



Sol. (ABC) = ^ . Sup. (BK) . AC, 



Sup. (BK) = §- arco (BK) . BK, 



Sol. (ABC) = 



~arco{BK).BK.AC. 



Ma i rettangoli BK . AC, AB . CH sono equivalenti, perchè ambedue 
10 il doppio del triangolo ABC, perciò 



Sol. (ABC) = |-. I arco (BK) . AB . CH. 



Siccome poi „ &rco (BK) . AB è equivalente alla superficie laterale 
i settore conico generato dal triangolo ABK, avremo infine 



Sol.(ABC) = Sup.(AB).g^CH. 

2°. Nessuno dei iati AC , BC 
coincide colla retta o, ed AB non 
è parallelo ad esso (fig. 272). Sia D 
il punto d'incontro della retta AB 
con a; il solido generato dal trian- 
golo ABC è la differenza dei solidi 
generati dai triangoli ADC, BDC, e 
la superficie generata dal segmento 




Fig. 272. 



AB è la differenza delle superficie generate dai segmenti AD, BD. Essendo 



Sol. (ACD) = Sup. (AD) . ^ CH, 



Sol.(BCD) = Sup.(BD).iCH, 



i ha pure 



Sol. (ABC) = Sup. (AB) . g- CH. 

3". Il lato AB è parallelo alla retta a 
, ig. 273). Allora ae 1 altezza CH coincide 
con CB, essendo A'C la proiezione di AB 
r sulla retta a, il solido generato dal trian- 
golo ABC è la differenza fra il solido 
generato dal rettangolo ABCA' e quello 
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generato dal triangolo À'AC; ma quest'ultimo è un terzo de] primo, 
quindi il solido generato dal triangolo ABC è equivalente ai ^del 8e^ 
toro cilindrico generato dal rettangolo ABCA', cioè (§ 321 Teor.) 



Se GH non coincide con uno dei lati del triangolo ABC, può cadere 
internamente, o esternamente, ad esso, ed allora il solido generato da 
ABC è la somma, o la differenza, dei solidi generati dai triangoli ACE 



settore cilindrico generato dal rettangolo AA'B'B, dunque si ha 



Corollario. — /( solido generato da it» settore poligonale regolare cir- 
coscritto ad un settore circolare, appartenente ad un semicerchio, mentre ii 
suo piano rota di un angolo a attorno al diametro del semicerchio, è equi- 
valente ai 77 del solido generato nella rotazione medesima dal rettangolo, 

che ha per lati opposti le proiezioni dfUa spezzata regolare, che limita il 
settore suddetto, sul diametro del semicerchio e sulla tangente ad esso pa- \ 

rallela. i 

Sia OABCD (fìg. 269) un settore poligonale circoscritto al settore 
circolare OAD, e alano A', B', C, D', e A", B", C", D" le proiezioni dei 
vertici A, B, C, D sulla tangente parallela al diametro MN e sul diametro 
stesso. Per il teorema precedente il solido generato dal triangolo OAB, j 
quando il piano della figura rota di un angolo a attorno ad MN, è equi- | 

valente ad q- del parallelepipedo, che ha per altezza il raggio OH del 

circolo, e che ha la base equivalente alla superficie generata da AB, 1 

1 



Sol. (OAB) = g- . Sup. (AB) . OH. 

È noto pure che il solido generato nella rotazione suddetta del ret- . 
tangolo A'B'B"A" è la metà del parallelepipedo, che ha per altezza il | 
raggio OH, e che ha la base equivalente alla superficie generata da { 
A'B , cioè 



Sol. (A'B'B"A") = ^ Sup. (A'B') . OH. 

Ora siccome le superficie generate da AB e A'B' (§ 331 Teor.), sodo 
equivalenti, il solido generato da OAB è » del solido generato da 
A'B'B"A", cioè j 

Sol. (OAB) - I Sol. (A'B'B"A"). 
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In siinìi guisa si trava 

Sol. (OBC) = I So!. (B'C'B"C'}, 

Sol. (OCD) = I Sol. {C'D'D"C"), 
e perciò 

Sol. (OABCD) = I Sol. (A'D'D"A"). 

335. Teorema. — Il solido generato da un settore circolare, appar- 
tenente ad un semicerchio, mentre ti suo piano rota di un angolo a attorno 
d diametro del semicerchio, è il limite dei solidi generati nella rotazione 
medesima dai settori poligonali regolari di ugual numero di lati ad esso 
inscritti e circoscritti, che si ottengono raddoppiando successivamente e in- 
definitamente il numero dei lati. 

Se ad un settore circolare, appartenente ad un semicerchio, inscri- 
viamo un settore poligonale regolare e ne circoscriviamo un altro (flg. 270) 
e poi facciamo rotare tutta la figura attorno al diametro del semicer- 
chio di un angolo a., è evidente che il solido generato dal settore cir- 
colare è maggiore di quello generato dal settore poligonale regolare 
inscritto e minore del solido generato dal settore poligonale regolare 
circoscritto. 

I solidi generati dai due settori poligonali sono poi equivalenti ri- 
spettivamente ai due terzi di due settori cilindrici, compresi in uno stesso 
diedro all'asse, ì quali, al raddoppiare del numero dei lati dei settori 
poligonali sono varìabili convergenti, poiché decresce indefinitamente 
la differenza delle altezze e dei raggi delle basi, perciò il solido gene- 
rato dal settore circolare e il limite dei solidi generati dai settori po- 
ligonali suddetti. 



Fig. 274 Fig. 275. 

Corollari. — P. Il solido generato da un settore circolare apparte- 
nente ad un semicerchio, mentre il suo piano rota di un angolo a attorno 

al diametro del semicerchio, è equivalente ai^ del settore cilindrico gene- 
rato, nella rotazione medesima, dal rettangolo, che ha per lati opposti le 
in-oiezìoni dell'arco, che limita il settore, sul diametro del semicerchio e sulla 
tangente ad esso parallela. 

Le fig. 274, 275 danno un'idea del solido in quistione. 



.y Google 



ùl£ LIBRO IV. - CAP. VII, 

2°. B solido di una sfera è equivalente ai w del cilindro ad essa cir- 
coscritto. 

Questo corollario è una conseguenza immediata de) corollario !■>, 
supponendo che il settore circolare dato sia un semicircolo, e che roti 
di un intero giro attorno al suo diametro. 

Definizione. — Il solido generato da un Mttore circolare appartenente ad nn 
a«mi cerchia, mentre il ano pEano rota di un giro attorno al diametro del a 
diceaì settore sferico. 



ha per base un cerchia massimo e per altezza l'altezza ddla zona, o cor 
lotta, che lo limita. 

Questo corollario è un caso particolare del Corollario 1°, ove sì sup- 
ponga che il settore circolare generatore compia un intero giro. 

2 
4°. Un'unghia sferica è i -^ del settore cilindrico ad essa cireoscrilto. 

Questo corollario discende pure dal Corollario l", supponendo che 
il settore circolare sia un semicircolo. 

5". Una sfera, un settore sferico, un'unghia sferica sono equivalenii 

ad ^ dei parallelepipedi, che hanno l'altezza eguale al raggio della efera e 

le basi rispettivamente equivalenti alle superficie ddla sfera, ddla zona, o 
del fuso corrispondente. 

Considerando il solido dì una sfera, di un settore sferico o di un'un- 
ghia sferica, come il solido generato da un settore circolare appartenente 
ad un semicerchio, che rota di un angolo a attorno al suo diametro, 

2 
sappiamo che esso è equivalente a ^ del solido generato, nella rotazione 

medesima, dal rettangolo, che ha per lati opposti le proiezioni dell'arco 
del settore sul diametro fisso e sulla tangente del semicìrcolo ad esso 
parallela. Questo solido (g 321 Teor.) è equivalente alla metà del pa- 
rallelepipedo, che ha la base equivalente alla sua superfìcie latemle 
sviluppata, e che ha l'altezza eguale al raggio. Siccome poi la superficie 
sviluppata suddetta è anche equivalente (§ 333 ieor.) alla superficie 
della sfera, o della zona, o del fuso corrispondente, così il solido della 
sfera, del settore sferico o dell'unghia sfenca sono equivalenti rispetti- 
vamente ad q- dei parallelepipedi, che hanno l'altezza eguale al raggio 

della sfera e le basi rispettivamente equivalenti alle superficie della sfera, . 

della zona o del fuso corrispondente. i 

1 ^ ' 

6". Una piramide sferica è equivalente ad w dd pardllrìepipedo, che ha 

per altezza il raggio deUa sfera, e che ha le basi equivalenti al poligono ! 
sferico base. ' 
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Indicando con a,, a,, ,«., i solidi delle unghie sferiche appar- 
tenenti ad una data piramide sferica, con tc una semisfera e con A, , 

À, , Àn , P i corrispondenti fusi ed una mezza superficie sferica, con 

V,S il solido della piramide sferica data e la superficie del poligono 
aferico corrispondente, con R il raggio della sfora, si ha 



T-|(a, + . 



-(»-2)..) 



j(A, + A,+ ... + A.-(»-2)P) 



o, = 3 A,.B, 
perciò 



= oA..R, 



;-P.R; 



336. Teorema (d'Archimede). — Se ad una superficie sferica è cir- 
coscritto un cilindro e un cono equilaiero, 

P le superficie totali della sfera, del cilindro e del cono sono equiva- 
lenti rispettivamente a gvattro volte, sei volte, nove volte un cerchio massimo 
delXa sfera, 

2° i solidi della sfera, del cilindro e del corto sono equivalenti rispet- 
tivamente a quattro volte, sei volte, noce volte un cono, che ha per base un 
cerchio massimo e per altezza il raggio della sfera. 

1". Si sa che la superficie della sfera equivale a quattro volte un 
suo cerchio massimo, e che la superficie laterale del cilindro è equiva- 
lente a quella della sfera; perciò la su- 
perficie totale di quest'ultima, che si i. m 
compone della superficie laterale e delle 
due basi, ciascuna delle quali è eguale a 
un cerchio massimo della sfera, è equi- 
valente a sei volte un cerchio mas- 
simo. 

Finalmente la superficie laterale del 
cono equivale alla superficie laterale del 
cilindro generato dalla proiezione BM 
di LK su BC (§ 331 Teor.) Essendo 
il punto d'incontro delle mediane del 
triangolo LHK, si ha BM EZ LN E 3R, e 
perciò la superfìcie suddetta equivale 
al rettangolo del circolo di raggio R e 
di 3R, ossia a sei volte un cercnio mas- 
simo. Inoltre dal triangolo rettangolo 




Fig. : 



NK = OK - ON 



. NOK ! 
= 4R' - R 



= 3R', 
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e perciò {§ 323 Cor. 2») si ha 

cerchio (NK) = 3 cerchio (R), 

« quindi la superficie totale del cono è nove volte un cerchio massimo. 
2°. Il solido della sfera è equivalente al parallelepipedo che ha h 

base equivalente al cerchio di raggio R e l'altezza eguale a s- R, perciò 

è quadruplo del cono, avente per base il cerchio di raggio R e per al- 
tezza R. 

Il cilindro circoscritto alla sfera ha la stessa base del cono suddetto 
e l'altezza doppia, perciò è sei volte il cono stesso. 

Il cono equilatero circoscritto ha l'altezza tripla dell'altezza e In 
base tripla della base del cono suddetto, perciò equivale a nove volk> 
il cono stesso. 
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60S< Due trUngoli Bono equivalenti, se hanno due Iati ri spetti vameote egnmli 
e gli angoli compresi supplementari. 

607. Le mediiine di un triangolo dividono il triangolo stesso in sei parti equi- 

608> I tre segmenti, che hanno un estremo nel baricentro di nn triangolo, e 
l'altro estrema in un vertice del medesimo, scompongano il triangolo in tre triangoli 
equivalenti. 

tìOd. Di tutti i triangoli, aventi due Iati rispettivamente eguali, è maggiore 
quella, nel quale l'angolo compreso fia i due lati considerati è retto. 

filo. Se per i vertici di un quadiangolo si conducono le parallele alle diagonali, 
si ottiene un parallelogrammo, che è duppiu del quadrangolo dato. 

611. Se le diagonali di due quadrangoli sono rispettivamente eguali, e formano 
tr& loro angoli rispettivamente eguali, i due quadrangoli sono equivalenti. 

612. Dei quattro triangoli, in cui un trapezio resta diviso dalle sue diagonali, 
quei due, che hanno per lati i lati non paralleli del trapezio, sono equivalenti. 

ftl3. Congiungendo gli estremi di uno dei lati non paralleli di un trapezio col 
punto medio del lato opposto, si attiene un triangolo, che à equivalente alla metà 
del trapezio. 

614. Ogni retta, che divide per metà la congiungente i punti medi delle basi 
di un trapezio e incontra le basi stesse, divide il trapezio in dne parti equivalenti. 

615. Un trapezio b equivalente al rettangolo di uno dei lati non paralleli e delU 
distanza da esso dei punto di mezzo del tatù opposto. 

616> Due triangoli, che hanno per basi i lati non paralleli di nn trapezio, e che 
hanno per vertice comune un punto qualunque della retta, che congiunge i punti di 
mezzo dei lati paralleli, sono equivalenti. 

617. Per il punto medio E della diagonale BD di un quadrangolo ABCD, si 
conduca la FH parallela ad AC. Dimostrare che FC divide il quadrangolo in due 
pani equivalenti. 

61S. La somma dei due triangoli, che hanno per basi due lati opposti di un 
parallelogrammo, ed hanno per vertice comune un punto interno al parailelogrammo, 
è equivalente alla somma dei due triangoli, che hanno per basi gli altri due lati op- 
poati del patallelogrammo. ed hanno lo stesso vertice dei primi due triangoli. Come 
deve essere modificata il teorema, se il vertice dei triangoli è esterno al parallelo- 
grammo ? 

619. La somma dei due triangoli, che hanno per basi le due diagonali di un 
parallelogrammo e per vertice comune un punto qualunque del contorno, è oosttuite. 

630. 11 triangolo, che ha per base una diagonale di un parallelogrammo e per 
vertice un punto qualunque 0, è equivalente alla somma o alla differenza dei trian- 
geli, che hanno lo stesso vertice 0, ed hanno per basi i due lati consecutivi del sud- 
detto parallelogranimo, concorrenli in un estremo della diagonale oonsiderata. 
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631. Due poligoni di 2n lati sono equivalenti, ae i loro lati Iibiido i medi 
punti di mezzo. 

623. Se sopra i lati dì qd trÌBDgalo rettaDi;olo ai castruiscono i quadrati aster- 
nament* ad esso, e si uniscono gli estremi dei tati di questi quadrati uscei 
ano stesso vertice del triangolo dato, si ottengono tre triangoli equivalenti al 
golo dato. 

625. Se eopra ì lati di un triangolo rettangola si costruiscono i quadrati eater- 
namente ad esso, e si eongiungono gli estremi dei lati di questi quadrati, uscenti 
da uno stesso vertice del triangolo, si attiene un esagono equivalente al doppio rettan- 
golo della ipotenusa e della somma dell'ipotenusa e dell'altezza ad essa corrispondente. 

621. Se C è il punto medio di un segmento A.B, à D un punto qualunque della 
retta AB, 

1" la differenza dei quadrati di CD e CB 6 equivalente al rettangolo di AD e DB, 
2° esiste la relasione 

AD* +DB' — 2AC' + 2CD'. 

626. Se le diagonali di un quadrangolo sono perpendicolari, la somma dei 
quadrati di due lati opposti h equivalente alla aomma dei quadrati degli altri due 
lati. 

636. Un angolo di un triangolo è ottuso, retto od acuto, secondo che il quadrato 
del lato opposto è maggiore, equivalente o minore della somma dei quadrati degli 
altri due lati. 

621. Un triangolo è rettangolo, se il quadrato di un'altezza è equivalente al 
rettangolo dei segmenti del lato, su cui cade l'altezza. ^ 

63S. li quadrato dell'altezza di un triangolo equilatero è triplo del quadrato 
della metà del terzo lato. 

629. Ogni rettangolo è equivalente alla metà del rettangolo delle diagonali dei 
quadrati dei suoi lati. 

630. Il quadrato del lato dì un triangola equilatero è triplo del quadrato del 
raggio del circolo circoscritto. 

631. In un triangolo rettangolo il quadrato dell'ipotenusa è equivalente alla 
somma del quadrato della mediana relativa ad uno dei cateti e del triplo quadrato 
della metà del cateto stesso. 

632. Sa si unisce il vertice dell'angolo retta di un triangolo rettangolo coi ver- 
tici opposti del quadrato eostruito suH' ipotenusa, la diCFerenza dei quadrati di questi 
due segmenti è equivalente alla differenza dei quadrati dei due cateti. 

683. In un rettangolo ABCD si conduca il segmento AG che termina in un 
punto E di CD. Si dimostri che, essendo BF la distanza di B dalla AE, il rettan- 
golo dato è equivalente al rettangola AE . BF. 

631. Se sopra due lati AB, AC di un triangolo qualunque si costruisoono due 
pval lei egra mmi qualunque, e poi ai prolungano quei lati dei parallelogrammi, che 
seno rispettivamente opposti ad AB, AC, fino ad incontrarsi in D, la somma dei due 

Kalleiogrammi è equivalente ad un parallelogrammo di cui un lato è BC e l'altre 
> è eguale e parallelo ad AD. (Teorema dì Pappo). 

635. Se pili triangoli equivalenti hanno un angolo eguale, il rettangola dei lati, 
che lUomprendono l'angolo eguale, è costante. 

636. Sul lato AB di un quadrato ABCD, preso come diametro, si descriva un 
eemioircalo esterno al quadrato, indi si unisca un punto E qualunque del semicircole 
coi verti ci C e D . I segmenti EC, ED tagliano AB in due punti XH, in modo che 
FH* = AP . HB. (Teorema di Fermat), 

631. Se una corda PAQ taglia un diametro di un circolo in un punto A e forma 
con questo un angolo semìretto, la somma dei quadrati dei segmenti PA, AQ à equi-' 
valente al doppio del quadrato del raggia. 

638. Se due oorde di un circola sono perpeDdìcolari, la somma dei quadrati dei 
segmenti, compresi fra il loro punto d'incontro ed i punti d'incontro col circolo, è 
equivalente al quadrato del diametro. ; 

63». Se sopra un diametro di un oiroolo si prendono due punti egualmente di-] 
stanti dal centro, la somma dei quadrati delle loro distanze da un punto qualunque 
del circolo è costante. 
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MO. Se bì eoDgiunge un punto joterno ad un retUngoIo coi quattro vertiri, la 
somma dei quadrati dei segmenti condotti a due vertici oppoBti, è equivalente ali* 
. sommit dei quadrati degli altri due. 

641. L'altezza di un triangolo divida la base in due segmenti, il cui rettangolo 
è equivalente a quello dell'altezza medesima e dalla distanza dell'ortocentro della base. 

Da questo teorema si deduca oome corollario quella del § 261. 

613. Un triangolo rettangolo è equivalente al rettangolo dei due segmenti, in 
cui r ipotenusa del triangolo stesso è divisa dal punto di contatta col circolo inscritto 
nel triangolo. 

643. Un triangolo è equivalente al rettangolo, che ha per lati il raggia del 
circolo ad esso circoscritto, ed il semipertmetro del triangolo, che ha per vertici > 
piedi delle altezze del triangolo dato. 

644. L'esagono convesso, che ha par vertici i vertici di un triangolo • i punti 
ad esso opposti nel circolo ciicoscritto al triangolo stesso, è equivalente al doppio 
M triangolo dato. 

S45. II parallelogrammo, che ha per vertici i punti di mezzo dei lati di un 
quadrilatero qualunque, è equivalente alla metà del quadrilatero stesso. 

646. Se due segmenti AC, 6D scorrono lungo due rette fisse in un piano, il 
qaadrilatero convesso ABCD è costante. 

647. Se AB, CD sono due segmenti che scorrono su due retU, e F, G, F', G' 
■ sono i punti medt di AC. BD. BC, AD, la differenza dei quadrati di FO e F'G' i 
: costante ed equivalente ad un parallelogrammo, che ha i lati eguali ad AB, CD e 

gli angoli eguali a quelli formati dalle due rette. 

648. La somma dei quadrati di due segmenti è maggiore del doppio rettangolo 
dei medesimi. 

649. La somma dei quadrati delle proiezioni di un segmento sopra tre rette 
perpendicolari fra loro a due a due è equivalente al quadrato del segmento stesso. 

650. La somma dei quadrati delle proiezioni di un segmento sopra tre piani 
perpendicolari fra loro a due a due b equivalente al doppio del quadrato del seg- 

' mento stesso. 

651. La somma dei quadrati delle distanze di un punto del piano, o dello spazio, 
dai tre vertici di un triangolo à equivalente alla somma dei quadrati delle distaOEe 
del baricentro del triangola dai tre vertici, aumentata del tripla quadrato della di- 
stanza del punto dal baricentro. 

652. La somma dei quadrati delle distAnze di un punto dai quattro vertici di 
un tetraedro è equivalente alla somma dei quadrati delle distanze del baricentro del 
tetraedro dai quattro vertici, aumentata di quattro volte il quadrato della distanza 
del punto dal baricentro. 

I 653. La somma dei quadrati dei tie segmenti, condotti da un punto, tangenti 

[a tre circoli (o a tre sfere), non aventi i centri in linea retta, è equivalente alta 
i somma dai quadrati di tre segmenti, tangenti ai tre circoli (o sfere), condotti per il 

baricentro del triangolo formata dai tre centri, aumentata del triplo quadrato della 

distanza di questo baricentro dal punto. 

654. La somma dei quadrati di quattro segmenti, condotti da un punto, tan- 
genti a quattro sfere, non aventi i centri in un piano, è equivalente alla somma dei 
quadrati dei quattro segmenti, tangenti alle quattro sfere, condotti per il baricentro 
del tetraedro formato dai quattro centri, aumentata del quadruplo quadrato della di- 
stanza di questo baricentro dal punta. 

655. Se un circolo ha il centro situato sopra un altro circolo, e sì conduce 
una tangente al primo, che incontri l'altro nei ponti M, M', il rettangolo OM . OM' 
6 costante. 

656. Se dal punto medio di un cateto di un triangolo rettangolo si abbassa la 
perpendicolare sull'ipotenusa, la differenza dei quadrati dei segmenti dell'ipotenusa 
È equivalente al quadrato dell'altro cateto del triangolo. 

657. Se un angolo retto AOB è al centro di un circolo, e per un punto C del- 
l'arco compreso AB si abbassa sopra uno dei lati dell'angolo la perpendicolare CD, 
la quale incontra la bisettrice dell'angolo medesimo in un punto G, si ha 

CD' -1- DK* = OA* . 
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658> In un quadrilatero la Homma dei quadrati delle dia|;aDalÌ è il doppio della 
Minma dei quadrati dei aeguienti, che congiungono i puoti medii dei lati opposti. 

659- La Homma dei quadrati della diaganali di un trapezio 6 equivalente alU 
Bomma dei quadrati dei due lati non paralleli e del doppio lettangolo delle basì. 

660> Se due eorde di un circolo ei taglìauo, la differenza dei loro quadrati è 
equivalente alla differenzia dei quadrati delle differenze dei loro segmenti. , 

661. Se un segmento è diviso in sezione aurea, la somma dei quadrati del seg- 
mento e della sua parta minore è tripla del quadrato della eua parte maggiore, 

662. La par» minore di un segmento divisa in sezione aurea è uguale alla 
parte aurea del segmento maggiore. I 

663. Le diagonali di un pentagono regolare si dividono a vicenda in sezione 

66i. L'esagono regolare è doppio del triaagolo regolare inscritto nello stesso 
circolo, ed è la metà del triangolo regolare cirooacrìtto al circolo etesso. 

665. Un ottagono regalare inscritto in un circolo è equivalente al rettangolo, 
i cui lati sono eguali rispettivamente ai lati dei quadrati inscritto e circoscritto allo 
stesso circolo. 

666. Un quadrangolo viene diviso in quattro parti equivalenti dalie rette che 
uniscono i punti di mezzo dei lati col punto d'incontro delle parallele condotte a 
ciascuna diagonale dal punto medio dell'altra. 

661. Dn triangolo rettangolo è equivalente al rettangolo dei segmenti, che il 
circolo exinscritta, compreso nell'angolo retto, determina sull'ipotenusa. 

668. Se due circoli eguali sono tangenti esternamente, ed A è il loro punto di 
contatto, condotti dai centri 0,0' e dalla stessa parte di 00' due raggi GB, O'B' ■ 
paralleli, sopra BB' come diametro si descriva un mezzo cìrcolo esterno ai cerchi 
dati; la superficie (detta drepanoide) compresa da questo mezzo circolo e dagli arcbi 
AB, AB' è equivalente al parallelogrammo OO'B'B. 

669. Un triangolo è diviso in due parti equivalenti da ciascuna delle rette che 
vanno da! centro del circolo circoscritto alle estremità dì un'altezza. 

67U. Se ABCD à un parallelogrammo, e si descrive un circola, che possi per il 
vertice A e incontri rispettivamente i lati AB, AD e la diagonale AG nei punti H, N, P, 
si ha AC . AP=AB. AM + AD . AN. 

671. Essendo O ed O' i centri dì due circoli tangenti nei punto 0, se da un 
punto D qualunque esterno ai due cerchi, dal quale si vedono i due raggi OC, O'C 
sotto angoli eguali, si conducono i segmenti DE, DF tangenti ai dne circoli, sì ha 

DK . DF = DC* . 

672. Se BAC è un triangolo rettangolo, e s'indicano con £,6,H i punti d'in- 
contro di una perpendicolare all'ipotenusa, condotta per un punto D di essa, coi due 
cateti e col semicìrcolo circoscritto al triangolo, si ha 

DH' = DE . DG. 

673. Se per un punto A di un circolo si tirano le carde AB, AC, AD ... , le quali 
sono incontrate d a una par all ela alla t angente in A al circolo nei punti M, N, P . . . , 
sì ha AB.AM = AC . AN =- AD . AP = 

671. Se per un punto A di una sfera si conducono le corde AB, AC, AD , . .., 
le quali sono incontrate da un piano parallelo al piano tangente in A nei punti 
M,N,P,.., si ha AB.AM - AC . AN = AD . AP = 

675. Se una losanga ABCD 6 circoscritta ad un circolo, ogni tangente HT a 
questo circolo determina sui lati AB, AD della losanga due segmenti BM, DT, lali 
che il rettangolo BM . DT è costante. 

676. Un punto qualunque C, preso sulla diagonale AB di una losanga ADBt, 
la divide in modo che il rettangolo AC . CB è equivalente alla differenza fra i qua; 
dT«ti costruiti sul lato della losanga e sulla disl^anza del punto C da uno degli estremi 
dell'altra diagonale. 

677. Se due circoli -sono tangenti esternamente, il quadrato del segmento di 
tangente esterna comune, ohe ba per estremi i punti di contatto è equivalente al 
rettangolo dei diametri dei due circoli dati. 
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4TS. Se A, B sono i punti di oontntto di una tangente AB comune a due circoli, 
la quale incontra la retta dei centri in un punto C, e per queato punto si conduce 
una segante DEFHC, si ha 

CA . CB — CD.CH — CE. CF. 

679. La somma dei quadrati dei aegmenti, ohe uniscono un punto, preso nel- 
l'interno di un quadrato, coi quattro vertici, è doppia della somma dei quadrati delle 
liistauze del medesimo punto dai lati del quadrato. 

680. La somma dei quadrati dei lati di un triangolo è tripla della somma dei 
quadrati dei segmenti, che congiungono i vertici col punto di concorso delle me- 

fi$l. Se BÌ coDgiungono gli estremi di una corda di un circolo con un punto 
qualunque del diametro parallelo ad essa, la somma dei quadrati delle due eongiun- 
genti è equivalente alla somma dei quadrati dei segmenti dei diametro. 

682. La BoniniB delle distanze di un punto interno ad un poligono equilatero 
dai lati del medesimo è costante. 

6S3. Se P ò un punto qualunque della diagonale BD di un parallelogrammo 
A6CD, o del prolungamento di essa, la differenza, o la somma, dei triangoli ABP, 
ADF è equivalente al triangolo ACP. 

6Si. Se AB è un diametro di un circolo, e CD una corda ad eBso perpendi- 
uulare, oonducendo per un punto P di CD, la corda APQ il rettangolo AP . AQ è 
costante. ^^ 

6S5. Se ABC è un triangolo qualunque, e si conduce la bisettrice dell'angolo A, 
la quale incontri il lato BC nel punto Dei! circolo circoscritto al triangolo nel 
punto ¥, e si tira pure la bisettrice dell'angolo esterno conseguente ad A, la quale 
incontri la retta del lato opposto in D' ed il circolo circoscritto in E', si ha 



BK = KA . KD ; BK' -= E A . E'D'. 

686. Se si conduce una tangente ad un circolo, il segmento di essa compreso 
fra due tangenti parallele resta diviso dal punto di contatto, in modo che il rettan- 
golo delle due parti è equivalente al quadrato del raggio. 

USI. Se, costruiti i quadrati sui lati di un triangolo rettangolo, si uniscono i 
vertici dei quadrati, si ottiene un esagono tale che In somma dei quadrati dei suoi 
lati è equivalente ad otto volte il quadrato dell'ipotenusa. 

688. Se ABCD È un rettangolo, E un punto dì BC ed F un punto di DC, il 
rettangolo dato è equivalente alla aoinma del doppia del triangolo AEF e del ret- 
tangolo dei segmenti BE, DF. 

689. Di tutti i poligoni di n lati, inscritti in un circolo, quello regolare è il 
maggiore. 

690. Di due poligoni regolari, inscritti in uno stesso circolo, il maggiore è 
quello che ha un maggior numero di lati. 

691. Di tutti i triangoli, ohe hanno la base e l'angolo opposto eguali ad un 
segmento e ad un angolo dato, il maggiore è il triangolo isoscele. 

692. Di tutti i triangoli, obe hanno la base ed il perimetro eguali a due seg- 
menti dati, il maggiore b il triangolo isoscele. 

693. Di tutti i triangoli equivalenti ad un quadrato dato quello che ha minor 
perimetro è il triangolo equilatero. 

691. La somma dei quadrati di sei spigoli di un tetraedro è equivalente alla 
somma dei quadrati dei tre segmenti, che hanno per estremi i punti di mezzo di 
due spigoli opposti. 

69». La somma dei quadrati delle distanze di un punto qualunque dai vertici 
di un poligono regolare di n lati è equivalente n n volte la somma dei quadrati del 
raggio e della distanza del punto dato dal centro del poligono. 

696. Dati due circoli concentrici la somma dei quadrati delle distanze di un 
punto di uno di essi dagli estremi di un diametro dell'altro è costante. 

69T. La somma dei quadrati delle distanze di un punto dai vertici di un pa- 
rallelepipedo è equivalente a otto volte il quadrato della distanza di questo punto 
dal centro del parallelepipedo, più la somma di quadrati delle distanze del centro 
stesso dagli otto vertici. 
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698. Di tutti i triftngali, che hanno un dftto perìmetro, il massimo è quello 
equilatera. 

S99. Di tutti i rettangoli di dato perimetro il massimo è il quadrato. 

700. Di tutti i rettangoli equivalenti fra loro, quello che ha minor perimetro 
è il quadrato. 

70L Eseendu AC la sezione aurea del segmento AB, sul prolungamento di AC 
sì prenda AD E AC, e sopra AC ai prenda AE = BC; dimostrare che BD.BE restano 
divisi in sezione aurea dai punti A e C rispettivamente. 

!02. Se sopra una efera san dati due circoli, situati in pisDÌ paralleli, è costante 
la somma dei quadrati delle tre distanze di ciascun punto di uno di essi da tre punti 
fissi dell'altro. 

703. Due triangoli sferici sono equivalenti, se i triangoli polarì hanno eguale 
periuietro; e viceversa. 

704. Un segmento circolare ò equivalente al rettangolo della metà del raggio 
e della differenza fra l'arco rettificato corrispondente e la metà della corda che sot- 
tende un arco doppio. 

705. 11 cubo della somma di due segmenti è equivalente alla somma dei «ubi 
dei segmenti stessi più il triplo del parallelepipedo rettsngaio. che ha per base il 
rettangolo dei due segmenti e per altezza la somma dei medesimi. 

70S. La superficie laterale di un tronco di prisma a base triangolare è equi- 
valente al rettangolo del perimetro di una sezione normale e della distanza dei ba- 
ricentri delle due basi del tronco. 

707. Un tronco di prisma a base triangolare 6 equivalente ad un prisma, eha 
ha per base una sezione normale, e che ha l'altezza eguale alla distanza dei bari- 
centri delle basi. 

708. In ogni tetraedro regolare il quadrato della distanza dei punti nedii di 
due spigoli opposti è equivalente alla metà del quadrato di uno aptgolo del tetraedro. 

709. In ogni tetraedro la somma dei quadrati dei sei epigoli è quadrupla 
della somma dei quadrati dei segmenti, che uniscono i punti di mezzo degli spigoli 
opposti. 

710. Il piano, che passa per uno apigolo di un tetraedro e per il punto medie 
dello spigolo opposto, divide il tetraedro dato in due tetraedri equivalenti. 

7U. Qualunque piano, condotto per i punti medìi di dne spigoli opposti di UQ 
tetraedro, divide il tetraedro in due parti equivalenti. 

712. Un tronco di parallelepipedo è equivalente alla somma di quattro pira- 
midi, che hanno per base una delle basi del tronco e per vertici i vertici dell'altra base. 

713. Un tetraedro È equivalente alla sesta parte del parallelepipedo, le cui facce 
opposte paesano per due spigoli opposti del tetraedro. 

711. Un cnbo è la sesta parte dell'ottaedro, che ha i vertici nei centri delle 
facce del cubo. 

715. Se quattro tetraedri hanno uno apigolo comune, ed hanno rispettivamente 
per spigoli opposti i tre spìgoli e la diagonale di un parallelepipedo, ohe partono 
da uno steeso vertice, il quarto tetraedro è equivalente alta somma degli altri tre. 

716. Un prisma triangolare è equivalente al parallelepipedo di una faccia late- 
rale e della metà della distanza da questa dello epigolo opposto. 

717. Un prisma regolare è equivalente al parallelepipedo della superficie late- 
rale e della metà dell'apotema della base. 

718. Una piramide regolare è equivalente al parallelepipedo della superficie la- 
terale e di un terzo della distanza del centro delia base dal piano di una (accia 
laterale. 

719. Un tetraedro è equivalente al parallelepipedo di un terzo di uno spigolo 
e della proiezione del tetraedro su di nn piano perpendicolare allo spigolo stesso. 

720. Se l'altezza dì un prisma triangolare è il doppio del dismetro del eircolo 
circoscritto alla base, esso à equivalente si parallelepipedo rettangolo, che ha per 
lati i tre lati della base. 

721. ÌSe AB. CD sono due segmenti situati su due rette sghembe a, b. il solido 
del tetraedro che ha per vertici A, B, C, D è costante, qualunque sia la posizione dei 
segmenti AB, CD sulle rette a.b. 

722. Un tronco di parallelepipedo è equivalente al parallelepipedo della sezione 
a di due spigoli opposti. 
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T23> Se un quadrilatero è inscrìtto in un circolo, il parallelepipedo rattangioloi 
che ha la base equivalente alla Bomma ilei rettangoli delle coppie di lati, che con- 
corrono in due vertici opposti, e per altezza la diagonale, che congiunge gli altri 
due vertici, È equivalente al parallelepipedo rettangolo che ha la base equivalente 
alla somma dei rettangoli delle coppie di lati concorrenti negli altri due vertici op- 
posti e per altezza l'altra diagonale. 

721. Se per i vertici di un tetraedro si couducono i piani rispettivamente pa- 
mlleli alle facce opposte, si forma un nuovo tetraedro equivalente a 27 volte il te- 
traedro dato. 

72&. Si costruiscano tre prismi che abbiano per basi le facce laterali di una 
piramide triangolare VÀBC, e sia i) punto d'incontro delle altre tre baai. 11 prisma 
che ha per base la base della piramide, e che ha gli spigoli laterali eguali e paral- 
leli a VO, è equivalente alla somma dei tre prismi suddetti. 

726; Va tronco dì piramide triangolare è equivalente alla semisomma di tre 
piramidi, che hanno per altezza l'altezza del tronco e per basi l'una la base inferiore, 
l'altra la base superiore, e la terza il quadruplo della sezione media. 

T2T. Se un tetraedro ha due spigoli opposti perpendicolari, osso è equivalente 
alla sesta parte del parallelepipedo rettangolo dei due spìgoli suddetti e della loro 
distanza. 

728. Se un tetraedro ha tre facce equivalenti, la somma delle distanze dai loro 
piani di un punto della quarta faccia è costante. 

729. La somma delle distanze di un punto della base di una piramide regolare 
dai piani delle facce laterali è costante, 

73V. Fra tutti Ì parallelepipedi rettangoli, che hanno la somma dei tre epigoli, 
concorrenti in un vertice, eguale ad un segmento dato, il maggiore è il cubo, 

731. Fra tutti i parallelepipedi rettangoli, equivalenti fra loro, il cubo È quello 
per il quale è minore la somma di tre spigoli concorrenti in un vertice. 

732. Fra tutti i parallelepipedi rettangoli, che hanno per base un quadrato, e 
che hanno la somma dell'altezza e di un lato della base eguale ad un segmento 
dato, il maggiore è quello per il quale il lato della base è doppio dell'altezza. 

733. Dato un tetraedro ABCD, avente un triedro trirettangolo A, tra tutti i 
parallelepìpedi che si possono formare conduoendo per un punto H della faccia op- 
posta ad A tre piani paralleli alle facce del triedro A, il massimo è quello che si 
ottiene nel caso che il punto H sia il baricentro della faccia BCD. Il solido di questo 
parallelepipedo à i '/< <" quello del tetraedro dato. 

734. 11 solido di un priamoide è equivalente alla somma di due piramidi, ohe 
hanno per altezza l'altezza del prismoide e per basi una il doppio delta sezione 
ottenuta con un piano equidistante dalle basi, e l'altra la media aritmetica della 

735. Se un cilindro è oiroosoritto ad una sfera, il solido racchiuso fra le due 
superficie cilindrica e sferica e due piani perpendicolari all'asse à equivalente al 
doppio della differenza di due sfere, che hanno per diametri le distanze di quei piani 
dal centro. 

736. Il quadrato del raggio della sfera circoscritta ad un cubo, o ad un ot- 
taedro regolare, è equivalente al triplo del quadrato del raggio della afera in esso 

7S7. 11 quadrato di uno spigolo di un tetraedro regolare è equivalente a 24 volte 
il quadrato del raggio della afera in easo inscritta. 

73$. Il quadrato di uno spigolo di un ottaedro è equivalente a sei volte il 
quadrato del raggio delta sfera in esso inscritto. 

739. Il triplo del quadrato di uno spigolo di un tetraedro regolare 6 equivalente 
a otto volte il quadrato del raggio della sfera circoscritta ad esso. 

710. Il triplo del quadrato di uno spigolo di un cubo è equivalente ai quadruplo 
del quadrato del raggio della sfera circoscritta ad esso. 

711. Il quadrato di uno spigolo di un ottaedro regolare è equivalente al doppio 
del quadrato del raggio della sfera circoscritta ad esso. 
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712> 11 luugii dei punti tuli, che la dilTerenza dei quadrati delle distanze da due 
punti fissi sia equivalente ad an quadrati! datu, à du piano. 

liS, Il luogo dei punti dello spazio tali, che la somma dei quadrati delle di- 
stanze da due, tre o quattro punti eia equivalente ad un quadrata dato, è una sfera. 

744. Trovare il luogo dei punti, par i quali la somma dei quadrati delle loro 
distanze dai vertici di un poligono regolare à costante ed equivalente ad un qua- 
drato dato. 

715. 11 luogo dei punti tali, che la somma dei quadrati delle distanze da hi 
punti aia equivalente alla somma dei quadrati delle distanze da altri » punti, è un 
piano ae tu ^= », una sfera se m 6 diverso da n. 

746. Trovare il luogo dei centri dei circoli di un piano, che tagliano due cir- 
coli dati nei piano aUsso in coppie di puuti opposti. 

747. Trovare il luogo dei centri delle sfere, che tagliano due sfere date secondo 



748. Trovare il luogo dei centri delle sfere, che tagliano tre sfere dat« seconde 

749. Trovare il luogo dei centri dei circoli di un piano, che tagliano un circolo 
dato in due punti opposti ed un altro circolo normalmente. 

760. Trovare il luogo dei centri delle sfere, che tagliano una sfera data secondo 
un circolo massimo ed un'altra sfera normalmente. 

751. Trovare il luogo dei centri delle afere, che tagliano due afere date nor- 
malmente ed una terza secondo un circolo massimo. 

752. Trovare il luogo dei centri delle sfere che tagliano due sfere date secondo 
circoli massimi ed una terza normalmente. 

353. Trovare il luogo dei punti di un piano, tali che la differenza del quadrati 
dei segmenti tangenti da essi condotti a due circoli del piano stesso sìa, equivalente 
ad un quadrato dato. 

754. Trovare il luogo dai punti tali, che la differenza dei quadrati dei segmenti 
tangenti, condotti da cbbì a due sfere date, sia equivalente ad un quadrato dato. 

755. Dato un circolo (o una sfera) qualunque, e preso au di esso un punto A, 
si conduca una segante r che incontri di nuovo il circolo (o la superficie sfericaì 
in un punto B, indi si prenda sulla r un punto C, tale che il rettangolo CA . GB 
aia equivalente ad un quadrato dato. Facendo rotare la r attorno ad A qual'è i' 
luogo del punto C ? 

75B. Per i due estremi di un segmento AB si conducano due rette parallele, i 
ni conduca poi una segante a, che tagli queste due rette in due punti C, D, tali che 
il trapezio ABCD sia equivalente ad un rettangolo dato. Dal punto di mezzo E di 
AB ai conduca la BF perpendicolare ad a. Facendo variare la o, qual'è il luogo di F? 

757. Sopra una circonferenza fissa son date due coppie di punti A, B e C, D. 
Qual'è il luogo dei punti di contatto di due circoli (o di due sfere) tangenti fra loro 
e che passano uno per A e B, l'altro per C e D? 

75S. Trovare il luogo dei punti di contatto di due circoli variabili tangenti fra 
loro, e che sono rispettivamente tangenti a due circoli fissi dati. 

769. Trovare il luogo dei punti di contatto dì due sfere variabili tangenti fra 
loro, che sono rispettivamente tangenti a due sfere fisse. 

760. Trovare il luogo di un punto tale, che il quadrato della sua distanza dallh 
base di un triangolo isoscele aia equivalente al rettangolo delle sue distanze dai due 
lati eguali. 

761. Trovare il luogo dei punti dt un piano, tali che la somma dei quadrati dei 
segmenti tangenti condotti a due o a tre circoli dello stesso piano sia equivalente 
ad un quadrato dato. 

76'2. Trovare il luogo dei punti tali, che la somma dei quadrati dei segmenti 
tangenti da essi condotti a due, o tre. o quattro sfere date sia equivalente ad u- 
quadrato dato. 
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763. Tagliare i lati di un angolo con una retta, in modo che il triangolo ri- 
sultante sia equivalente ad uà quadrato dato, e ohe il aegmeato compreao fra i lati 
bell'angolo sia eguale ad nn segmento dato. 

764. Per due punti, presi sopra un lato di un angolo, condurre due rette pa- 
rallele, che coi lati dell'angolo formino un trapezio equivalente ad un dat« rettangolo. 

765. Per dne punti dati condurre due rette tali, che sopra una retta data stac- 
chino un segmento eguale ad un segmento dato. 

766. Per un punto dato aul contorno di un triangolo condurre una retta, che 
ilivida il triangolo in due parti equivalenti. 

767. Dividere un triangolo in due parti equivalenti per mezzo di due rette, che 
passino per due punti dati sul contorno. 

768. Dividero un triangolo in tre parti equivalenti con semirette uscenti da un 
punto di un iato. 

769. Dividere un triangolo in due parti equivalenti, mediante una retta paral- 
lela ad una retta data. 

770. Dividere un triangolo qualunque in quattro parti equivalenti mediante dui 
rette perpendicolari fra loro. 

771. Dividere un triangolo in due parti equivalenti mediante una retta perpen- 
dicolare a uno dei lati. 

772. Dividere un parallelogrammo in due parti equivalenti con una retta 
rallela ad una retta data. 

773. Dividere un poligono non intrecciato in n parti equivalenti per ne 
di segmenti, che partono da un punto interno ad esso, uno dei quali è dato ad 

774. Per un punto dato condurre una retta, che divida nn trapezio dato in due 
parti equivalenti. 

775. Dividere un trapezio in tre parli equivalenti per mezzo di rette parallele 
ad un lato non parallelo all'opposto. 

776. Per un punto interno ad un angolo condurre una retta, che coi lati del- 
l'angolo formi un triangolo equivalente ad un quadrato dato. 

777. Trovare un punto interno ad un triangolo tale, che i segmenti che lo con- 
giungono coi tre vertici scompongano il triangolo in triangoli equivalenti. 

77S. Costruire un quadrato, che sìa equivalente alla somma di due o più qua- 
drati dati. 

779. Costruire un quadrato, che sia la n.esìma parte di un quadrato dato. 

780. Dividere un segmento in due parti, in modo che il rettangolo di queste 
due parti eia maBsìmo. 

781. Dividere, se & possibile, un segmento in due parti, in modo che la somma 
dei quadrati di queste due parti aia equivalente ad un dato quadrato, 

7S2i Dividere un segmento in tre parti, in modo che le due estreme sieno eguali, 
e la somma dei loro quadrati sia equivalente al quadrato dell'altra parte. 

783. Costruire un segmento data la sua parte aurea, o U sua parte minore. 

784. Dividere un segmento in due parti tali, cbe la somma dei quadrati del 
segniento e di una delle sue parti sia equivalente al doppio del quadrato dell'altra 

786. Dividere un segmento in due parti tali, cbe il quadrato della parte meg- 
giore sia equivalente al doppio rettangolo dell' intiero segmento e della sua parte 

786. Costruire un triangolo equivalente ad uno dato, in modo che abbia un lato 
sopra una retta data ed un vertice in un vertice del primo triangolo. 

787. Costruire un triangolo, che sia equivalente ad uno dato, e i cui vertici 
cadano rispettivamente su tre rette date. 

788. Costruire un triangolo, dato un lato, l'altezza corrispondente e la somma 
dei quadrati degli altri due lati. 
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789. Costruire un triangolo, dato un angolo, il lato opposto e la differenza dei 
quadrati degli altri due lati, 

190. Costruire un triangolo dato un lato, la corriapondente altezza e il rettan- 
golo degli altri due iati. 

191. Costruire un triangolo, dati due lati e la bisettrice dell'angolo eompreBO. 

792. Costruire un triangolo, dati due lati e la bisettrice dell'angolo esterno 
conseguente all'angolo compreso fra i due lati. 

793. Costruire nn triangolo, dato un lato, l'angolo oppoato e il rettangolo degli 
altri due lati. 

794. Costruire un triangolo, dati due lati, la mediana relativa al terzo lato e 
la differenza degli angoli adiacenti a questo lato. 

795. Costruire un triangolo, conoscendo un angolo, l'altezza relativa al lato op- 
posto e la somma, o la differenza, dei due altri lati. 

796. Costruire un triangolo rettangolo tale, ohe il quadrato di un cateto aia 
equivalente ni rettangolo dell'altro cateto. 

797. Costruire un quadrato, data la somma della diagonale • del lato. 

798. Costruire un quadrato, data la differenza della disigonale e del lato. 
199. Costruire un rettangolo, avente nn dato perimetro, equivalente ad un ret- 
tangolo dato. 

800. Costruire nn quadrato, conoscendo la aomma di uniate e della diagonale. 

801. Costruire un quadrato, conoscendo la differenza della diagonale e di un 
lato. 

802. In un triangolo inscrivere un rettangolo, che sia equivalente al triangolo 
formato dai due lati del triangolo e dal lato del rettangolo parallelo alla base del 
triangolo. 

803. In un triangolo inscrivere un quadrato. Qual'è il piit grande e quale il 
più pìccolo dei tre quadrati, che si possano inscrivere? 

804. In un circolo inscrivere un rettangolo equivalente ad un poligono dato. 
80». In un dato semicircolo inscrivere un rettangolo equivalente ad un poli- 
gono dato. 

806. In un circolo inscrìvere un trapezio, del quale si conoscano la superficie 
e l'altezza. 

801. In un circolo dato inscrivere un triangolo tale, che i suoi tre lati passino 
rispettivamente per tre punti arbitrari del plano, 

808. In un circolo dato inscrivere un triangolo tale, che nn lato sia parallelo 
a una retta data, e gli altri due lati passino rispettivamente per due punti dati sopra 
questa retta. 

809. In un circolo dato inscrivere un triangolo tale, che un suo lato sìa pa- 
rallelo ad una retta data, e gli altri due lati passino rispettivamente per due punti 
arbitrari del piano. 

810. In un triangolo dato inscrivere un rettangolo tale, che la somma dei qua- 
drati dei suoi lati sìa equivalente ad un quadrato dato. 

811. Qual'è il più grande rettangolo inscrìtto in un dato triangolo? 

813, Per due punti, presi sopra un cìrcolo, condurre due corde parallele tali 
che ìt trapezio, avente per basì queste corde, sìa equivalente ad un rettangolo dato. 

813. Descrìvere un oiroùlo, che abbia per centro un punto dato, e che su due 
rette parallele stacchi due corde tali, che il trapezio, avente per basi queste corde, 
sia equivalente ad un rettangola dato. 

814. Descrivere un circolo, che abbia per centro un punto dato sulla bìset 
trìce dì un angolo, e che sui lati dell'angolo stesso stacchi due corde, tali che il 
trapezio, avente queste corde per lati non paralleli sìa equivalente ad un rettan- 
golo dato. 

815. Qual'è il mìnimo trapezio circoscritto ad un circolo? 

816. Qual'è la losanga minima circoscritta ad un circolo? 

817. Qual'è il più grande dei rettangoli, che hanno la somma di tre lati eguale 
ad nn segmento dato. 

818. In un piano sono dati un punto ed un segmento AB in grandezza e 
posizione. Conducendo per una retta (che non tagli il segmento AB) e da A, B 
te perpendicolari AD, BC alla medesima, ai ottiene un trapezio ABCD. Trovare il 
più grande dei trapezi che si poasono coatruire in tal modo. 
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819. Divider» un segmento dato in due parti tali, ohe U Bomma dei loro qua- 
drati sia la pili piocola possibile. 

820> Da un punto A eRterno ad un oercfato condurre ad esso una segante, in 
modo che il quadrato della corda intercetta sia equivalente al rettangolo dei segmenti 
della segante contati a partire dal punto À. 

821. Da un punto A esterno ad un cerchio condurre ad esso una segante, in 
modo ohe il rettangolo dei segmauti della segante, contati a partire dal punto A, 
eia equivalente ad uo quadrato dato. 

8^. Dal vertice dell'angolo ottuso ii un triangolo ottusangolo condurre una 
MDiiretta, che divida il lato opposto, in modo che il rettangolo delle sue parti sia 
equivalente al quadrato del segmento contato sulla semiretta a partite dal vertice 
dal triangolo fino all'incontro del iato opposto. 

823. Per un punto comune a due cìrcoli, che si taglino, condurre una segante. 
In modo che il rettangolo delle corde intercettate su di essa sia equivalente a un 
quadrato dato. 

824. In un quadrato inscrivere un rettangolo equivalente ad un quadrato dato. 

833. Costruire un quadrato, le cui rette paesino per quattro panti dati sopra 
una retta del piano. 

826. Per un punto dato sopra uno dei lati eguali di un triangola isoscele con- 
durre una retta, ohe incontri Ìl prolungamento dell'altra lato, in modo da formare 
un triangolo equivalente al dato. 

827. Dato un triangolo ABC e un punto D del lato AB. costruire un triangolo 
equivalente ad ABC, che abbia un vertice in D a l'angolo A in comune col trian- 
golo. 

828. Dati un circolo ed un triangolo, situati nello stesso piano, trovare sul cir- 
colo un punto tale, che la somma dei tre vertici del triangolo sia equivalente ad un 
quadrato dato. 

829. Essendo G un punto di AB, travare sopra CB e sul prolungamento due 
punti D e D' tali, che il quadrata di OD sia equivalente al rettangolo di AD . BD, 
< il quadrato di CD' sia equivalente al rettangolo AD' . BD . 

SSO. Per il vertice A di un tiiangolo ABC condurre una retta, in modo ohe 
le perpendicolari BB', CC ad essa condotte dagli estremi del lato opposto formino 
due triangoli rettangoli ABB', ÀCC equivalenti. 

831. Condurre per un punto dato un piano ohe divida un tetraedro dato in due 
parti equivalenti. 

8S2. Condurre un piano, che sia parallelo ad una retta data, e ohe divida nn 
tetraedro dato in due parti equivalenti. 

$S3. Tagliare una piramide con un piano parallelo alla haee, in modo che il 
prisma, avente per base la sezione e per altezza l'altezza del tronco, sia massimo. 

834. Quai'è il parallelepipedo massimo inscritto in un ottaedro regolare? 

835. Trovare un punto interno ad un tetraedro, tuia che la quattro piramidi, 
aventi per vertice quel punto e per basi la facce del tetraedro dato, sieoo equi- 

8S6. Per due punti, dati sa due spigoli di qu prisma triaogolare, condurre un 
piano ohe scomponga il prisma in due parti equivalenti, 

837. Trovare un circolo, che tagli tre circoli dati in un piano in coppie di punti 
opposti. 

838. Trovare una sfera, che tagli quattro sfere date secondo circoli massimi. 

839. Trovare un circolo, che tagli normalmente due circoli dati, e tagli un terzo 
circolo ìd due punti opposti. 

810. Trovare una sfera, che tagli normalmente due sfere date, e tagli secondo 
circoli massimi altre due sfere date. 
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CAPITOLO [ 
Teoria delle proporzioni. 



337. Fin qui ci siamo occupati di quelle proprietà delle grandezze. 
che discendono da uno studio puramente geometrico delle medesime, ed 
itbbiamo escluso dalle dimostrazioni ogni sussidio aritmetico ed algebrico. 
In questo Capitolo e nei seguenti esporremo i principi, sui quali è ba- 
sata la rappresentazione delle grandezze per mezzo di numeri, mostrando 
quanto si giovi della scienza del calcolo la teoria delle grandezze in 
generale e delle geometriche in particolare. 

Intanto non è fuor di proposito ricordare ancora una volta che, 
occupandoci in seguito di grandezze, intenderemo sempre di riferirci a 
quelle classi di grandezze, per le quali è sempre possibile, date due qua- 
lunque di esse, appartenenti ad una stessa classe, stabilire se la prima 
è mmore, equivalente o maggiore della seconda (i concetti di minore, 
equivalente o maggiore essendo estesi anche alle grandezze limiti), e 
per le quali è verificata la proprietà enunciata dalla proposizione di 
Archimede, da cui discende l'altra che, date due grandezze non equi- 
valenti, appartenenti a una medesima classe, la maggiore o è equiva- 
lente a una multipla della minore, o è compresa fra due multiple suc- 
cessive della minore. In conseguenza, date due grandezze omogenee A 
e B (A > B), ammetteremo' che la grandezza A sia multipla della B 
secondo un determinato numero n. oppure la A sia compresa fra due 
multipli successivi nB ed (n 4 1) B della B: in ambedue i casi diremu 
che A contiene n volte B, e che la differenza A. ~ nB è il resto delie gran- 
dezze considerate, e che di una grandezza si possa trovare una multipla 
D una summultipla secondo un numero qualunque. 

Emerge chiaramente dalle considerazioni suesposte, che esistono 
infiniti gruppi di grandezze, le quali ammettono una multipla (o sum- 
multipla) comune; per es. due o piìi summultiple di una stessa grandezza 
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hanno questa per multipla comune, e due o piìi multiple di una stessa 
grandezza hanno questa per summulUpla comune. 

[noltre, se due grandezze hanno una multipla comune ed unasum- 
multipla comune, ne hanno infinite, perchè anche ogni multipla della 
multipla comune ed ogni summultipla della summultipla comune sono 
rispettivamente multiple e summultiple delle grandezze date. 

Per tutte le considerazioni fatte ci troviamo nella possibilità di dare 
la seguente 

imultipla comuoe, 

338. 'l'eorema. — Ogni suitimultijila comune a due grandezze date 
è anche una summultipla comune alla minore di esse e al loro resto; e vi- 
ceversa. 

l". Infatti, sieno A,B le grandezze date, R il loro resto, e sia 
R = A - mB ovvero A = mB + R. Se C è una summultipla comune ad 
A e B, dovrà essere A = p.C, B = g.C, e quindi 

R = p . C — m^ . C, ossia R = (p — mg) C, 

d'onde si ha 

C = — ^R; 

p — mq 

vale a dire C è summultipla anche di R, 

2". Se C e una summultipla comune % B ed R, dovrà essere 
B = 2.C, R = jtC; ma A = mB + R, e quindi 

A = mg . + KJ = (mg- + fc) . C, 
d'onde deriva 

niq -t- k 
vale a dire G è anche una summultipla di A. 

339. Problema. — Verificare se due grandezze date ammettono vna 
summultipla comune. 

Date due grandezze omogenee À e B, e supposto A > B, la gran- 
dezza A potrà essere, o no, multipla di B. Nel primo caso B è eviden- 
temente una summultipla comune di A e B. Nel secondo la grandezza A 
dovrà essere eguale ad una multipla mB di B aumentata di un resto R 
minore di B, sarà cioè A = mB + R, ed allora, per i teoremi del 8 pre- 
cedente, ogni summultipla comune di A e B è anche summultipla co- 
mune di B ed R, e viceversa. Allora, se B è eguale ed una multipla m,R 
di R, sarà R una summultipla comune di B ed R, e quindi anche di A 
e B..Se poi B non è multipla di R, dovrà essere eguale ad una multi- 
pla niiR di R aumentata di un resto R, minore di R, sarà cioè 
B = mR + R,. Perciò ogni summultipla comune di B ed R, deve essere 
anche una summultipla comune di R e R,, e viceversa; e se R, è sum- 
multipla di R, sarà R, summultipla comune di B ed R, e quindi anche 
di A e B, e viceversa. Se non lo è, si dovrà avere R = m,Ri -H R, , 
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dove B, è minore di R,. Proseguendo in questo modo, potremo costruire 
una serie di reati R, R|> B, tt,.i , R, 

È evidente intanto che, se uno di questi resti è multiplo del suc- 
cessivo, questo è un summultiplo comune di sé stesso e del precedente, 
e perciò anche delle due grandezze date A e B. 

Viceversa, se le due grandezze dato À e B ammettono una sum- 
multipla comune, necessariamente avverrà, che uno dei resti della serie 
suddetta sarà summultiplo del precedente. Infatti essendo À. = mB + R 

e B>R, si ha R<-n, ed essendo R = wi,Ri 4- R, si trova R, ^-^.e 

A A 

quindi anche R, < -^^ . Kello stesso modo si può ricavare R, < -à, 

Re < T7 , Perciò, supposto che la grandezza G sia una summultipla 

comune ad A e B, se con l'operazione suddescritta non si arrivasse mai 
ad un resto multiplo del successivo, si potrebbe però arrivare a trovare 

un resto minore di C, perchè la serie dei resti A , -p- , -r^, -jr , ... è in- 
definitamente decrescente (§ 293 Teor. 3°), e ciò è assurdo pei'chè C, 
che è summultipla comune ad A e B, e quindi anche summultipla dì 
tutti i resti ottenuti,dovrebbe essere summultipla di grandezze minori diC. , 
Vi sono però dei casi in cui prolungando la serie dei resti R,R|,R,.... , 
quanto si vuole, non si giunge mai a trovare un resto summultiplo del 
precedente. I due teoremi del § seguente varranno a dare due esempi 
di grandezze che non ammettono alcuna summultipla comune, onde pos- 
siamo dare la seguente . 

n ammettono alouna summultipla coraani, 

340. Teorema 1". — Uh lato e una diaconale di un quadrato sono 
incommensu rabili. 

Sia ABCD un quadrato dato, AC una sua diagonale. Poiché in ogni 

triangolo un lato è minore della somma degli altri due ed è maggiore 
della loro differenza, la diagonale AC contiene 
il lato AB una volta soltanto e si ha un certo 
resto, che chiameremo EC. Condotta EF per- 
pendicolare ad AC ed unito E con B, si osservi 
che nel triangolo EBF gli angoli BEF.EBF 
sono eguali, come differenze di un angolo retto 
e degli angoli eguali AEB, ABE appartenenti 
al triangolo isoscele ABEj ne viene che e BF— EF. 
Ma anche il triangolo EFC ò isoscele, perchè 
l'angolo FEC è retto per costruzione, l'angolo 
Fili 277 ^^^ ^ '^ metà di un retto, e quindi anche l'an- 

golo EFC ò la metà di un angolo retto. Ne de- ' 

riva che il lato EF è eguale al lato EC, ed essendo EF E BF, si ottiene 

BF = EC. 

In conseguenza, per trovare quante volte il lato BG contiene il 

segmento EC, basta sottrarre EC da BC, indi vedere quante volte la 
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differenza FC contiene ancora EC. Ma FC è la diagonale di un quadrato 
clie ha per lato EC, dunque siamo condotti nuovamente al caso di cercare 
quante volte la diaconale di un quadrato contiene un suo lato. Prose- 
guendo colle medesime costruzioni è facile vedere che, dovendosi ripe- 
tere sempre il caso di trovare il resto fra la diagonale e il lato dì un 
quadrato, non si potrà mai arrivare ad un resto, che sia summultiplo 
del precedente; vale a dire la diagonale e il lato dati non ammettono 
alcuna summultipla comune. 

Teorema 2". — Un segmento e la sua parte aurea sono incommen- 
surabili. 

Sia AB un segmento dato, ed AD la sua parte aurea (iìg. 278). Poiché 
la parte aurea di un segmento è maggiore dell'altra parte, il segmento 
AB contiene AD una volta soltanto, e si 
ha per resto DB. Se ora si costruisce il 
triangolo isoscele ACB con la base BG e- 
guale ad AD, e si congiunge i! vertice C 
con D, si vede subito (§ 191 Prob. e 
g 274 Cor.) che i triangoli ACB, BCD 
sono entrambi isosceli, e che in ciascuno 
di essi ogni angolo alla base è il doppio 
dell'angolo al vertice; dunque DB è 
eguale alla parte aurea EC del seg- ^ 
mento BC. Deriva da ciò che, per tro- D f ** 

vare quante volte AD contiene il primo pj 278 

resto DB, siamo condotti nuovamente 

a ricercare <|uante volte il segmento BC contiene la sua parte aurea EC. 
Procedendo in questo modo colle stesse costruzioni, è chiaro che si tro- 
veranno sempre dei resti, i quali decrescono indefinitamente, senza mai 
arrivare ad un resto, che sia summultiplo del precedente; per conse- 
guenza il segmento dato e la sua parte aurea non ammettono alcuna 
summultipla comune. 

341, DeflnÌEÌoni. — 1*. Una multipla, o summultipla, delln grandezza A se- 
coDdo un numero n si dice prodotto di A per n, o per — . rispettivamente. 

2*. IJa mnltipla secondo un numero m dì una saromnltipla di A seeoudo un nu- 
mero n si dice prodotto dì A per— e s'indicn colla scrittura — A. 

Teoremi. — 1". La multipla secondo un numero m di una multipla 
secondo il numero n di una grandezza C è equivalente alla multipla di C 
secondo il numero m X n. 

Infatti se A = fwB e B = «C risulta A equivalente a mi volte una 
somma di grandezze equivalenti ad n volte C, ossia è equivalente ad 
n + n+...= m.n volte la grandezza 0. 

2". La summultipla secondo un numero n di una multila di A se- 
condo un numero m è equivalente al prodotto dì A per — . 
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Sìa 


C = m^, e D = 


Si ha evidentemente 


mnD ~ wiA, 


da cui (§245Teor.8) 


i ricava 




ntnX> = mA, 


e quindi 






C-M-'f 


ossia 


«lA A 



3". La summuUipla secondo il numero m della summuUipla secondoil 
numero n della grandezza A è eguivalente alla summuUipla di À secondo 
U nuniero mn. 

Infatti abbiam visto (Teor. 1") che, se 

A = mB e B ■= nC, sì ha pure A = m . tiC, 

Se ne deduce che se 

B = — A C = — B, si ha pure C = ^A. 

4°. Secondo che il prodotto di una grandezza A per un numero --( 
maggiore, eguale o minore del prodotto di A per un altro numero —r, si ha 



m >m' 
pure — ^ — 7 ; e viceversa. 




Infatti, secondo che è 






f^l^A. 


si ha pure (Teor. 1") 


m'nA=nm'A, 


e quindi 






mn=nm, 


ossia 






m >M^ 




n < «'■ 


Analogamente si dimostra ii teorema inverso. 



Corollario.— Se\- 
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anche le corrispondenti variabili numeriche { — - — , — I sono convergenti; 



Definizione 3*. — Se a è un numeto irrazionale definito dalle due eerie con- 
vergenti di numeri razionali I— — — , — | il limite delle due variRbili convergenti 

{ A,— Al ei dice prodotto delU grandezza A per il numero a. 

È facile estendere alle grandezze i teoremi, che ei dimostrano in 
Aritmetica, relativi alla moltiplicazione dei numeri, sostituendo all'unità 
la grandezza À che si considera. 

342. Teorema. — Date due grandezze omogenee, esiste sempre un nu- 
mero, ed «no solo, che moltiplicato per una di esse riproduce l altra. 

Consideriamo prima il caso che le due grandezze date A, B sieno 
commensurabili, e indichiamo con D una loro summultipla comune. 

®'* A = mD, B = nD. 

Dalla seconda ai ricava D =— B, e quindi, sostituendo, si ha 

A=-B. 
n 

Il numero — è unico, cioè indipendente dalla scelta di D, per il 

teorema 4" del § precedente. 

Consideriamo ora due grandezze A, B incommensurabili, e sia D una 
summultipla qualunque di B, cioè sia B — nD. La grandezza A, non 
potendo essere multipla di D, perchè, se Io fosse, A e B sarebbero com- 
mensurabili fra loro contro 1 ipotesi, sarà compresa fra due multipli 
successivi di D, per es., sarà 

{m + l)D>A>mD, 
ovvero 

!!ÌlB>A>f-B. 

Se ora facciamo variare n con una legge qualunque, in modo che 
cresca indefinitamente {per es. se diamo ad n i valori n, «', «", «"', . . , , 

rispettivamente eguali o maggiori di 2, 4, 8, 16, ciascuno dei quali 

è doppio de! precedente), è chiaro (§ 293 Teor. 3°) che le grandezze 
m41„ m, + 1„ m,+ l „ 



-B. '-^B, ^B , 

si possono riguardare come stati corrispondenti di due grandezze varia- 
bih, decrescente la prima e crescente la seconda, tali che la prima è 
sempre maggiore della seconda e la loro differenza è indefinitamente 
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decrescente. Queste variabili sono dunque convergenti, e siccome com- 

S rendono fra loro la grandezza A, hanno per limite la detta grandezza À. 
[a agli stati di queste due variabili corrispondono rispettivamente le 
frazioni 

m f 1 m. + 1 ffi. + 1 



le i|uali {§ 341 Cor.) si possono riguardare come valori di due numeri 
variabili, convergenti. 

Il limite di q^ueste due variabili è il numero a, per Ìl quale molti- 
plicajido B si ottiene la grandezza A. 

È da notarsi anche in questo caso che, se invece della grandezza D 
si considera un'altra summultipla D' di B, il numero a non varia. 

Infetti supposto per es, B = ti'D', procedendo come si è indicato 
sopra, si trova 

2jtÌB>A>ÌB, !!^B>t.>^B; 

n n n n 

e il rapporto della grandezza A alla grandezza B è espresso tanto dal 

limite dalle due variabili convergenti 1 ,— 1 , quanto dal limite 

delle due variabili convergenti f — -; — , — ;!. 

Siene it, a' questi due lìmiti. Dalle due Hmitazioni surriferite evi- - 
dentemente si ricava I 

M n ' n n ' 

Allora sappiamo (§ 300 Teor.) che e sempre possibile, per ogni stato ] 
( : — B I della variabile r— B determinare uno stato della varia- 

\ M /, " 

bile B, a partire dal quale sia sempre 

(!^b) >^ì±Jb, I 

\ « /o n I 

e per ogni stato 1— ;B ) della variabile— ;B,determinareunost&todella l 

variabile — B, a partire dal quale si abbia 1 

(^'b) <^B. 

\n ;« n 

Ne segue che per ogni valore di si possono determinare valori 

di minori di esso, e che per ogni valore di — r si possono determinare 

valori di — maggiori di esso; dunque, essendo per ipotesi «< — - — , 
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m' -t- 1 , , m . . ni 

sarà pure a < ; — , ed essendo a > ^ , si avrà pure a> — , , 

adire si avrà ; — >a>— ;. Allora ce ed a sono limiti delle s 

variabili convergenti, e perciò sono eguali. 

Definizione. — Rapporto di una grandigia A ad v 
di una grandigia A rispetto ad una grandezza B, è il nui 
tiplicare B par avere A. 

Indicheremo il rapporto r di due grandezze À, B con una delle scrit- 
ture w = r , A : B = r , che ai leggeranno : " il rapporto di A.aBè eguale 
ad T ^ oppure " la misura di A rispetto a H è eguale ad r ,. 

343. Teorema 1°. — Se sono dati i rapporti di più grandezze ad una 
medesima grandezza A. 

1" il rapporto di una delie grandezze date alla grandezza A è mag- 
giore, eguale o minare del rapporto di un'altra grandezza alla grandezza A, 
secondoekè la prima grandezza è maggiore, equivalente o minore della se- 
conda ; 

2^ il rapporto della somma di due o piti grandezze aUa grandezza A 
è eguale alla somma dei rapporti delle stesse grandezze alla grandezza A, 

E viceversa. 

1°. Sieno r, r' i rapporti di due grandezze date B, C alla grandezza À. 
Secondo che è B = C si ha pure, per definizione di rapporto rA=r'A, e 

quindi r ^f'. 

2°. Sieno r, , r, i rapporti di due grandezze A,, A, ad una gran- 
dezza B, vale a dire sia A, =• r, B, A) = r, B. Si vuol dimostrare che 
Al + A, = (r, + r,)B ossia che il rapporto di A, 4- A, a B è eguale alla 
somma dei rapporti r, + r,. — Il teorema è evidente se r,, r, sono 
due numeri interi. 

Se r, , r, sono due frazioni, si possono ridurre a eguale denomìna- 
, m, ff». . ,, 3 . "•, _ B 

tore; per es. eia r, = — , r, = — ■. Allora essendo A, = — B = m, — 

. »», _ B . , 

e A, = — ti = m,. — SI ha pure 
* n ' n '^ 

A, 4 A. = {m 
ovvero 

A, + A, = (r, + r.) B. 

Se finalmente r, , r, sono tutti e due, o uno almeno, numeri irra- 

,. ,. (m, m, + 1\ ,. jm. m, -h l\ . , 

zionali; per es. r, = lim — , ■ , r, = hm^ — -, - — — , si ha 

' *^ ' \ ti ' ni'' In' ti/' 



anche (r, + r,) = lim ;— *— 



(m. + D + K+D ) 
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Inoltre risulta 



ì quindi 

A. + A, 



in'' rt 



A, +A. ={r, +r,)B. 

Corollario 1°, — Dato U rapporto di una grandezza ad un'altra, il 

rapporto di una multipla (o summitHipla) della prima alla seconda è mul- 
tiplo (o summultiploj secondo lo stesso numero del rapporto dato. 

Teorema 2=. — Il rapporto della differenza di due grandezze ad una 
terza è eguale alla differenza dei rapporti delle due grandezze date a questa 
terza. 

Indichiamo infatti con r, r', r" i rapporti delle grandezze À, B, G ad 
una stessa grandezza D. Supponendo A — B = C, ai ricava 

B + C=A, 
e quindi 

r + r" = r , 
e per conseguenza 

r — / = r". 

Corollario 2*. — Se la differenza di due grandezze decresce indefi- 
nitamente, anche la differenza dei rapporti deUe grande-zze date ad una 
terza decresce indefinitamente; e viceversa. 

344. Teorema. — Dati i rapporti di una prima grandezza ad una 
seconda e di questa ad una terza, il rapporto deua prima alla terza gran- 
dezza è eguale al prodotto dei due rapporti dati. 

Sia r il rapporto di una grandezza A ad una grandezza B, ed r' il 
rapporto di B ad una terza grandezza C. 

Per definizione di rapporto ai ha A = rB, B = r'O. Si vuol dimo- 
strare che anche A = {r , r')C ossia che il rapporto di A a C è il prodotto 
r , r'. Ciò è evidente se r, r' sono numeri interi. Se r, r sono frazionari, 

m ', m' . , 
per es, r =• — , r = — .si ha 
■^ n n ' 

A= — B — m — , B=— ;U = i»— , , 
n n ' n n 

e quindi, applicando i teoremi del § 341, si ricava successivamente 

c ■ 
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Se infine r, / son numeri irrazionali, per es. 

r = lim — , , r ~ lim [—,, — -—r—ì ' 

deduce 

' ^ r (^ !1 ffl + 1 m'4 1 \ 
\ « ' w" « ' «' / 
Si ha poi 

n\rt/ttn' n\« ^ m n 



e quindi 



«-{^g»! 






Corollario. — Dati i rapporti di due grandezze ad una terza, U rap- 
porlo della prima alla secotuia è il quoziente dei rapporti deUe medesime 

grandezze alla terza, . 

Sia 

A_ B_ , 
e '■' e "'■■ 

Per il teorema dimostrato si ha 

C ^B ^ ■ 
da cui si deduce 

A 

cioè il rapporto di A a B è il quoziente dei rapporti di A e B alla 
grandezza C, 

345. Definizioni. — 1*. Se il rapporto di due grandezze A, B è eguale a quello 
di altre due C, D, si dice che queste grandezze formano una proporzione. 

S'indica una proporzione con una delle scritture 

B ^ D ' 
A : B = C : D, 
A : B : : C : D, 
che si leggono " A s(a a B come C sta a D ,. 

2*. Le grandezze A, B, C, D si dicono i termini della proporzione ; A e C ne sono 
gli antecedenti, B e D i conseguenti, A e D gli estremi, B e C i medii. 

È chiaro che i primi due termini di una proporzione devono essere 
grandezze omogenee; gli ultimi due devono pure essere grandezze omo- 
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genee fra loro, ina posaono appartenere ad uaa classe diversa da quella 
alla quale appartengono ì primi due. 

3*. 8e quattro grandezze A, B, C. D, considerate Dell'ordine scritto, formano una 
proporzione, l'ultima di esse si ohiama quarta propoi'zionaU ritpetto alle altre tre. 

4'. Se in una proporzione i medi! sodo eguali a equivalenti, la proporzione si 
dice continuo, eciaacunodei mediisidice ni«du'^r(ijio>'2>o»a2e fra le altre due grandezze. 

Per es. se due grandezze A e B sono equimultiple di B e G, sì ha 
evidentemente 

A:B-B:C, 

dove B è media proporzionale fra A e C. 

5*. Date dne grandezze A, , A, omogenee, se si determinano successi vam ente 

altre grandezze A, , A, , A, omogenee alle prime, tali che sieno verificate le 

proporzioni 

A, : A, — A, : A, = A, : A. = A. : A. = ... , 

le grandezze A,, A,, A,,... si chiamano rispettivamente la terza, la quarta, la 
quinta, . . . proporzionale rispttto alle grandezze A, , A,. 

I rapporti di A, ad A,, di A, ad A,, di A, ad A, si chiamano rispetti- 
vamente i? rapporto duplicato, triplicato, quadruplicato di A^ ad A,. 

-Teorema. — Se quattro grandezze formano una proporzione, i rap- 
porti delle due prime ad un'altra omogenea con esse, e i rapporti dàle 
altre due ad un'mra grandezza omogenea con esse formano pure una pro- 
porzione nell'ordine stesso delle grandezze date; e viceversa. 

1°. Infatti, se quattro grandezze A, B, C, D, nell'ordine indicato, for- 
mano una proporzione, e a,b sono i rapporti delie grandezze A, B ad 
una grandezza omogenea M, e c,d sono i rapporti delle grandezze G, D 
ad una grandezza omogenea N, il rapporto di A a B è dato dal quo- 
ziente -r, e il rapporto di C a D e dato dal quoziente -j; perciò si deve 



dunque i quattro numeri a, b, e, d formano una proporzione nell'ordine 
stesso delle grandezze date. 

2°. Inversamente, se quattro numeri a, h, e, d sono in proporzione, e 
A, B, C, D sono quattro grandezze, tali che i rapporti delle grandezze 
A e B ad una grandezza M omogenea con esse sieno rispettivamente 
a e &, e i rapporti delle grandezze C, D ad una grandezza N omogenea 
con esse sieno rispettivamente e, d, i rapporti dìAaBediCaD 

sono r e -T , e perciò sono eguali fra loro. Ne segue che le quattro 

grandezze A, B, G, D formano una proporzione nell'ordine stesso dei 
numeri dati. 

346. Deriva da ciò che abbiamo dimostrato nel § precedente, che 
per le proporzioni di grandezze devono sussistere tutte le proprietà, che 
in Aritmetica si dimostrano per le proporzioni numeriche, ad eccezione 



.y Google 



QRAHD. COHUENSTIBABILI, INCOUU£NSUBABILI E PBOPOBZIONALI. 2d7 

di quelle proprietà, che ai riferiscono al prodotto, o quoziente, o potenza, 
radice dei termini di una proporzione, poiché " moltiplicare o dividere 
due grandezze fra loro, elevare una grandezza a potenza, estrarne la 
radice, „ sono locuzioni prive dì qualunque significato, a meno che non 
s'intenda, che alle grandezze vengano sostituite le corrispondenti misure 
rispetto ad una grandezza qualunque omogenea ad esse. 

Ci limitiamo ad enunciare qui Botto le più importanti proprietà 
delle proporzioni. 

Teorema 1". — Se due proporzioni di grandezk.^ hanno un rapporto 
comune, gli altri due rapporti formano una pi-oporzÌone. 

Cioè se 

A:B = M:N 
C:D = M:N, 

sì ha 



Teorema 2°. — Se quattro grandezze sono in proporzione, sì può so- 
stituire agli antecedenti od ai conseguenti due equtmuUipU od anche due 
equisummultipli di essi. 



Cioè, se 
si ba pure 


A:B = C:D, 
i«A;»B-»iC:»D, 


oppure 


1a:1b = -!-c:5-d 



Teorema 3". — Se quattro grandezze sono in proporzione, si può scam- 
biare ciascun antecedente col proprio conseguente. 

Cioè, se 

A:B = C:D, 
si ba pure 

B:A = D:C 

Si dice che questa proporzione si ricava dalla prima, invertendo i 

termini. 

Teorema 4". — Se quattro grandezze sono in proporzione, la somma 
(o la differenza) dei primi due termini sta al primo o al secondo, come la 
somma (o la differenza) degli altri due sta al terzo o al quarto. 

Vale a dire, se 

A:B = C:D, 
ai ha pure 

{A + B) : A = (C ± D) : C , 
ed anche 

(A±B):B-(C±D):D. 

Sì dice che quest'ultima proporzione, si ottiene, componendo (o di- 
videndo) la data proporzione. 
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Teorema 5°, — Se due proporzioni hanno gli antecedenti (o i conse- 
guenti) rispettivamente eguah, i loro conseguenti (o i loro antecedenti) sono 



n proporzione. 



Yale a dire, 
1' se 



si ha pure 



1 ha pure 



A:B = C:D, 
A:E =.C:P, 



A:B = C:D , 
M:B = N:D, 



A:M = C:N. 



Corollari. — 1". Se due proporzioni hanno tre termini ordinatantente 
eguali, anche i termini rimanenti sono eguali. 

2°. Se quattro grandezze sono in proporzione, la somma dei primi due 
termini sta alla loro differenza, come la somma degli altri due sta alla loro 
differenza. 

Cioè, 30 

A:B = C:D, 
3Ì ha pure 

(A + BJ:(A - B) = {C + D): {C - D). 1 

Teorema 6". — Se due proporzioni hanno i medii (o gli estremi) or- I 
dinatamerae eguali, si può formare una proporzione avente per estremi 
(o medii) quelli ddla prima, e per medii (o estremi) gli estremi (o meilii/ 
^eUa seconda. 

Vale a dire, 
1" se 



I 



si ha pure 



3i ha pure 



A:B = C:D 
M:B-C:N, 



A:B = C:D 
A;M-N:D, 



Teorema 7°. — Se quattro grandezze, tutte omogenee, sono in propor- 
zione, 3Ì poseom acambiare fra toro i medii, o gli eetremi. 

Cioè, se 

A:B-C:D, 
si ha pure 

A:0-B:D 
D:B-C:A 
D;C-B:A. 
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Si dice che queste proporzioni si ottengono dalla prima permutando i 
meda, gli estremi. 

Corollari. — 3", Se quattro grandezze omogenee sono in proporzione, 
la somma (o la differenza) degli antecedenti sta alla somma (o alla diffe- 
renza) dei conseguenti, come un antecedente sta' al proprio conseguente. 

4°. Se quattro grandezze omogenee sono in proporzione, la somma degli 
antecedenti sta alla loro differenza, come la somma dei conseguenti sta alla 
loro differenza. 

5." Se più rapporti di grandezze, tutte omogenee, sono eguali, la somma 
degli antecedenti sta alla somma dei conseguenti, come un antecedente qua- 
lunque sta al proprio conseguente. 
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347. Se U è una grandezza variabile, e V è una sua multipla, o 
una sua summultipla, le due variabili U e V 8ono in corrispondenza uni- 
voca; e, indicando con Ui , U, due stati qualunque della prima variabile 
e con V, , V, ì corrispondenti stati della seconda, si ha evidentemente 

U. : U, = V. : V. . 

Se gli stati di due grandezze variabili U, V sono rispettivamente 
multipli e summultipli, secondo gli stessi numeri, di una grandezza co- 
stante A, le due variabili U, V sono in eonispondenza univoca. Quindi, 
indicando con U, , Ut due stati qualunque della prima variabile e con 
V , , V , i corrispondenti stati della seconda, poiché le grandezze U, , A , 
sono rispettivamente equimultiple delle grandezze À, V, si ha evi- 
dentemente TT . . IT- 
U, : A = A : V , , 

ed essendo anche U,, A rispettivamente equimultiple di A, V,, si ha pure 

U. : A = A : V, , 
d'onde sì ricava che 

U, : U, = V, : V,. 

Deflalzioni, — 1*. Due giundezze variabili in corriapondeaza unìvoca bì dicono 
direttamenU proporzionali, quando uno stata qualunque della prima variabile sta ad 
un altro stato qualunque della medesima, come lo stata dell'altra variabile, corri- 
spondente al primo, sta allo stato della medesima, corrispondente al seconda. 

2*. Due grandezze variabili in corrispondenza univoca si dicono inversamente pi'o- 
porsionali, quando uno stata qualunque della prima sta ad un altro stato qualunque 
della medesima, come lo stato dell'altra varinbile, corrispondente al aecondo, sta allo 
stato della medesima, corrispondente al primo. 

348. Teorema. — Se due grandezze variabili sono in corrispondenza 
univoca, in modo che a stati eguali o equivalenti dell'una corrispondano 
sfati eguali o equivalenti dell'altra, e alto stato somma di due o più stati 
dell'una corrisponda la somma degli stati coì-rispondetUi dell'altra, le due 
grandezze sono direttamente proporzionali; e viceversa. 

1°. Osserviamo prima di tutto che se U, V sono due variabili, che 
' " alle condizioni poste nell'enunciato del presente teorema, ed 
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Uj , V, sono stati corrispondenti dello medesime, anche due stati 
mU, , »iV, eqnimultipli di TJ, , V, sono stati corrispondenti , poiché 

si possono riguardare come somme U, + U, + V , + V, + 

di stati COITI spon don ti. In secondo luogo, se U, > Ui, indicando con 
TJr la differenza U, — U,, avremo U, = U, + TJr, e quindi, essendo 
V, , V,. V. gh stati di V corrispondenti agli stati Uj , TJi, TJ. di U, 
è pure V, = V, 4- Vr ; dunque sarà V, >■ V, ; vale a dire a stati cre- 
scenti di una variabile corrispondono etati crescenti dell'altra. Ciò posto, 
sieno U, , V, ; U, , V, due coppie di stati corrispondenti delle due 
variabili U, V, e sia «IT, una multipla qualunque di TJ, . Se esiste una 
multipla mV, di IT,, tale che sia 



deve anche e^ere 



«V, = mV, , 



poiché nV, , mV, sono gli stati corrispondenti ai due stati equivalenti 
mU, , mU, ; perciò sarà 

u, _Su, V, - Sv„ 

d'onde deriva che . il rapporto di U, ad U, e quello di V, a V, sono 
eguali alla frazione — , cioè 

U. : U, = V, : V. . 
Se poi non esiste alcuna multipla di U, equivalente ad nU,, si po- 
tranno trovare due multiple consecutive di U„ che comprendono «U,, 
tali cioè, che sìa 

(m + 1) U,>MU,>mU.. 

Ora siccome gli stati corrispondenti ad (m + 1) U„ nlJ,, mU,, sono 
rispettivamente (m 4- 1) V„ nV, , inV, e a stati crescenti di U corrispon- 
dono, stati crescenti di V, si dovrà avere 

(m + 1) V, ^ «V, > mV, ; 

dalle quali diseguaglianze si ricava 

ffi + 1 Ui m 

m 4- 1 V, m 



Facendo crescere n indefinitivamente con una data legge, si vede 
ti V, 
che i rapporti yp, ^ sono i limiti, verso i quali convergono le fra- 

. .m + \ m ., ,. ■ 

zioni , — , e perciò sono eguali ossia 

2". Se U, : U, = V, : V, , e supponiamo per es. che sia U, = U, , si 
ha pure V, = V„ e viceversa. Dalla stessa proporzione si ricava (§ 346, 
Teor. 4") che (U, + U,) : U, = (V, + V,) : V, ; d'altra parte, se si indica 
con U, io stato somma dei due stati TJ, , U, , e con V. lo stato di V 
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corrispondente ad U. , ai ha pure U, :TJj = V.: V,, e quindi dalle due 
ultime proporzioni si ricava (§ 346 Cor. 1") che V. = V, + V,. Resta 
dunque dimostrato che a stati equivalenti della variabile U corrispon- 
dono stati equivalenti della variabile V, e che a uno stato somma di 
due o più stati di U corrisponde lo stato di V, somma dei corri- 
spondenti stati della medesima. 

Abbiamo già trovati molti esempi di grandezze variabili in corri- 
spondenza univoca, che soddiijfano alle condizioni stabilite nell'ipotesi 
del teorema precedente, possiamo perciò ricavarne immediatamente i 
seguenti 

Corollari. — 1 diedri sono direttamente proporzionali ai loro rettilinei 
(§ 69 Teor.) 

3". 1 settori di uno stesso circolo, o di circoli eguali, gli angoli al 
centro e gli archi, che li comprendono, sono grandezze variabili diretta- 
mente proporzionali (§ 33 Teor, 1"), 

3", Gii spicchi sferici di una stessa sfera, o di sfere eguali, i diedri 
al centro e gli angoli sferici, che li comprendono, i rettilinei di questi diedri 
e gli archi equatoriali di questi angoli sferici sono cinque grandezze va- 
riabili direttamente proporzionali {§ 33 Teor. 2" e §215 Cor. 1") 

4". I perimetri dei poligoni regolari dì n lati sono direttamente pro- 
porzionali ai loro raggi e ài loro apotemi. 

5°. Gli archi di due o più circoli, compresi in angoli al eentro egu(di, 
e i circoli medesimi sono direttamente proporzionali ai loro raggi (§ 315 
Teor. 3"). 

6". 1 parallelogrammi, od i prismi, di una serie sono direttamente pro- 
porzionali ai segmenti corrispondenti (§ 109 Teor. e § 151 Teor.) 

7". / triangoli, od i prismi, che hanno l'altezza costante, sono diretta- 
mente proporzionali alle loro basi. 

Infatti, tutti i triangoli, o prismi, che hanno la stessa altezza e basi 
eguali, od equivalenti, sono ei^uivalenti (§ 251 Cor. 1» e § 289 Cor. 2'), 
e viceversa; perciò i triangoli, o i prismi, e le loro basi sono variabili, 
che si corrispondono univocamente. Inoltre un triangolo, od un prisma, 
che ha per altezza h e per base la somma di due oasi 6, , b, e equi- 
valente alla somma di due triangoli, o di due prismi, che hanno lal- 
traza h e per base i, e 6, rispettivamente. 

8°. Le piramidi, che hanno l'altezza, o la base, costante, sono diretta- 
mente proporzionali alle loro basi, od alle loro altezze. 

Dimostrazione analoga alla precedente. 

9°. (Teorema di Talete). — Se i punti di due rette si corrispondono 
univocamente, in modo che sieno parcàlele le rette individuate dalle coppie 
di punti corrispondenti, i segmenti corrispondenti sono direttamente pro- 
porzionali. 

In altre parole: I segmenti corrispondenti di due trasversali di vna 
serie di rette parallele sono direttamente proporzionali _(§ 53 Teor. 1*). 

Reciprocamente: Se i punti di due rette si corrispondono univoca- 
mente, in modo che i segmenti corrispondenti aleno direttamente proporzio- 
naii e le rette individuate da due coppie di punti corrispondenti sieno 
parallele, tutte le rette, individuate da coppie di punti corrispondenti, sono 
parallele. 
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II teorema diretto è conseguenza immediata del teorema 1" del § 53, 
Invei-samente, sieno r, r _{fig. Ii79) due rette, i cui punti si corrispondano 
univocamente nel modo indicato, e sieno inoltre le rette AA', BB' pa- 
rallele. Se C e C sono altri due punti 
corrispondenti, si deve avere la propor- 
zione 

AB:A'B' = BC:B'C'. 

Se ora la CC non fosse parallela alla 
BB', potremmo condurre per C una retta 

ce, parallela ad essa, che incon- 
trereobe la r' in un punto C„ e si 
avrebbe la proporzione 

AB : A'B' = BC : B'C,. 

Fig. 279. Da queste due proporzioni ri- 

sulta B'G' = B'C,. In simil guisa 
ai dimostra che deve essere A'C E A'C„ e perciò il punto C, deve coin- 
cidere con C, ossia la retta CC è parallela alle parallele AA', BE'. 

10°. Date due rette, comunque situate netto spazio, se si considerano 
come corrispondenti i loro punti d'incontro con una serie di piani paral- 
leli, i segmenti corrispondenti delle due rette sono direttamente proporzionali. 

In breve: 1 segmenti corrispondenti di due trasversali di una serie di 
piani paralleli sono direttamente proporzionali. 

Reciprocamente : Se i punti di due rette, non situate nello atesso piano, 
si corrispondono univocamente, in modo che i segmenti corrispondenti sieno 
direttamente proporzionali, tutte le coppie di punti corrispondenti giacciono 
su piani paralleli. 

Il teorema diretto discende immediatamente dal teor. 2° del § 53. 
Inversamente, sieno r ed r' due rette non situate in un piano (fig. 280), 




i punti delle quali si corrispondono univocamente, in modo che i seg- 
menti corrispondenti delle due rette sieno proporzionali, e sieno A, À': 
B, B' due coppie di punti corrispondenti. Le rette AA', BB' i 
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giacere in un piano, perchè se cib accadesse, anche le rette r ed / giace- 
rebbero in un piano; dunque si può condurre per la ÀA' un piano a 
Karallello alla BB', e per la BB' un piano ^ paraHello alla ÀÀ'; e perciò 
i rette AA',BB' giacciono in piani paralleli a e 0, Condotta poi per un 
punto della r' una retta r" parallela ad r^ s'indichino con A", B" i punti 
d' incontro di questa retta coi due piani a e ^. E chiaro che le congiun- 
genti AA". A'A" sono ordinatamente parallele alle rette BB", B'B", e che, 
se indichiamo con C, C un'altra coppia di punti corrispondenti delle due 
rette date e con C" il punto di r' tale clie sia BC = B"C", la CC", per 
il Corollario prec. dovrà essere parallela a BB" e la C'C" parallela a B'B". 
Perciò il piano y, individuato dalle rette CC" e C'C", è parallelo al piano p, 
e quindi anche al piano a. 

11°. Se i punti di due rette parallele si corrispondono univocamente, 
in modo che le rette individuate dalle coppie di punti corrispondenti pas- 
sino per uno stesso punto, i segmenti corrispondenti sono direttamente pro- 
porzionali (§ 86 Teor.) 

Reciprocamente: Se » punti di due rette parallele si corrispondono 
univocamente, in modo che sieno direttamente proporzionali i segmenti cor- 
rispondenti, le rette individuate dalle coppie di punti corrispondenti sono 
paraUele, o passano per un punto. 

349. Teorema 1°. — Se due triangoli hanno un angolo eguale, il rap- 
porto delle loro superficie è eguale al prodotto dei rapporti dei lati che 
individuano quest'angolo. 

Se T = ABC, T' = A'B'C, sono due triangoli aventi gli angoli ^, A/ 
eguali, si porti A'B'C sull'altro ABC in modo che i due angoli eguali 
coincidano. Unendo allora B con C si ha (§ 348 Cor. 7"), indicando 
con T" il triangolo ABC , p 







T 

T" 

r 


AC 
-AT 
■ AB 
■~AB' 


Ne 


segue 


(§ 344 TeorO 






T 


AC AB 
AC- ■ AB' 




Corollario i". — Il rapporto di due parallelogrammi equiangoli fra 
loro, in particolare di due rettangoli, è eguale al prodotto det rapporti dei 
due lati dell'uno concorrenti in un vertice a due lati dell'altro pure con- 
cotrenti in un vertice. 

Infatti questi parallelogrammi son doppi di due triangoli che si tro- 
vano nelle condizioni supposte dal teorema precedente. 

Teorema 2f. — Se due tetraedri hanno un triedro eguale, il rapporto 
dei loro solidi è eguale al prodotto dei rapporti dei tre spigoli dell'uno ai 
tre spigoli deU'altro concorrenti nel vertice del triedro eguale. 
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Siano T = ABCD, T' = A'B'C'D' due tetraedri aventi i triedri A, A' 
eguali. Se portiamo il secondo sul primo in modo che i due tetraedri 
eguali coincidano, si ha che Ì due tetraedri T = ABCD, T ' = AB'C'D, 
considerando D come vertice, 
hanno la stessa altezza, e i due 
tetraedri AB'CD, AB'C'D' con- 
siderando B' come vertice, hanno 
pure la stessa altezza, e quindi 
"5 348 Cor. 8») 



ABC 
ABC ' 




AC'D 
AC'D' 



AD 
' AD' ' 



Ne segue (§ 344 Teor.) 



Corollario S». — Il rapporto di due parallelepipedi aventi un triedro 
eguale, o in particolare di due parallelepipedi rettangoli, è eguale al pro- 
dotto dei rapporti dei tre spigoli dell'uno ai tre spigoli dell'altro concor- 
renti in un vertice. 

Infatti questi parallelepipedi sono sestupli di due tetraedri che si 
trovano nelle condizioni del teorema precedente. 

350. Teorema. — Se quattro segmenti a, b, e, d sono in proporzione, 
il rettangolo degli estremi e equivalente a quello dei medi; e viceversa. 



Essendo R = a.d e R' =6. e sì ha { 
R _a d 
R' b' e' 

Ora se esiste la proporzione 

a: b = c:d 



} Teor. 1») 



il rapporto - 



i r inverso del rapporto - 



ì quindi 



Inversamente, se R = R', si ha 
a d 
b • b' 
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Corollari. — P. Se uh segmento è medio proporzionale fra due altri, il 
quadrato del primo Segmento è equivalente al rettangolo degli altri due. 

2*. Se un quadrato è equivalente ad un rettangolo, il lato del quadralo è 
medio proporzionale fra due lati consecutivi del rettangolo. 

351. I due teoremi del § precedente valgono a stabilire una inte- 
ressante analogia, esistente fra la teoria dell'equivalenza e quella delle 
proporzioni, mediante la quale molti teoremi, dimostrati nell'equivalenza, 
possono essere trasportati a far parte della teoria delle proporzioni, 
dando agli enunciati una veste differente, molto spesso piii semplice, ed 
in ogni caso più usata nei vecchi trattati di Geometria. Accenniamo a 
questo fatto col trascrivere alcuni degli enunciati più importanti. 

Corollari. — 1". Se due triangoli sono equiangoli fra loro, è costante 
il rapporto fra ogni lato del primo e il corrispondente lato del secondo 
{§ 260 Teor. 1"). 

2". Se due triangoli hanno un angolo eguale, e i rapporti dei due lati 
del primo triangolo, che comprendono quell'angolo, ai due lati del secondo, 
che comprendono l'angolo eguale, sono eguali, i due triangoli sono equian- 
goli fra loro, e il rapporto delta terza coppia di lati è eguale a quello delle 
altre due coppie (§ 260 Teor. 2°). 

3°. Se sono eguali i rapporti dei tre lati di un triangolo ai tre lati di 
un altro triangolo, i due triangoli sono equiangoli fra loro (§ 260 Teor. 3"). 

4". In un triangolo rettangolo 

a) l'altezza relativa all'ipotenusa è media proporzionale fra le proie- 
zioni dei cateti sull'ipotenusa; 

b) un cateto è medio proporzionale fra la propria proiezione sull'ipo- 
tenusa e l'ipotenusa stessa (§261 Teor.) 

5°. I segmenti, che un circolo detei-mina sopra due secanti, a partire dal 
loro punto d'incontro, formano una proporzione, in modo che due segmenti 
di una stessa secante sono medii e gli altri due estremi (§ 265 Teor. 1°). 

6". Se da un punto estemo ad un circolo si tira una tangente ed una 
secante il segmento di tangente è medio proporzionale fra i segmenti della 
secante, che hanno per estremi Ìl punto considerato ed i due punti d'in- 
contro col circolo (§ 265 Teor. 2'). 

7". Il rapporto fra il diametro del circolo circoscritto ad m triangolo 
ed un lato del medesimo è eguale al rapporto di un altro lato del trian- 
golo all'altezza relativa al terzo lato (§ 266 Teor.) 

S». Se la bisettrice di un angolo into-no, od esterno, di un triangolo 
incontra la retta del lato opposto, il rapporto delle distanze di questo punto 
d'intersezione dai due vertici del triangolo, che si trovano su quella retta, 
è eguale a quello degli altri due lati {§ 268 Teor.) 

9*. La parte aurea di un segmento è media proporzionale fra l'intero 
segmento e la sua parte minore (§ 274). 

Oelinizione. — Un segmento, diviso in sezione aurea, dìcesi nnche diviso in mtdia 
ti eSrema ragione- 

352. Problema 1". — Costruire la quarta proporzionale rispetto a tre 
segmenti dati. 
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Se a, b, e sono tre segmenti dati (fig. 283); condotte due rette che si 
tagliano in un punto O, si prendano sopra una di esse due segmenti 




Fig. 283. 

OA = a, BB' = é, e sull'altra un segmento OC E e, indi si tiri la retta AC, 
e per i punti B, B' si conducano le BD, B'D' ad essa parallele. Il segmento 
DD' è il segmento richiesto. 

Infatti si ha pel Teorema di Talete. 
OA:BB' = OC:DD'. 

Problema 2". — Costruire la terza, la quartana 
quinta.,., proporzionale rispetto a due segmenti dati- ; 

Sieiio a, b due segmenti qualunque (fìg. 281). 
Ripetendo la stessa costruzione del problema pre- I 
cedente, ove si supponga b^c, troveremo la terzii 
ic proporzionale d,; quindi applicando la stessa costru- 
^ zione ai segmenti a, b, e, troveremo la quarta ecc. ; 
Ecco uno dei modi piU semplici per eseguìru 1 
le costruzioni accennate. Sui due lati di un an- 
golo si prenda OA ~ OA' ^ a, OB = OB' E *," indi, | 
condotte le rette AB', A'B, si tiri per B' una 
parallela alla A'B; perii punto d'incontro C, di 
questa parallela 
coH'altro lato dell'angolo si conduca una 
parallela alla AB', e per il punto d'in- 
contro Cj di questa parallela col primo 
lato dell'angolo si conduca una parallela 

alla A'B, ecc. I segmenti OC., OC,, OC 

sono rispettivamente il terzo, il quarto, 
il quinto.... proporzionale rispetto ad 



Problema 3*. — Dividere un seg- 
mento in parti proporzionali a varii seg- 
menti dati in un certo ordine. 



Sopra un lato di un angolo si pren- / 
da, a partire dal vertice, un segmento ** 

OC eguale al segmento che si vuole dividere (fig. 285), e sull'altro Iat«, 




Fig. 28*. 
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B partire dal vertice, si prendano i segmenti adiacenti OA, AB. BC, 
eguali ai dati segmenti. Tracciata la CC e per i punti A e B condotte 
le parallele alla CC, i loro punti d'incontro A',B colla OC dividono il 
segmento OC in parti proporzionali ai segmenti OA, AB, BC. 



CAPITOLO II 



Omotetia e Blmilìtudine. 



1. 



- FIGURE OMOTETICHE. 



353. Teorema. — Se due triangoli si corrispondono, in modo che le 
rette congiungenti i vertici corrispondenti concotTano in un punto, e che 
àie lati dell'uno siano paralleli ai corrispondenti lati dell'altro, anche i due 
tnti rimanenti sono pafalleli. 

Abbianai (fig. 286, 287) i due triangoli ABC, A'B'C, tali che le rette 
AA',BB', OC concorrano in un punto e che ì Iati AB, AC sieno paral- 
leli ai Isti A'B', A'C; vogliamo dimostrare che 
anche i lati BC, B'C sono paralleli. * 

Se i due triangoli ABC, A'B'C sono situati 
in due piani diversi a, a', questi son paralleli, 
perchè contengono due coppie di rette rispet- 
tivamente parallele, e perciò le due rette BC, 
B'C sono parallele, come intersezioni dei piani 
2, a' col piano OBC. 

Se poi i due triangoli 
', ABC, A'B'C, sono nello 

etesso piano, si conduca 
per il punto una retta 
OD fuori del piano dei 
due triangoli. Si unisca 
A con un punto D di que- 
sta retta, e si conduca 
per A' la parallela a que- 
sta retta; essa incontrerà 
la OD in un punto D'. 
I due triangoli ABD, j 
f, A'B'D' si trovano nelle 
' condizioni dell'enunciato 
del teorema e sono in 
piani diversi, perciò BD e 

è parallela a B'D'; per la Fig. 287. 

stessa ragione CD è pa- 
rallela a CD'. Ne segue che i piani BCD, B'C'D' son paralleli, e quindi 
anche le rette BC, B'C sono parallele, come intersezioni di due piani 
paralleli con un terzo. 




Fig. 286. 
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354. Essendo data (fig. 286, 287) una figura 2 qualunque dello 
spazio ed un punto 0, si pub costruire un'altra figura S', ì cui punti 
corrispondano univocamente a quelli di S nel modo seguente: ad un 
punto arbitrario A di 2! si faccia cornspondere un punto arbitrario!' 
della retta OÀ, ad un altro punto qualunque B di 2 si faccia coni- 
spondere il punto d'incontro B' della retta OB colla parallela ad AB 
condotta per il punto A'. La corrispondenza è univoca, perchè per 
mezzo della costruzione indicata un punto B di S ne individua uno ed uno 
solo di 2j', e viceversa un punto B' di S' ne individua uno di S, che è l'tn- 
tersezione della OB' colla retta parallela ad A'B' condotta per il punto A. 

per il teorema precedente le due figure cosi costruite si corri- 
spondono univocamente, in modo che due punti corrispondenti giac- 
ciono sopra una retta, che passa per 0, e due o più punti di ciascuna 
figura situati in linea retta corrispondono ad altrettanti punti dell'altra 
figura situati sopra una retta parallela alla prima. 

Si noti inoltre che se due punti A, A' corrispondenti sono situati 
sopra la retta OA dalla stessa parte del punto 0, anche due altri punti 
corrispondenti B, B' si trovano sulla loro retta dalla medesima pai-te 
di ; se invece due punti corrispondenti A, A' sì trovano sulla loro 
retta in parti opposte rispetto a 0, anche due_^ altri punti corrispon- 
denti B, B' si trovano pure in parti opposte rispetto a 0, 

Definizioni, ^ 1*. Due figure ai dicono omotetiche, quando i loro elementi si 
corriapondoDo univocnineate, io moda cbe le tette cangiungenti ogni coppia di punti 
cor riapoD denti passino per uà punto fisao, detto cenlio d'omotetia, e h due o piii punti 
di UDII figura situati sopra una retta corrispondano altrettanti punti deli'altra figa» 
situati sopra una retta parallela alla prima. Tale corrispondenza chiamasi una omotetia. 

2*. Due punti corrispondenti in una omotetia si dicono ancbe omologhi. 

3*. Due figure ornoteticlie si dicono direttamente o inversamente omotettehe. se- 
condo che ti centro d'omotetia è esterno o interno al segmento, cbe ha per estremi 
due punti omologhi qualunque. 

Data una figura S (fig. 288), se ne può costruire un'altra S', Ì cui 
elementi corrispondano univocamente a quelli di I! colla seguente legge. 
Ad un punto A di 2 si faccia corrisponaere un altro 
punto arbitrario A'; a un altro punto B di 2Ì si faccia 
corrispondere il punto d'incontro della retta, condotta 
\^ per il punto A' parallela ad AB, colla retta condotta 
per B parallela ad AA'. La corrispondenza è eviden- 
temente univoca. 

4*. Due figure si dicono omotetiche affini, quando i loro 

elementi si corrispondono nnivecamente, in modo che le rett^ 

oongiungenti le coppie di punti omologhi sieno parallele, t 

che a due o piì) punti situati in linea retta di una figura 

corrispondano altrettanti punti dell'altra figura, situati aopra 

1 retta parallela alla prima. Tale oorrispondensa si chiama 

I omotetia affine. 

Ogni retta che oontiene due punti corrispondenti dicesi 

Fig. 288. 355, Da quanto abbiamo detto nei §§ precedenti 

risultano immediatamente i seguenti 

Corollari. — 1°. Una omotetia è individttata, quando sono dati il 
centro e due punti omologhi. Una omotetia affine è individuata, quando 
sono dati due punti omologhi. 
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2°. Una omotetia è individuata, quando sì conoscono due coppie di 
punti omologhi. 

Infatti, se A, B sono due punti rispettivamente omologhi a due 
punti A', B' si ottiene il centro d'omotetia mediante l'intersezione delle 
ratte AA', BB', e quindi l'omotetia è individuata, per il Corollario pre- 
cedente. 

Si osservi che, se i due segmenti AB, A'B' sono eguali, i segmenti 
AA', BB' non si incontrano, e le due figure sono omotetiche affini, es- 
sendo le rette AA', BB' parallele (§ 105). 

5". Due figure omotetiche affini sono eguali. 

4°. Se il centro d'omotetia divide per metà U segmento, che ha per 
(Stremi due punti omologhi, le due figure sono inversamente omotetiche, e 
simmetriche rispetto al centro. 

5". In due figure omotetiche, a tre o più punti di una figura situati 
in un piano, che non passi per il centro d'omotetia, (o non sia parallelo 
ad una direttrice dell'omotetia, se l'omotetia è affine), corrispondono nel- 
l'altra figura altrettanti punti situati in un altro piano parallelo al primo. 
A tre o più punti di un piano, che passa per ti centro (o è parailelo a 
una direttrice, se Votnotetia è affine) corrispondono altrettanti punti dello 
stesso piano. 

6". Ogni figura omotetica ad un poligono è un altro poligono che ha 
i lati e le diagonali rispettivamente paralleli ai lati e alle diagonali cor- 
rispondenti del poligono dato. 

7°. Ogni figura omotetica ad un poliedro è un altro poliedro, che ha 
gli spigoli, le diagonali e le facce rispettivamente paralleli agli spigoli, alle 
diagonali e alle facce del poliedro dato. 

8°, Due triangoli, che si corrispondono univocamente, in modo che i 
loro iati coi-rispondenti sieno paralleli, sono omotetici. 

Infatti se i due triangoli ABC, A'B'C sono tali che i Iati AB, AC 
BC del primo sieno rispettivamente paralleli ai lati A'B', A'C, B'C'del 

secondo, si può costruire l'omotetia individuata dalle coppie di punti 
A,A'; B, B. Allora le coppie di rette AC, A'C; BC, B'C' sono cor- 
rispondenti in questa omotetia, e perciò C, C sono pure punti corri- 
spondenti. 

9°. Se due figure si corrispondono, in modo che le rette, congiutwenti 
un punto qualunque C dell'una con due punti fissi A,B della stessa fwura 
sieno parallele alle rette, congiungenti il punto C corrispondente a C coi 
punti A', B' corrispondenti ad A, B, e che le rette AB, A'B' sieno paral- 
lele, le due figure sono omotetiche. 

356. Teorema, — Se due figure sono omotetiche, il rapporio di un 
segmento qualunque della prima al segmento corrispondente della seconda 
è costante, e gli angoli formati da due coppie di rette corrispondenti sono 
eguali. 

l". Sieno A, A'; B,B'; C, C; D, D' (fig. 288 e 289) quattro coppie 
qualunque di punti corrìspondenti di due figure omotetiche rispetto ad 
un centro d'omotetia 0. Si deve dimostrare che esiste la proporzione 

AB : A'B' = CD : CD. 
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Infatti, poiché le due rette AB, A'B' sono pai-allele, i due triangoli 
OAB, OA'B' sono equiangoli fra loro, e perciò 
si ha la proporzione "" 

AB : A'B' = OB : OB'. 

Per le stesse ragioni, essendo la BC paial- 
lela a B'C e CD parallela a CD', si ha pure 

OB:OB'=OC:OC', 
OC : OC = CD: CD', 

e quindi si ha pure 

AB : A'B' = CD : CD'. 

Se le due figure sono 
omotetiche affini, alloi-a 
il rapporto di due seg- 
menti corrispondenti è 
eyidentemente costante 
e ed eguale ad 1. 

2°. Gli angoli _ for- 
mati da due coppie di 
semirette corrispondenti 
delle due figure omoteti- 
che date, per esempio 
quelli formati dalle coppie AB, AC e A'B', A'C, sono eguali, perchè i 
loro lati sono diretti nello stesso senso, quando le due figure sono diret- 
tamente omotetiche, o omotetiche affini, e diretti iu senso contrario, se 
le due figure sono inversamente omotetiche. 

2. — rXQDBE SIMILI. 

357. Date due figure lì, S' omotetiche, se teniamo fissa l'una di 
esse e portiamo la seconda in un'altra posizione qualunque dello spazio, 
è evidente che in generale non sussisteranno più le proprietà, che defi- 
nisce l'omotetia, che cioè le rette coi-rispondenti siano parallele e le rette 
congiungentì le coppie di punti corrispondenti passino per uno stesso 
punto, che sieno parallele. Restano però invariate le proprietà enun- 
ciate dal teorema del § precedente, cioè gli elementi delle due figure S, S' 
si corrispondono univocamente, in modo che sia costante il rapporto di un 
segmento qualunque della prima al corrispondente della seconda, e che 
gli angoli formati da due semirette corrispondenti sieno eguali. Queste 
considerazioni mostrano l'esistenza di figure determinate dalle seguenti 





Fig. 289. 



Fig. 290. 



Definizioni. - 






'. Due figure, i cui punti sì corrispondono univocameDte, 
sue a più punDi in Jinea retta della prima corrispondano altrettanti punti in linea 
retta della seconda, si dicono simili, se è costante il rapporto di ogni segmento 
della prima al corrispondente della seconda, e se sono eguali tutti gli nugoli for. 
mati da due coppie di semirette corrispondenti, uscenti da due punti corrispondenti. 
Gli elementi corrispondenti di due figure simili si dicono anche omologhi, 

2*. 11 rapporto costante fra un segmenta della prima figura e il corrispondente 
della seconda dicest rapporto di similitudìna. 
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358. Teorema 1°. — Due figure, non piane, simili sì possono portare 

od essere omotetiche in infiniti modi. 

Sieno S, S' due figure omotetiche; A, B, C, D quattro punti del- 
l'una, non situati in un piano rispettivamente corrispondenti a quattro 
punti A', B', C, D' dell'altra. Gli angoli ABC, CBÌ), DBA essendorispet- 
tivamente eguali agli angoli A%C', C'B'D', D^A', Ìl triedro B~.ACD 
è eguale al triedro B'.A'C'D', oppure al suo opposto, e potremo perciò 
portarlo a coincidere con uno dei triedri formati dalle parallele, con- 
dotte per un punto arbitrario dello spazio, alle tre rette B'A', B'C, B'D', 
Se i due triedri sono eguali, le coppie di semirette BA, B'A' ; BC, B'C; 
BD, B'D' risulteranno dirette nello stesso senso, e se uno dei triedri 
suddetti è eguale all'opposto al vertice dell'altro, te coppie suddette 
risulteranno dirette in senso opposto. 

Nel primo caso (fig, 289) i punti A, A' si trovano in una stessa parte 
del piano ABB'A' rispetto alla_retta BE' e perciò, se il rapporto di si- 
militudine è 1 (e quindi è BAEB'A'), la AA' risulta parallela alla BB', 
e se il rapporto di similitudine è diverso ed 1, la A A' incontra la BB' 
in un punto esterno al segmento BB', il quale, essendo i triangoli 
OBA, OB'A' equiangoli fra loro, verifica la proporzione 

OB : OB' = BA : B'A' , 
ossia: 

OB : OB' = K : 1, 

ove K è il rapporto di similitudine. 

Nello stesso modo si dimostra che le CO', DD' sono parallele alla 
BB', se il rapporto di similitudine è 1, e incontrano la BB' in un punto 
0, , che verifica la proporzione 

0,B:0,B' = K:1, 

e die perciò coincide con 0, se il rapporto K è diverso da 1. 

Ne segue che i due tetraedri ABCD. A'B'C'D' sono omotetici af- 
fini, o direttamente omotetici, rispetto al centro 0. 

Se ora si prendono a considerare altri due punti corrispondenti 
qualunque E, E, si vede facilmente che anche le semirette BE, B'E' 
devono essere dirette nello stesso senso, dovendo gli angoli EAB, 
EBG, eSd essere rispettivamente eguali agli angoli E'B^A' , E'B^'C, 
E'B'D', e perciò la EE' è anch'essa parallela alla BB', o passa perO, 
secondo che il rapporto di similitudine è eguale a 1, o diverso da 1. 

Dunque le due figure S, 2!' o ^ono omotetiche affini, o direttamente 
omotetiche. ^ 

Nel caso poi in cui ognuno dei due triedri B.ACD, B . A'C'D' è 
eguale all'opposto al vertice dell'altro, si dimostra in modo simile che 
le due figure si possono portare ad essere inversamente omotetiche. 
Nel caso in cui il rapporto di similitudine sia 1 le due figure diven- 
gono simmetriche rispetto a un punto. 

Corollari. — 1". Tutte le omotetie, alle quali si possono fare appar- 
tenere due figure simili, non piane, sono della stessa specie, cioè o tutte 
dirette o tutte inverse. 
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5°. Se due figure non piane S, S' sotto simili, i triedri formati da 
tre semirette della prima sono tutti rispettivamente eguali ai triedri for- 
mati dalle semirette corrispondenti della seconda o sono tutti eguali agli 
opposti di questi. 

Definizione. — Due figure siiiiili ai dicono direttamtnle o ineerea mente aiiMÌlI 
secando che il triedro formato da tre semirette dell'una è eguale al triedro formalo 
- dalle tre semirette corrispondenti della seconda, oppure è eguale al suo opposto. 

Corollario 8°, — Due figure, non piane, diseguali, direttamente si- 
mili si possono in infiniti modi portare ad essere direttamente omotetiche, 
ma non inversamente; due figure non piane inversamente simili si pos- 
sono in infiniti modi portare ad essere inversamente, ma non direttamente, 
omotetiche. 

Teorema 2". — Due figure piane simili si possono portare in infiniti 
modi ad essere direttamente, od inversamente, omotetiche. 

Questo teorema sì dimostra come il precedente, portando le due 
gure in uno stesso piano, o in piani paralleli, in modo che due seg- 
E' menti eóriispondenti sieno paralleli. 

359. Teorema. — Due figure si- 
mili ad una terza sono simili fra 

loro. 

Se S, 2' sono due figure simili 
ad una terza S", gli angoli formati 
da due semirette ai 2 e dalle due 
semirette corrispondenti di 2' sono 
eguali all'angolo formato dalle semi- 
rette corrispondenti di S", e perciò 
sono eguali fra loro. Inoltre essendo 
A, B, C . . . . , A", B', C . . i punti delle 
figure S, 2', corrispondenti a punti 
qualunque A", B", C" di S", si hanno 
le proporzioni 

AB : A'B" = AC : A"C" = . . . = BC : B"C" = . . . 
A'B' : A"B' = A'C : A"C" = . . . = BC : B"C" =...., 

dalle quali si ricavano le altre 

AB : AB' = AC : A'C = . . . = BC : B'C = ....; 

dunque 2) e 2^' sono simili. 

Corollari. — 1". Data una figura qualunque S, si può costruire una 
ed una sola figura S' ad essa direttamente, o inversamente simile, in modo 
che abbia per punti corrispondenti a tre punti arbitrari A, B, C di S, non 
in linea retta, t tre vertici, A', B', C di un triangolo A'B'C, equiangolo al 
triangolo ABC. 

Per ottenere la figura S' basterà portare il triangolo A'B'C ad es- 
sere direttamente, o inversamente, omotetico al triangolo ABC, e poi 
costruire la figura corrispondente a S in questa omotetia. 
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2°. Due poligoni simili si possono scomporre in infiniti modi in un 
egual numero di triangoli simili, disposti nello stesso modo; viceversa, se 
due poligoni si possono scomporre in un egual numero di triangoli simili 
disposti nello slesso modo, essi sono simili. 

Sieno, infatti, ABCDE, A'B'C'D'E' (fig. 292) due poligoni simili. 
Scomposto in un modo arbitrano uno di essi, per es. per mezzo dei 
segmenti che congiungono un punto interno ad esso coi vertici, si 




Fig. 292. 



trovi nell'altro il punto 0' omologo. I triangoli O'A'B', O'B'C, O'C'D', 
O'D'E', O'E'A' sono rispettivamente simili ai triangoli OAB, OBC, OCD, 
ODE. OEA. 

Viceversa, se due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E' sono scomposti in 
triangoli simili, egualmente disposti, si rendano omotetici due trian- 
goli OAB, O'A'B'. È facile vedere, che allora anche le altre coppie di 
vertici C, C; D, D'; E, E' sono coppie di punti omologhi in questa 




Fig. 293. 



" 5". Due poliedri siinili si possono in infiniti modi scomporre in un 
egual numero di tetraedri rispettivamente simili, e similmente disposti; vi- 
ceversa, se due poliedri sono scomposti in egual numero di tetraedri simili 
e disposti nello stesso modo, sono simili. 
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1". Date per es. due piramidi VABCDE. V'A'B'C'D'E' (fig. 293) simili, 
si potrà scomporre la base dell'una nei triangoli OAB, ODO, OCD, ODE, 
OEA, e la base dell'altra nei triangoli O'A'B', O'B'C O'C'D'. O'D'E O'EA' 
rispettivamente simili ai precedenti; allora le due piramidi si potranno 
scomporre nei tetraedri, che hanno per vertici V,V' rispettivamente e 
per basi i triangoli suddetti, e questi tetraedri saranno due a due si- 
mili fra loro. 

2». Dati poi due poliedri convessi ABCDEFHK, A'B'C'D'B'F'H'K' 
simili (fig. 293), si scomponga in modo arbitrario il primo di essi, per es. 




Fig. 294. 



nelle piramidi, che hanno per vertice un punto interno ad esso e per 
basi le varie sue facce. Se 0' è il punto omologo di nel secondo po- 
liedro, è chiaro che questo poliedro pub scomporsi nelle piramidi, che 
hanno per vertice 0' e per basi le facce del poliedro, e queste piramidi 
sono rispettivamente simili alle piramidi, in cui è scomposto il primo 
poliedro. Scomponendo poi le coppie di piramidi simili ottenute in te- 
traedri simili, i due poliedri restano pure scomposti in tetraedri aiinili. 

360. Teorema 1". — Due triangoli sono simili, se i tre angoli del- 
l'uno sono ordinatamente eguali ai tre angoli dell'altro. 

Infatti, se due triangoli sono equiangoli fra loro, i rapporti dei tre 
lati dell'uno ai corrispondenti lati dell'altro sono eguali (§ 351 Cor. 1'). 

Teorema 2". — Due triangoli sono shnìli, se hanno un angolo egualt, 
e sono eguali i rapporti dei due lati del pì-imo triangolo, che comprendono 
quell'angolo, ai due lati del secondo, che comprendono l'angolo eguale. 

Infatti, i due triangoli (§ 351 Cor. 2") sono equiangoli fra loro, e 
quindi {Teor. prec) sono simili. 

Teorema 3°. — Due triangoli sono simili, se sono eguali ì rapporti 
dei ire lati dell'uno ai corrispondenti lati dell'altro. 
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>") sono equiangoli fra loro, e 



Infatti, i due triangoli (§ 351 Cor. 
qaindi (Teor. 1") sono simili. 

Teorema 4°. — Due triangoli sono simili, se i tre tati dell'uno sono 
rispettivamente paralleli, oppure perpendicolari, ai tre lati dell'altro; e si- 
tuati nello stesso piano. 




Fig. 295. 

Infatti, se i lati dei triangoli ABC, A'B'C sono ordinatamente pa- 
ralleli, e perpendicolari, e situati nello stesso piano, i loro angoli de- 
vono essere eguali o supplementari (§S 49 e 70). Quindi, indicando con P 
un angolo piatto, potrebbero presentarsi i seguenti casi: 

1". I tre angoli di un triangolo 
sono supplementari di quelli del- 
l'altro, cioè 

A + A'EP, 

'C+'C'=R 

2". Un angolo del primo trian- 
golo è eguale al suo corrispon- 
dente, e gli altri due sono supple- 
mentari dei corrispondenti. 

Per esempio 




Fig. 296. 



A = A', B + E 



3". Due angoli di un triangolo sono eguali ai corrispondenti, 
jolo è supplementare del corrispondente. 
Per esempio 

A = A', B^B', C^+C^HP 



P, C + C'=P. 
l'altro 



4". I tre angoli del primo triangolo : 
quelli dell'altro, cioè 

A^r, B'^B^, 



ono rispettivamente eguali a 
= C^ 
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Nei primo caso sarebbe 

il che è assurdo, dovendo essere 

A + B + C5P , r+B'+C'E?: 

Nel secondo caso sarebbe 

A + B~+^+A'+B'+(? = 2P+2A:, 
e ciò è assurdo per la ragione detta sopra. 

Nel terzo caso, dovendo essere C il supplemento della somma A + B, 
e C il supplemento della somma ^'+S', ed essendo A+§^E A'+B' si 
avrebbe C5C', Perciò questo caso si riduce all'ultimo, il quale è eviden- 
temente il solo possibile. 

I due triangoli ABC, A'B'C, avendo dunque i loro angoli rispet- 
tivamente eguali, sono simili. 

361. l'eorenia 1°. — Due poligoni di n lati sono simili, se sono eguali 
i rapporti di a — 1 lati del primo ai lati omologhi del secondo, e gli n— 2 
angoli del primo poligono, compresi fra quei lati, sono ordinatamente egucdi 
ai corrispondenti dei secondo. 

Sieno ABCDEF, A'B'C'D'E'F (fig. 297) due poligoni, tali che sieno 
verificate le condizioni AB: A'B'=BC:B'C'=CD:C'D'=DE :D'E'=EP: 
:E'F', e di piii'BEB'rC^'C', DED', £^"2'. 




Fig. 297. 

Condotte le diagonali dei due poligoni, che hanno un estremo nel 
vertice A e nell'omologo A', si trova, che i due triangoli ABC, A'B'C 
sono simiJi, perchè gh angoli B, B' sono eguali, e sono eguali i rapporti 
dei lati che comprendono questi angoli; perciò è BCA = B'C'A' e 
AC : A'C = BC : BC Da questa proporzione e dell'altra BC : B'C'=CD :C'C' 

AC:A'C' = CD:C'D' 
Ne segue che i triangoli ACD, A'C'D' sono simili, perchè gli an- 
goli ACD, A'C'D' sono eguali come differenze di angoli eguali, e sono 
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eguali i rapporti dei lati, che comprendono questi angoli. Collo etesso 
ragionamento si dinioBti'a che sono simili i triangoli ADE, À'D'S', e 
saccessi vamente che sono simili i triangoli AEP, A'E'P'. Adunque i duo 
poligoni ABCDEP, A'B'C'D'E'P', essendo scomposti in un egual numero 
di triangoli simili e similmente disposti, sono simili. 

Teorema 2". — Due poligoni convessi dì n lati sono simili, se n— 1 
angoli del primo sono eguali ordinatamente ai corrispondenti angoli del 
secondo, e se sono eguali i rapporti delie n— 2 coppie di lati, che hannoper 
estremi i vertici degli angoli eguali. 

Nei poligoni ABCDEP, A'B'C'D'E'P' (fig. 297) sia AE A^, ^E!B', 

AB : A'B' = BC : B'C = CD : CD' = DE : D'E'. 

Condotte le diagonali dei due poligoni, che hanno un estremo in 
uno dei punti A, A', si dimostra come nel teorema precedente, che 
sono simili le coppie di triangoli ABC, A'B'C; ACD, A'C'D'; ADE 
A'D'E', e perciò si ha BAC £ B'A'C, CAD E C'A'D', DAE = D'A'E', 
DEA E D'E' A'. _ ^ ^ 

Essendo inoltre F^B E F'A'B', PED = P'E'D' per ipotesi, se ne può 
concludere che gli angoli FAE, P'A'E' e gli angoli PEA, P'E'A' sono 
eguali, come differenze di angoli eguali, e perciò anche i due triangoli 
AEF, A'E'F' sono simili. 

Adunque i due dati polìgoni si possono scomporre in un egual nu- 
mero di triangoli simili e similmente disposti, e perciò essi sono simili. 

Teorema 3". — Due poligoni di n lati sono simili, se sono eguali i 
rapporti di tutti i lati del primo ai corrispondenti lati del secondo, ed n— 3 
angoli consecutivi del primo sono ordinatamente eguali ai corrispondenti 
angoli del secondo. 

Nei poligoni ABCDEP, A'B'C'D'E'P' (fig. 297) si abbia 
AB : A'B' - BC : B'C = CD : CD'-DE : D'E' = EP : E'P' = FA : P'A', 
ed inoltre 

B = S"','CEC', DED'. 

Condotte le diagonali, che hanno un estremo in uno dei punti A, A', 
si dimostra come per i due teoremi precedenti, che i triangoli ABC, 
ACD, ADE sono ordinatamente simili ai triangoli A'B'C, A'C'D', A'D'E', 
e quindi sì ha 

AE : A'E' = EP : E'P' = FA ; P'A'. 

Allora anche i due triangoli AEP, A'E'P' sono simili, perchè sono 
eguali i rapporti dei lati del primo ai corrispondenti lati del secondo. 
Ne segue che i due poligoni dati, essendo scomposti in un egual numero 
di triangoli simili e similmente disposti, sono simili. 

362. Teorema. — Il rapporto dei perimetri di due poligoni simili è 
eguale a queUo di due lati omologhi. 
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Sii i due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E' (flg. 297) sono simili si hanno 
le proporzioni AB : A'B'~BC : B'C — CD:C'D'=DE: D'E' - E A : KA'; 
e da queste si ilcava 

AB + BC + CD + DE + EA: A'B'+B'C'+C'D'+D'E'+ E'A' - AB: A'B', 

ossia, indicando con p,p' i perimetri dei due poligoni, 

p:p' =AB; A'B'. 

363. Teorema. — // rapporto di due poligoni simili è eguale al qua- 
drato del rapporto di due lati omologhi. 

Se T = ABC, r - A'B'C sono dno triangoli simili, si lia (8 319 
Teor. K). 

jr^_ AB AC_ 
1" ~AB'-A'C' 

e siccome, indicando con l, V due lati qualunque corrispondenti dei due 
triangoli, si ha 

AB AC l 

A'B'^A'C'^f' 
potremo scrivere 

Sieno ora S, S' due poligoni simili /, V due loro l&ti omologhi. Sap- 
piamo [% 359 Cor. 2) che due poligoni simili si possono scomporre in 
un egual numero di triangoli T, , T„ T, ... ; T', , T', , T', . .. , due a due 
simili e similmente disposti. Perciò si ha: 

T.' ~ T,' ~ T/ ~ ■ ■ ■ ~ UV ■ 
Ma queste proporzioni hanno un rapporto comune; quindi si ha 

T/~T,'~T,'~---- = 
e da queste proporzioni si ricava, componendo, 



T, + T. + T. + . . . 


. T, 


T,'+T,'4-Ts'+ ... 


. T," 


s iiy 





Corollari. — 1°. Due poligoni simili stanno fra loro come i quadrali 
di due lati omologhi. 

I quadrati costruiti sui lati omologhi /, V essendo poligoni simili 
si ha: 
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Da questa proporzione e dall'altra 



2". U rapporto di due poligoni simili è eguale al rapporto duplicato 
di due lati omoloffki. 

Se l, l' eono due lati omologhi di due poligoni simili S, S', e l" la 
terza proporzionale dopo /, V sì ha 

L^ L 
f ~ r ' 



e quindi 



U7 " r r~ 

L questa proporzione e dall'altra 



364. Teorema. — U rapporto delle superficie di due poliedri simili 
è eguale al quadralo del rapporto di due spigoli omologhi, ossia al rapporto 
duplicalo di due spigoli omologhi. 

Indichiamo con S, S' le superficie di due poliedri simili, con F, , 

F, , F, le facce del primo con F', , F', , F', quelle del secondo 

rispettivamente simili alle prime, con l, V due spigoli omologhi e con l" 
il segmento terzo proporzionale rispetto ad l, t, il quale cioè verifica 
la proporzione 

i-.r = 1': r. 



Per 


il Teo 


6ma del 


5 precedente abbiamo le 


proporzioni 






F' 


F, 
~F', 


=ii- =fir. 




pone 


Udo, si 


deduce 












r 

Ti 


+ F, 

— r-o7 


+ !;+--I' 





F', + P'i + F', + . 
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dunque 



Corollario. — Le superficie di due poliedri simili stanno fra loro 
come i quadrati di due spigoli omologhi. 

365. Teorema. — Se quattro segmenti sono in proporzione, il rap- 
porto di due poligoni simili, che hanno per lati corrispondenti i primi due 
segmenti, è eguale a quello di altri due poligoni simili, che hanno per lati 
corrispondenti gli altri due segmenti. 



Sìeno 



ò, e, d quattro segmenti tali che ei abbia 

a: b = e: d , 



A, B due poligoni BÌmili che hanno per lati omologhi a, b, e C, D, due 
altri poligoni simili che hanno per lati omologhi e, d. Si avrà 



Corollario. — Se quattro segmenti sono in proporzione, anche i loro 
quadrati sono in proporzione. 

366. Teorema. — Se tre poligoni simili qualunque hanno per lati 
omologhi i lati di un triangolo rettangolo, quello che ha per lato l'ipote- 
nusa è equivalente alla somma degli altri due. 

Siano S, S', 3" (fig. 298) tre poligoni simili, aventi per lati omo- 
loghi i tre lati del triangolo rettangolo ABC. 
Condotta dal vertice A dell'angolo retto la per- 
pendicolare AD all'ipotenusa, sappiamo che il 
cateto AC è medio proporzionale fra l'ipotenusa 
i BC e la sua proiezione DO suli' ipotenusa atessa 
A(§ 351 Cor. 4"); ossia che DC è la terza propor- 
/zionale lispetto a BC e AC. 

Si ha dunque {§ 363 Cor. 2->) 
: S' = BC : DC ; 




Fig. 298. 



3 per la stessa ragione si ha pure 



S : S" = BC : BD ; 
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S' : S" = DC : BD. 

Da questa proporzione si ricava, componendo, 

S' + 8" ; S' = DC + BD : DC, 
l'ero 

S' + S" : S' = BC : DC. 

Confrontando qnesta proporzione colla prima, sì 

S' f s" = a. 



Osservazione. 

i questo. 



- Il teorema di Pitagora (§ 262) è un caso speciale 



Corollario. — Il rapporto di due poligoni simili, aventi due lati omo- 
loghi eguali ai cateti di un triangolo rettangolo,- è eguale al rapporto delle 
proiezioni dei due cateti sull'ipotenusa. 

367. Teoi-ema. — Le sezioni prodotte in un angoloide convesso da 
piani paraUeli, che ne incontrino tutti gli spigoli, sono poligoni simili, che 
xtanno fra loro come i quadrati delle distanze dei loro piani dal vertice 

dell' angoloide. 



299) le sezioni prodotte nell'ango- 
VH. VH' 



Sieno ABCDE, A'B'C'D'E' 
Ioide V da due piani paralleli , e 
le distanze di questi piani dal vertice V. 

Le rètte AB, A'B' sono parallele, come 
intersezioni di due piani paralleli con un terzo ; 
eper la stessa ragione sono parallele le coppie 
di rette BC, B'C : CD, CD' ; ecc. Ne segue che 
le coppie di angoli ABC, A'B'C'; BCÌ), BCÌ)'; 
ecc., che hanno ì lati diretti nello stesso senso, 
sono eguali. 

Inoltre {§ 351 Cor. 1") si hanno le pro- 
porzioni 

AB : A'B' = VB : VB', 
BC : B'C - VB : VB', 

dalle quali si ricava . 

AB : A'E' = BC : B'C. 

Analogamente si dimostra che sono eguali i rapporti di ogni lato 
del poligono ABCDE al corrispondente lato del pohgono A'B'C'D'E'. 

Dunque i due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E' sono simili. Indicando 
poi con S, S' le loro superficie si ha (§ 363 Cor. l") 

S : S' = AB' : A^'. 

Ma, essendo AB parallelo ad A'B' ì due triangoli VAB, VA'B' sono 
simili, ed essendo pure le rette AH, A'H' parallele, anche i triangoli 
VAB, VA'H' sono simili; si hanno perciò le propomoni 
AB : A'B' = VA : VA' = VH : VH' 
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dalle quali (§ 365 Cor.) derìvano le altre 

ab' : I^'* = va' : VA^' => VH' : VlF'. 

Confrontando queste proporzioni con quella trovata prima, sì Iia 

S : S' = VH' : VW'\ 

368. Teorema. — Il rapporto di due poliedri simili è eguale alla 
terza potenza del rapporto di due spigoli omologhi. 

l". Consideriamo in primo lu^o due tetraedri simili ABCD, A'B'C'D', 
che indicheiemo brevemente con T,T'. Se i due tetraedri sono direttamente 
simili, hanno i triedri rispettivamente eguali, e perciò si ba (§ 849 Teor. 2°) 

X__AB^ _kC_ AD^ 
T' A'B' ■ AC ■ AD' 
ma, essendo l, l' due spigoli omologhi qualunque, si ha 

AB AC AD l 
A'B' AC A'D' i" 

e perciò 

Se poi i due tetraedri T, T' sono inversamente simili., si costrui- 
sca il tetraedro T, simmetrico di T' rispetto ad un punto. È facile ve- 
dere che i due tetraedri T', T, sono equivalenti, avendo basi e altezze 
eguali, e T, T, sono direttamente simili; ne segue che il loro rapporto 
e quindi anche quello dei tetraedri T, T' è eguale alla terza potenza dei 
rapporto di due spigoli omologhi. 

2°. Sieno ora F, P' due poliedri simili qualunque, ed /, V due loro 
spigoli omologhi. Scomposti i due poliedri in un egual numero di te- 
traedri simili e disposti nello stesso modo T, ,T'x ;T, ,T',;T,,T',; .... 
si hanno l'eguaglianze 



'L.-dV i±-iiy jjL-iiY 

T', W'/ ' T-, \ll 'T', \l'] 



T 

dalle quali si ricava 

T', "T',~T'a" ' 

e quindi, componendo, si ha 

T, -t-T. + T,+ T, 

T', + T'. + T'.+ T'. 

ossia 

p (ly 



Corollari. — 1°. Due poliedri simili stanno fra loro come i cubi di 
dwe spigoli omologhi. 
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I cubi dei due spigoli l, l' essendo poliedri simili, il loro rapporto 
iguale alia terza potenza del rapporto degli spigoli stessi, perciò 



ì)a questa eguaglianza e dalla precedente si ricava 

F' - 7" • 

2°. Il rapporto di due poliedri simili è eguale al rapporto triplicato di 
due spigoli omologhi. 

Essendo l", V" i segmenti terzo e quarto proporzionale dopo /, V (spi- 
goli omologhi dei poliedri P, P') si Ita 



r-p 


i" 






i- r 

r ■ r 


i 



e perciò 


/ ; \ « / i' 




(l)-i-F- 


Da questa eguaglianza 


e dall'altra 


8i deduce 


P II 

P i 

p.-,... 



369. Teoremi. — Se quattro segmenti sono in prt^rzione, il rapporto 
di due poliedri simili, aventi per spigoli omologhi i primi due segmenti, è 
eguale a quello di altri due poliedri simili, aventi per spigoli omologhi gli 
altri due segmenti. 

Dimostrazione analoga a quella del § 365. 

Corollario. — Se quattro segmenti sono in proporziont, anche i loro 
cubi sono in proporitione. 

3. — ALCUNI FROBLEUI. 

370. Problema. — Costruire un poligono, che sia simile ad un poli- 
gono dato, ed abbia un lato, omologo ad un lato del dato poligono, eguale 
ad vn segmento dato. 

Sia ABCDEF (fig. 300) il dato poligono, A'B' il dato segmento, al 
quale deve essere eguale il lato del poligono, che si deve costruire, omo- 
logo al lato AB. Tracciate tutte le diagonali del poligono dato, che hanno 
un estremo in A, per i punti A', B' si conducano, dalla medesima parte 
della retta A'B', due semirette A'C, B'C, tali che gli angoli C'A'B', C'B^A' 
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sieno eguali agli angoli CAB, CBà rispettivamente. Queste semiretta 
s'incontrano in un punto C, e i triangoli ABC, A'B'C sono simili (§ 360 
Teor. 1°). Con la stessa costruzione formiamo un triangolo A'C'D' simile 
ad ACD, e disposto rispetto al triangolo A'B'C come ACD è disposto 
rispetto al triangolo ABC; cosi successivamente costruiamo un trian- 
golo A'E'D' simile ad AED e disposto rispetto al triangolo A'C'D' 




come AED è disposto rispetto al triangolo ACD, poi un triangolo A'E'F' 
simile ad AEF e disposto rispetto ad A'D'E' come ADF è disposto ri- 
spetto ad ADE. 

Il poligono ATÌ'C'D'E'F j che si ottiene, è composto di triangoli ri- 
spettivamente simili a quelli, nei quali è stato scomposto il dato poli- 
gono dalle sue diagonali, che hanno un estremo in A, e so 
nello stesso modo; perciò esso è il polìgono domandato. 



371. Problema. — Costruire : 
che il rapporto fra il dato poligone 
al rapporto di due dati segmenti. 



1 poligono simile ad ano dato, in modo 

e quello che si nuol costruire sia eguale 



Sia S il dato poligono, m, n i dati segmenti, e sia S' il poligono che 
si vuol costruire, simile ad S, in modo che sia verificata la proporzione 



Si descriva un semicircolo, che abbia per diametro la somma BD-I- DO 
"-"-' '-' '"- """ Dal punto D si elevi la perpendico- 

lare a 6C, che incontra in un 
punto A il suddetto semiclrcolo; 
indi, condotte .le rette AB, AC, 
ai prenda sulla retta AB, a par- 
tire da A e dalla medesima parte 
del segmento AB, un segmento 
AB' eguale ad un lato del poli- 
gono S, e per il punto B' si con- 
^ duca una retta parallela a BC. 
Pj gQj che incontra le AC, AD in due 

*' punti C, D'. 

Se ora costruiamo un poligono S' simile ad S, e che abbia il lato 
omologo ad AB' eguale ad A(f, esso è il poligono richiesto. 
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Infatti il triangolo B'AC essendo rettangolo in À, e AD' essendo 
peipendicolaie all'ipotenusa B'C, si ha (§ 366 Cor.) 
S : S' = B'D' : D'C. 
Siccome poi le rette BC, B'C sono parallele, si ha pure {§ 348 
Cor. 11») 

B'D':D'C' = BD:DC; 
e perciò 

S : S' = ED : DC, 
ossia 

S:S' = m:n. 
372. Problema. — Costruire un poligono, che sia simile ad un dato 
poligono S, ed equivalente ad un altro poligono P. 

Costruiamo due quadrati rispettivamente equivalenti ai due poli- 
goni dati S, P, e sieno l, l' i loro Iati. Se «» è un lato del poligono S, 
si costmiaca un segmento m' quarto proporzionale rispetto a /, V, m 
|§ 352 Prob. 1"), tale cioè che sia verìucata la proporzione 

(1) l:l'=m:m'; 

e infine si costruisca un poligono S' simile ad S, che abbia il lato omo- 
logo ad m eguale ad m'. Questo è il polìgono domandato. 
Infatti SI ha _ _ 

S:P=i':i'' 
S:S'=m':m'\ 
Ma dalla proporzione (1) si ricava l'altra (§ 365 Cor.) 



e perciò si ha la proporzione 

S:P = S 



CAPITOLO III 



1. — ukitì di uisube. 



373. Nel § 342 abbiamo definito il rapporto di due grandezze omo- 
genee A e B, ed abbiamo osservato che questo rapporto di A e B può 
anche chiamarsi la misura di A rispetto a B. 

Questo secondo modo di dire si adopra, in generale, solamente quando 
la seconda grandezza è una grandezza speciale, alla quale per con- 
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venzione si riferiscono tutte le altre grandezze della stessa specie, e 
che si chiama unità di misura. In tal caso il rapporto della grandezza A 
alla grandezza B si suol chiamare semplicemente la misura di A (si sot- 
tintende rispetto alla unità di misura B). 

È da osservarsi che, siccome i rapporti di due grandezze equiva- 
lenti ad una terza sono eguali, e viceversa, se i rapporti di due gran- 
dezze ad una terza sono eguali, le due grandezze sono equivalenti, si 
ha il teorema: 

Le misure di due grandezze equivalenti sono eguali, e viceversa. 

Segue da questa considerazione, che o^ni teorema relativo all'equi- 
valenza di due figure porta come corollano una eguaglianza algebrica 
fra le loro misure; e vicevei-sa. 

374. Le unità di misura delle grandezze geometriche piìi comune- 
mente adottate sono le seguenti. 

l". I segmenti si misurano rispetto a un segmento chiamato metro. 
II metro è diviso in dieci parti eguali, chiamate decimetri; il decimetro 
è diviso in dieci parti eguali, chjamate centimetri; ecc. 

2". Gli angoli si misurano prendendo per unità di misura l'angolo 
retto, che è diviso in 90 parti eguali, chiamate gradi, ciascuna delle quali 
è divisa in 60 partì eguali, chiamate minuti, ciascuno dei quali è sud- 
divìso in 60 parti eguali, chiamate secondi. 

3°. Analogamente gli archi si misurano prendendo per unità di mi- 
sura il quadrante, che e la quarta parte di un circolo: il quadrante è 
diviso in 90 parti eguali, chiamate gradi, ciascuna delle quali è divisa 
in 60 parti eguali, chiamate minuti, e cosi via. 

Siccome in uno stesso circolo, o in circoli eguali, gli archi sono di- 
rettamente proporzionali agli angoli al centro, che li comprendono, di 
maniera che la misura di un dato arco, quando si prenda per unità il 
secondo, è eguale alla misura dell'angolo al centro, eoe comprende l'arco 
medesimo, quando si prenda per unità l'angolo al centro, che comprende 
il secondo, così possiamo dire che: 

Un arco ha la stessa misura dell'angolo al centro, che lo comprende. 

4°. I diedri si misurano prendendo per unità il diedro retto, il quale, 
al pari dell'angolo retto, è diviso in parti, che si chiamano gradi, mi- 
nuti e secondi. 

Ne segue che, siccome i diedri sono direttamente proporzionali ai 
loro rettilinei, si può enunciare la seguente proprietà: 

Un diedro ha la stessa misura del suo rettUineo. 

5". Le superficie ai misurano prendendo per unità di misura il qua- 
drato, che ha per Iato l'unità lineare (metro), e che si chiama mètro 
quadrato. Un metro quadrato equivale a 100 decimetri quadrati, un de- 
cimetro quadrato a 100 centimetri quadrati, ecc. 

6°. I solidi si misurano prendendo per unità il cubo, che ha per lato 
l'unità lineare (metro), e che si chiama metro cubo. Il metro cubo equi- 
vale a 1000 decimetri cubi, il decimetro caho a. lOWi centimetri cmèi, ecc. 

Definizione. — Diconsi rispettivAinenU lunghesaa di una linea, area di una 
superficie e volume di un solido, le misure della linea, della Buperficie e del solido. 
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2. — LUNGHEZZA DEL CIECOLO. 

375. l". Abbiamo dimostrato {§ 348 Cor, 5"), che due circoli sono 
direttamente proporzionali ai loro raggi; quindi, indicando con C, C le 
lunghezze di due circoli, con K ed B quelle dei loro raggi, si ha 

C : R = C : R', 
e, moltiplicando per 2 i conseguenti, 

^ C^ 

2tt ~ 2tt'- 

Di qui si vede, che il rapporto della lunghezza di un circolo al dia- 
metro è costante, qualunque sia il circolo che si considera. Calcolato 
dunque questo rapporto per un circolo, esso varrà per qualunque altro. 
Questo rapporto è un numero irrazionale, e si suole indicare con la let- 
tera it. Un suo valore approssimato espresso in frazione decimale è 
dato da 

«=3.1415926535.... 

Fra breve vedremo in qual modo si possano trovare valori appros- 
simati di n. Avendosi 

C 

2R = ''' 
ne segue che 

C = 2nR, 

vale a dire : La lunghezza di un circolo è eguale al prodotto di n e della 
lunghezza dd diametro. 

2°. Se indichiamo con a la lunghezza di un arco di circolo e con a 
la sua misura in gradi, potendosi considerare il circolo come un arco, 
che ha per misura 360 gradi, si ha 

a : 2rtR = a : 360, 



e quindi 



«TuR 



3. — - AREE DELLE SUPERFICIE. 

376. Teorema. — La misura di un rettangolo è eguale al prodotto 
delle misure dei suoi lati. 

Se m è l'unità lineare e per conseguenza il quadrato Q che ha per 
lato m è l'unità di superficie, ed R è un rettangolo che ha per lati a, b, 
si ha (§ 349 Cor. 1<-) 

R_£ b 

Q m-m 

ossia la misura di R rispetto a Q è eguale al prodotto delle misure dì a 
e b rispetto ad m. 
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Corollari. — 1". L'area di un rettangolo è eguale al prodotto delle 
lunghezze della sua base e deUa sua altezza. 

2°. L'area di un quadrato è eguale alla seconda potenza della lun- 
ghezza del suo lato. 

Questa è appunto la ragione, per la quale in Algebra la seconda 
potenza di un numero si chiama il buo quadrato. 

3°. L'area di un parallelogrammo è eguale al prodotto delle lunghezze 
di un suo lato e dell'altezza corrispondente (§ 250 Cor, 2") 

4". L'area di un triangolo è eguale al prodotto delle lunghezze di vm 
base e della metà dell'altezza corrispondente (§ 251 Teor.) 

5". L'area di un poligono convesso circoscritto ad un circolo è eguale 
al prodotto delle lunghezze del suo perimetro e della metà del suo apo- 
tema {§ 251 Cor. 3"). 

6°. L'area di un trapezio è eguale al prodotto delle lunghezze della sua 
altezza e della semisomma delle sue basi, oppure è eguale al prodotto delle 
lunghezze della sua altezza e della sezione media (§ 252). 

7". L'area di un cerchio è eguale al prodotto delle lunghezze del suo 
circolo e della metà del raggio (§ 314 Cor. 2"), od anche è eguale al pro- 
dotto del numero ti per la seconda potenza del raggio. 

Indicando dunque con S l'area di un cerchio di raggio R, si ha 

S = 2t:R.^R = 7iII'. 

S", Il rapporto di due cerchi è eguale al rapporto dei quadrati dei 
loro raggi. 

Infatti, se S, S', sono le aree di due cerchi di raggi R, R', ai lia 
S = nB', S'=n:R", 
e quindi 

S ~ R'- 
9°. L'area di un settore circolare è eguale al prodotto delle lunghezze 
dell'arco corrispondente e della metà del raggio (§ 314 Cof. 1"). 

Indicando con À l'area del settoie circolare appartenente al cerchio 
di raggio R, e con a ed a le misure dell'arco corrispondente rispetto 
al metro e al grado, si ha 

A=a - 

6, sostituendo ad o il suo valore espresso in funzione di a, avremo 
^ gTcR* 
^ ^ 860 ■ 

10". Il rapporto di due settori circolari, compresi in angoli al centro 
eguali, è eguale al rapporto dei quadrati dei raggi. 

11°. L'area della superficie laterale di un prisma è eguale al prodotto 
delle lunghezze di uno spigolo laterale e del perimetro di una sezione nor- 
male (§ 275 Teor. 1"). 
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12^. L'area delta superficie laterale di un settore piramidale, o di una 
piramide regolare, è eguale al prodotto delle lunghezze del perimetro della 
sua base e della metà del suo apotema (§ 276 Teor. 1"). 

13". L'area della superficie laterale di un settore tronco-piramidale, o 
di un tronco di piramide regolare, a basi parallele, è eguale al prodotto 
delle lunghezze dell'apotema e della semisomma dei perimetri delle basi, op- 
pure al prodotto delle lunghezze dell'apotema e del perimetro della sezione 
media (§ 276 Teor. 2-). 

14°. L'area della superficie laterale di un settore cilindrico, o di un et' 
iindro, rotondo è eguale al prodotto delle lunghezze di un arco, o di un 
àrcolo, base e dell'altezza {§ 320 Cor. 2"). 

Se R è la lunghezza del raggio della base, A quella dell'altezza del 
cilindro, ed S,S' sono le aree della superfìcie laterale e totale, si ha 



S = 27tRA, S' = 2nB(R + A). 

15°. L'area della superficie laterale di un settore conico, o di un cono, 
rotondo è eguale al prodotto delle lunghezze dell'arco, o del circolo, base 
t della mela dell'apotema (§ 325 Cor. 2"). 

Se R è la lunghezza del raggio della base, a quella dell'apotema 
del cono ed S,S' sono le aree della superfìcie laterale e totale, si ha 

S = jiR(i, S' = 7i;R(R + o). 

16". L'area della superficie laterale di un settore tronco-conico, o di 
un tronco di cono, a basi parallele, è eguale al prodotto delle lunghezze 
dell'apotema e della semisomma degli archi, o delle circonferenze basi, oppure 
i eguale al prodotto delle lunghezze dell'apotema e dell'arco, o circolo, della 
sezione media {§ 327 Cor. 2° e Z"). 

Indicando con R, R', a le lunghezze dei raggi delle basi e dell'apo- 
tema di un tronco di cono, e con S.S' la aree della superfìcie laterale 

e totale, si ha 

S = %a(U + R'), S' =» i:a {R f R') + n (B* + R'') 

17". L'area di una zona, o calotta, sferica è eguale al prodotto delle 
lunghezze di un suo circolo massimo e dell'altezza (§ 333 Cor, 2°). 

Indicando con R il raggio della sfera, con h l'altezza della zona, e 
con S la superfìcie di questa, si ha 



18". L'area di una superficie sferica è eguale al prodotto delle lun- 
ghezze di un suo circolo massimo e di un diametro (§ 333 Cor. 1"). 



19°. L'area di un angolo sferico (o fuso) è eguale al prodotto delle 
lunghezze dell'arco equatoriale e del diametro (§ 333 Cor. 3"). 
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Indicando con F l'area del fuso dato, con R ed a le lunghezze del 
raggio e dell'arco equatoriale, si ha 

P = 2R.o. 

Sostituendo ad a il suo valore espresso per mezzo della sua misura a 
in gradì, si ha anche 

20°. Indicando con T l'area di. un triangolo sferico ABC, con a, b, e 
le lunghezze degli archi equatoriali dei suoi angoli sferici, e con a, fi, y te 
loro misure in gradi, si ha 

T = R(a + i he— TtR) 

' T = ^(a + p + Y-180). 

Infatti la prima formola è data dal Cor. 4" del ^ 333, e la seconda 
si ricava sostituendo ad a,b,c i loro valori espressi per mezzo della 
corrispondente misura in gradi. 

4. — VOLUMI DEI SOLIDI. 

377. Teoi'ema. — La misura di un parallelepipedo rettangolo è eguale 
al prodotto delle misure dei tre spigoli concorrenti in un vertice. 

SetHB l'unità lineare, e per conseguenza il cubo C, che ha per lato m, 
è l'unità di volume, ed R è un parallelepipedo rettangolo clie ha per 
lati a, b, e, si ha (§ 349 Cor. 2"). 



»( m m 

ossia la misura di R rispetto a C è il prodotto delle misure di a, b, e 
rispetto ad m. 

Corollari. — 1". Il volume di un cubo è eguale alla terza potenza 
della lunghezza del suo lato. 

Questa è appunto la ragione, per la quale la terza potenza di un 
numero si chiama il suo cubo. 

2". U volume di un parallelepipedo rettangolo è eguale al prodotto del- 
l'area di una sua base e dell'altezza corrispondente. 

Infatti il prodotto delle lunghezze di due spigoli è eguale all'area 
della faccia, in cui essi giacciono, e che si può riguardare come base 
del parallelepipedo, mentre l'altro spigolo ne e l'altezza. 

5". U volume di un prisma è eguale al prodotto dell'area di una sua 
base e deUa sua altezza (§ 289 Cor. 3'). 
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4°. Il volume di una piramide è eguale al prodotto dell'area della base 
e di un terzo della sua altezza {§ 307 Cor. 1"). 

5°. Il volume di un tronco di prisma triangolare è eguale al prodotto 
dell'area di una sua base e della media aritmetica delle lunghezze delle 
distanze dei vertici dell'altra base dal piano della prima base. 

Indicando con b,h,,h,,k, le misure della base e delle distanze sud- 
dette, eoa P quella del tronco di prisma, sappiamo (§ 308 Teor.) che il 
tronco di prisma è equivalente alla somma di tre piramidi, i volumi delle 

quali sono rispettivamente q-6 , A,, -sé .A,, -^&. A,; perciò ai ha 



6°. Il volume di un tronco di piramide a basi parallele è eguale al 
prodotto della lunghezza di un terzo della sua altezza e della somma delle 
aree delle sue basi e della loro media geometrica. 

Data una piramide qualunque VABGDE (fig. 302), la cui superficie 
laterale è tagliata da un piatto parallelo a quello della base secondo un 




poligono A'B'C'D'E', si costruisca una piramide triangolare TLMN, che 
abbia la sua base LMN equivalente alla base ÀBCDE della data pira- 
mide, e che ne abbia la stessa altezza. 

Ciò fatto, se si conduce un piano parallelo alla base di questa pira- 
mide, che ne tagli la superficie laterale, e che abbia dalla base una 
distanza eguale a quella dei piani ABC, A'B'C, sappiamo che anche i 
poligoni A'B'C'D'E,', L'M'N' sono equivalenti (§ 278 Teor.) Ne segue 
che le due piramidi VABCDE, TLMN. come pure le altre due VA^B'C'D', 
TL'M'N' sono equivalenti (§ 306 Teor.), e perciò sono pure equivalenti 
i due tronchi di piramide ABCDEA'B'C'D'E',LMNL'M'N'. Ma quest'ul- 
tima è equivalente (§ 309 Teor.) alla somma di tre piramidi, che hanno 
per altezza l'altezza del tronco stesso, e per basi, una il triangolo LMN. 
un'altra il triangolo L'M'N', e la terza un triangolo che ha per base MN 
e per altezza l'altezza L'H' del triangolo L'M N'. 
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Indicando con b, b' le aree dei poligoni ABCDE, A'B'C'D'E'. e quindi 
finche dei triangoli LMN, L'M'N , e con k la mÌBura dell'altezza dei 
due tronchi, i volumi delle due prime piramidi suddette eono rispetti- 
vamente -òb.h,-Qb' .h. Indicando poi con x l'area della base della terza 

piramide, si ha 

b:x = LH : L'H' 

a;:6' = MN:M'N': 

e, siccome LH : L'H' = NM : M'N', dalle proporzioni precedenti si ricava 

bix^xib', 
donde risulta 

a; = V6 . &'; 

dunque il volume della terza piramide è-q/i- V6 .b'. 

Ke segue che, indicando con T il volume del dato tronco di pira- 
mide, si ha 

T = |ft(ò+ é' + VO"). 

7". Il volume di un settore cilindrico, o di un cilindro, è eguale al 
prodotto dell'area del settore circolare, o del cerchio, base e dell'altezza 
(§ 319 Cor. 1» e 2'>). 

Indicando con V il volume di un cilindro con R e A le lunghezze 
del raggio della base e dell'altezza, si ha dunque 

V = jrR'/(. 

8°. Il volume di un settore conico, o di un cono, è eguale al prodotto 
dell'area del settore circolare, o del cerchio, base e di un terzo dell'altezza 
{§ 324 Cor. !•> e 3"). 

Se indichiamo con V il volume di un cono, con E e A le lunghezze 
del raggio della base e dell'altezza, si ha 

9". Il volume di un settore tronco-conico, o di un tronco di cono, a basi 
parallele è eguale al prodotto della lunghezza di un terzo della sua altezza 
e della somma delle aree delle sue basi e della loro media geometrica (§ 828 
Cor. 1" e 2"). 

Indicando con V il volume del tronco e con R, R', A le lunghezze 
dei raggi delle due basi e dell'altezza, si ha 

V--|nA(R' + R'' + R.R'). 

10°. Il volume di un settore sferico è eguale ad un terzo del prodotto 
della lunghezza del raggio e dell'area della zona o calotta, che lo limiia 
{§ 335 Cor. 5"). 
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Esseado V il volume di un settore sferico, appartenente ad una 
sfera di raggio R,eh l'altezza della zona o calotta corrispondente si ha 

11°. Il volume d'una sfera è eguale a un terzo del prodotto della lun- 
ghezza del raggio e dell'area della sua superficie (§ 335 Cor. 5"). 

Se indichiamo con V il volume di una sfera di raggio R, si ha 

Indicando con D la lunghezza del diametro della sfera, si ha D = 2R, 
e perciò D' = 8R.'; se ne ricava 



22". Il volume di uno spicchio sferico è eguale a un terso del prodotto 
della lunghezza del raggio e dell'area del fuso corrispondente (§ 335 Cor. 5"). 

Essendo TJ il volume di uno spicchio sferico, F l'area del fuso ad 
esso corrispondente, R la lunghezza del raggio, a ed a la lunghezza e 
la misura in gradì dell'arco equatoriale, corrispondente al fuso, si ha 



iiJostituendo ad F il valore corrispondente, si trova anche 
ìtR'a 
" 270 ■ 

13". Il volume di una piramide sferica è eguale ad w del prodotto della 
lunghezza del raggio e dell'area del poligono sferico base (§ 335 Cor. 6°). 

Indicando con P il volume della piramide, con S la superficie del 
base, si ha 



U = 



Se la piramide è triangolare, se ne deduce, sostituendo a T i va- 
lori già trovati (§ 376 Cor. 20°), 



-TZU) 
7lR' 

'' 540 



{a + p + T-180}- 



14°. Il volume di un segmento sferico ad una base di altezza h ap- 
partenente ad una sfera di raggio R è equivalente a quello di un cono di 
raggio h ed altezza 3R — h. 
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Se DA è un arco appartenente ad una semicirconferenza di dia- 
metro DE e & è la proiezione di A so questo diametro, è chiaio die 
la figura DA3, rotando di un intero giro attorno a DE, genera un seg- 
mento sferico. 

Essendo h = DG, possono darsi tre casi: 




ft<R 



A = B 



i > ft > R. 



Se è A < R, essendo il centro del semi- 
cercliio si ha 

V = Voi (DAG) = Voi (ODA) - Voi (OGA) 



Essendo il triangolo DAE rettangolo in 
A, si ha 



e quindi 



AG' = DG.GE =A(2B-/i). 
V = -^itR'/i - -q itA (2R - h) (R - A}- 



Se poi è 2R > A >- R, sì ha in simil guisa (supposto che sia AE 
l'arco che rota) 

V = Voi (OAE) + Voi (OAG) 

= |itR*A + ^nA(2R-A){A-R). j 

In amhedue i casi si ha dunque, facendo le riduzioni, 

(1) V = |icA'(3R-A). j 

Se infine A = R, il segmento si riduce ad una semisfera, la cui mi- I 

sura è TI TE R* ; e questa espressione è identica al secondo membro della (I) 

ove si ponga in essa A = R. i 

15°. Un segmento sferico ad una base è equivalente alla somma di un 
cilindro che ha la stessa base del segmento e l'altezza epiiale alla mità 
dell'altezza del medesimo, e di una sfera che ha per diametro l'altezza 
dd segmento. 

La formula (1) può scriversi nel modo seguente ' 

V=~jcA*{6R-3A + A} j 

= ~nh.h.{2R-h) + ~Tik: I 

Posto AG = b, si ha, come abbiamo già visto, b' = h (2R — A) e quindi 

y = T,r.bn + Ìv:h\ I 
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16". Un segmento sferico a due basi è equivalente alla somma delle metà 
dei cilindri, che hanno la stessa altezza del segmenta e le basi rispettiva- 
mente eguali alle basi del medesimo, aumentata della sfera che ha per dia- 
metro l altezza del segmento. 

Chiamando a, 6 i raggi delle due baai del segmento, h la sua al- 
tezza, è chiaro che il segmento sferico pub riguardarsi come la diffe- 
renza di due segmenti sferici, ie cui basi sono a, h rispettivamente e le 
cui altezze A, , A, verificano la condizione h = h, ~h,. 

Indicando con V il suo volume, si ha dunque 

V = ^7c A.* (3R - A,) - -i n A/ {3R - A,) 
= "l « { 3B (A.' - A,') - (A,' - A.-) 
= \iz{h, - A,){3Il(A, + AJ - (A,' + A.A. + A,')} 
= \%h [3A. (2R-A,) + 3A,(2R - A.) + A,' - 2A.A, + A,'] , 
= A. . (2R - A,), 6* = A, . (2R - A,), 

V = ^TCA{3a' + 3i'+ A'ì 

V = -ijta'A + ^TtA'A + -^nA'. 



CAPITOLO IV 
Applicazioni dell'Algebra alla Geometria. 



378. Problema. — Date le lunghezze dei lati di un triangolo, tro- 
vare le misure 

P delle altezze; 

2" della superficie; 

3" deUe mediane; 

4" delle bisettrici; 

5° del raggio del circolo circoscritto; 

6° dei raggi dei circoli inscritti ed exinscritti. 

Indichiamo con a,b,c le lunghezze dei lati del dato triangolo, ri- 
spettivamente opposti ai vertici À, B, C, con A, , At, , A, le misure delle 
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Altezze, con m. , Wb , m„ ie misure delle mediane, con S. , Sb , &„ te mi- 
sure delle bisettrici, che passano lispettivamente pei vertici A, B, C, ed 
indichiamo con R la lunghezza del raggio del circolo circoscritto, con r 
quella del raggio del circolo inscritto con r. , n , r^ le lunghezze dei 
raggi dei circoli ex-isorittì, che ai trovano interni agli angoli A, B, C del 
triangolo rispettivamente. 

1". Dei due angoli B, C del triangolo dato (fig. 303) uno almeno 
dev'essere acuto; e perciò, supposto che l'angolo C sia acuto, e con- 
A dotta l'altezza AD, si ha la relazione (§ 263 

/T\ Teor. 2"). 

/; ^\ e' -^a' + b'~2a.CD, 



Fig. 304. CD = 23 

Ma dal triangolo ACD si ha pure 

AU' = AG' - OD' , 
e quindi, sostituendo a CD il valore trovato, si ottiene 



.*• ~ 


(o- + t" - c-r 


4(1' 


ia'f 


-(a- + b'-,-V 




ia' 


(206)' 


-{a' + b'-ey 



Ora, siccome la differenza dei quadrati di due numeri è eguale al | 
prodotto della loro somma per la loro differenza, si ha ancora i 

,, {2ah + o' + 6' - P'ì . (2o6 - «' - i' + e') 

A.= T^, ' i 

donde 8i ricava 

{(» + i)'-.'){c'-(<.-i)'} 

*• s? • 

ovvero, per la ragione detta sopra, i 

(g + 5 + e) (a + & — e) (e + o - ft) (e - a + b) \ 



h\^- 



ìa' 



Ciò fatto, se indichiamo con Zp il perimetro del triangolo, cioè se 
poniamo 

si ha pure 

-o+6 + c = 2(p — o) 

(1) a — & + c = 2{p-il 

a + 6-c-2(p-c), 
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L forinola precedente diviene 
i 
K = -^p{p-a) (p-li) {p — e), 

a quale si ricava (*) 



(3) ^-^ «Vp(p~»)(f''-*)(p-c). 
Analogamente si trova 

(4) . A. =|Vp(p-«)(p-J)(p-c), 



*' = 7 V P (p - a) (P ^ *j (P - e). 
2". L'area T del triangolo è data dalla forinola 

Sostituendo ad k. il valore dato dalla formola (3), si trova 



(6) T=V?>(p-o)(p-è)(p-c), 

che è la forinola, la quale esprime l'area di un triangolo in funzione 
dei lati. 

3°. Per il teorema del % 264, si ha la relazione 





S' + 


«■ = 2>n; + 2 


1^1 . 


ovvero 










4'- 


f <;• - 2m; + ■ 


— ■ 


Da questa eguagl 


lianza é 


li ricava 






mi = 


.-j(26' + 2o' - 


-«■): 


e quindi 




4V24' + 2»> 




(7) 


m. = 


-a'. 


Analogamente si 


trova 






(8) 


■■^\'ic- + ìa' 


-*', 


(9) 


■ 2V2a'+26' 


-e". 



4". Essendo AD (fig. 231) la bisettrice dell'angolo BAC del trian- 
golo ABC, si ha (§ 267 Teor.) 

AB. AC - AD' + CD . DB, 

n In questo, e in vani sllri enampl che BegDono. si eseguiBce reetraiinne delU radice qiudntB 
dei dne membri di naa egubgllanis, omeUeado il doppio Bb^o hI secondo membro, perche, dovendo^ 
det;«mlnire aalUnto i vaiati Bsaolati di certe liiDgbeise, le quantità negative non avrebbeio signi&osio. 
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e qnindi, ponendo BD = x, DC = y, si ha 



a 


Si ha inoltre 


6c = s; + 

x + y^ 


xy 


e 


per il Teorema del § 268 










c.y^b 


x; 


da quest'ultima eguaglianza 


si ricava 








b 


X, 



e sostituendo ad y questo suo valore nella eguaglianza precedente, 
si ha 

— X + X = a; 







«(4 


+ c)=ac 






ed anche 




X ' 


ac 
6 + e' 






Perciò 8i 


trova 


y 


ah 

' b + c' 






e quindi 




ly- 


a'bc 
(* + *■ 






Allora dalla relazione ce) si 


ricava 










ò« = 6 


a' he 
(4 + e)' 


; 




da questa 


i ottiene 














s; - 6e ( 


' (i+ r 


-) 




e riducendo 














b; 


bc 
(ò H- cf 


{(4 ir)' 


-" 


■> 



^^_ èc (S + e 4- «) (& + e — o) 
(é + cf 
e a causa delle formolo (!) 

„ 44.e.p(p-<i) . 
"• - (4 + r)' • 

dunque 

(10) ^ ^ jT^ Vft-c.j)(p-«) . 
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Analogamente si trova 



{11) 


«■ = JT^ Ve.<..p(p-i), 






(12) 


»•- JlTi V».*.p(p-«). 






5». Dal teorema del § 266 si ricava 








b.e-m.h.. 






Moltiplicando i due membri di questa eguaglianza 
a.b.c = 2R. a. k., 


per a, 


si trova 


dalla quale, 


essendo a.h. = 2T, si ricava pure 






e quindi 
(13) 
ovvero 
(14) 


0.4.C-4RT1 

„ a.h. e 
" 4T 







(i». Essendo il contro del circolo inscrìtto al triangolo ABC (fig. 305), 
si Ila 



OBC- 
OCA- 



Siccome poi 
OBC + OCA + OAB - T, e 

T = p , sommando le 

gnaglianze precedenti, ai ha 

T-p.r, 
e quindi 




(15) 



\pip-aìip-b)(p-c) 



-■I / (P-0)(P 



-b)(p-c) 



Essendo 0, il centro i 
U'angolo A, sì ha 



I circolo ex-iscritto al triangolo, interno 
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0,BC = ^. 



- =• p — a, dalle 



eguaglianze precedenti si ricava 

T = {p-a)r., 
e quindi 

r T 

p — a' 
ovvero 

(16) r. = Vp(p-'')(P-^)(P-'') _Ì / pfp-i)(p-c) 

p — a V p-a 

Analogamente si trova 

(17) rb = ^P^P ^Hp — ^Xp-cT _1 / p(p-«)(p-g) , 

p — b V P — b 

(18J ^^ = Vp(p-«)(P-»)(P-'') ^ \/ p(p-«)(p~ì) . 
p — e V p ^ e 

Corollario. — L'area di un triangolo è eguale alla radice quadrata 
del prodotto delle lunghezze dei raggi dei circoli inscritti ed ex-isa-itU 
ad esso. 

Infatti, moltiplicando fra loro membro a membro le equazioni (15), 
(16), (17), (18), si ba, a causa della (6), 

r . r. , rb . r„ = T', 
e quindi 



(19) T= Vr.r..r,.r.. 

379. Problema. — Date le lunghezze dei lati di un quadrangolo in- 
scritto in un circolo, trovare le misure 
1° delle diagonali; 
2° della superficie del quadrangolo; 
S^'dd raggio del circolo circoscritto. 

1". Indicando con a. b, e, d le lunghezze dei lati AB, BC, CD, DA di 
un quadrangolo ABCD (tìg. 306), inscritto in un circolo di raggio R, con 
g, g le lunghezze delle diagonali AC, BD e con S l'area del quadran- 
golo, dal teorema di Tolomeo (§ 270) si ricava 

(20) gg - «<; + hd. 
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Considerando poi i due triangoli ÀBC, ÀDC, nei quali il quadran- 

Jolo dato resta diviso dalla diagonale AC, si ha per la forinola (13) 
el § precedente 

abg 



(21) 



ABC- 



4R 




addizionando membro a membro queste eguaglianze, 

si ottiene 

,221 {ab + cd)ff 

*^^* ^^ 4R Fig. 306. 

Analogamente dai triangoli ÀBD, BCD, nei quali il quadrangolo dato 
resta diviso dalla diagonale BD, si ricava 

(23) S = — ^^ — , 

e quindi, paragonando queste due ultime eguaglianze, si trova 

(24) J- - '^'i + ^ . 
''^' g- ' ab+ Cd 

Se ora si moltiplicano, e poi si dividono l'una per l'altra le egua- 
glianze (20) e (24), si ottengono le eguaglianze 

, _ (ac + bd)(ad + bc) ,, _ {ac + b^jab + ed) 
^ ' ab + cd ' ^ ad + bc 

dalle quali si ricavano le altre 



(25) q ^'\/ t'"^ + bd){ad + bi:) - i/ {ac + bd] {ab + ed) 
V aò + cd ' ■'' V ad + bc 

Queste formolo fanno conoscere le lunghezze delle diagonali e 
quadrangolo in funzione dei lati. 

2°. Dalla prima delle formolo (21) e dalla (22) si ricava 



d esprimendo l'area del triangolo ABC in funzione dei lati, mediante 
1 formola (6) del § precedente, ai ha 

^ " 4 ^"^ V{a + b+g)(a + b-g){a-b + gn-a + b+g), 



^ = 4 ~^A~ V[(« + b)' - g'ì rr - (a - i)'J. 

Sostituendo & g i\ valore dato dalla (25), dopo qualche riduzione 
si trova 



= 4 V[(« + f>)' ^ (e - di'] le + dY - (a - bfì; 
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e di qui, si ricava 

(26) 8 = j\{a+b+c~d){a + b-c-Ki){a-b + c + d){~a+b + c-ì-d). 

Se ora poniamo per brevità 

a + b + c + d-=2p, 
risulta 

— a + b + e + d = 2{p-a) 
a — b + c + d-^2{p-b) 

a ffi-c+d = 2(p- e) 
a -t- b-ì- c~d = 2ljt~ dì, 

e la forinola precedente diventa 



(27) S = V(p-«)(p-6)(p-c)(p-rf), 

la ^uale esprime l'area di ud quadrangolo inscritto in funzione dei 
SUOI Iati. 

3°. Dalla forinola (22) si ricava 

{ab + ed) g 
^ = 4S^' 

e, sostituendo a ^ e ad S i loro valori dati dalle eguaglianze (25) e (27) 
si ha 

i9<3\ T> _ 1 / ("'' + "'^l tpg + bd] (ad + bc) 

la quale formola dà la lunghezza del raggio del circolo circoscritto al 
quadrangolo dato in funzione .dei lati del medesimo. 

Corollario. — Se «n quadrangolo è inscritto in un circolo, e circo- 
scritto ad un altro, indicando con a, b, e, d le misure dei suoi lati, con S 
ed r quelle della sua superficie e del raggio del circolo inscritto, si ha 

(29) S = V^*^, 

M -^ 

Se il quadrangolo dato ÀBGD è inscrìtto in un circolo e circosciitto 
ad un altro, essendo in questo caso la somma dì due lati opposti eguale 
alla somma degli altri due, la formola (26) si riduce alla (29) come si 
vede facilmente ponendo a-h c = b ■¥ d. 

Se poi indichiamo con r il raggio del circolo inscritto, è facile ve- 
dere che si ha 

S = -«(«r + br -V cr + dr)\ 

e di qui si ricava 
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Questa è la forinola che dà il raggio del circolo inscritto in fun- 
zione dei lati dei quadrangolo. 

380. Problema. — Date le lunghezze degli spigoli di i 
calcolare U volume del tetraedro e le 
lunghezze dei raggi delie sfere inscritte 
ed ex-inscritte ad esso. 

1». Sìa {fig. 307) DABC un te- 
traedro, il quale abbia gli spigoli 
DA, DB, DC eguali. Indicando con l 
la lunghezza degli epìgoli eguali, con 
a,,b,,c, le lunghezze degli spigoli 
BC, CA, AB rispettivamente, con V 
il volume del tetraedro, con DO l'al- 
tezza del tetraedro, corrispondente 
alla faccia ABC, e con R la lun- 
ghezza del raggio del circolo circo- 
scritto ad essa, è facile vedere che 
il punto è il centro del cìrcolo circoscritto al triangolo ABC, 
quindi si ha 




Fig. 307. 



R = 



4 . ABO ' 



ABC = ^VK + 6. + cJ(a,+6.-c,)(a, + c.-fc,)(i,-l-c.- 
Ma per il teorema di Pitagora si ha 
DO = V('-R'. 
istituendo in questa eguaglianza a 



R il valore precedente, si ricava 



Ora sappiamo che 



Vlt>.^^(AB(J)' — a,'A,- 

4 . ABC 
V =4-. ABC. DO; 



onde si ha, sostituendo ad ABC e DO i valori trovati, 

(31) V = ^\(a,-\-b, + c,)(~a, + b,+ c,)[a,-ò, + c,){a, + ò,-c,)l'-a\blcti 

questa formola esprime il volume del tetraedro in funzione dei lati. 

2". Supponiamo ora che DABC sia un tetraedro avente gli spi- 
goli DA, DB, DC disuguali, e indichiamo con a„ Ò,, e,, a, è, e le lun- 
ghezze degli spigoli BC, CA, AB, DA, DB, DC rispettivamente. 

Prendiamo sulle semirette DA, DB, DC, a partire dal vertice, 
tre segmenti eguali DA', DB', DC, la cui lunghezza è rappresentata 
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da {, e indichiamo con a\ , b\ , c\ le lunghezze degli spigoli B'C', À'C, 
A'B' del tetraetro risultante D'A'B'C e con V il suo volume, E noto 
(§ 349 Teor. 2°) che 



Ora, se CE, CE' sono le perpendicolari condotte da C, C alla AC, 
dai triangoli ACD, A'C'D si ricava (§ 263) 

h'\= «• + c' ±2o.DE 
6t = 2;'±2/.DE', 
inoltre si ha 

DE:DE' = c:i. 

Eliminando DE e D'E' da queste tre ultime eguaglianze, si trova 
Analogamente si deduce 





<" 


», 


-(*-«)• 




he 


e,' 


-(«-«■ 



11 volume V del tetraedro DA'B'C è dato dalla formola 



e, mettendo in luogo di a\ , h\ , c\ i valori trovati sopra nella for- 
mola (29), si ricava 

(33) V = ^ VP 

dove 

P = o'«,'(*'-l-c'— o' + 6,M-c,'— (i,0-f6't.'(a' + c'— ** + a,' + c,'— V)+ 
-\-c'c^{a*-\-b'' — c' + a,' + 6i' — e,') — o'òi'c,* — è'c,'a,' — c'o.'A,' — ai'6,V, , 

3". Indichiamo con s, ,s,, s,, s, le aree delle facce del tetraedro, 
con r, J*! , ri , »", , r, i raggi della sfera inscritta e delle sfere ex-iacritte, 
comprese rispettivamente nei triedri D, A, B, C, e con r^,ra,r, i raggi 
delle rimanenti sfere ex-iscritte. È chiaro che 





V-^( 


s, + s, + 


.+ ».) 


d'onde si ricava 








(34) 


r=- 


3¥ 
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Analogamente si dìmosti'a cfae 

3V 

3V 

W ' 

" », + 3,+ », — », 

(351 . _ 3V 



S.+ 


sV 






4 


W" 


-s. 


-s, 


-t 


!.-8,- 
3Y 


-s. 



Nelle ultime tre foimole si deve prendere il segno + o — , in modo 
che i secondi membri risultino positivi. Dalle tre formole stesse ri- 
sulta che, se il tetraedro è tate clie sieno verificate una, o due, o tutte 
e tre le equivalenze a, + s, = », + s„ », 4 3, =^ s, + »„ S( + s, = a, + s^, 
i raggi di uno, o due, o tre sfere inscritte, divengono infiniti, e perciò 
non esistono le sfere stesse. 

Siccome poi i denominatori delle frazioni, che danno i raggi delle 
altre sfere tangenti ai quattro piani del tetraedro, non possono mai 
essere nulli, ne viene che, come già vedemmo nel § 197 Teor. 3°, esi- 
stono non meno di cinque sfere tangenti ai quattro piani del tetraedro 
dato. 

Corollari. — 1". Se due coppie di spigoli opposti sono rispettivamente 
perpendicdari, anche gli altri due spigoli sono perpendicolari, ed il volume 

del tetraedro è dato dalla formala 

(36) "^ = ìf V4Vc,'«"-(o'+ o.')(V +c.'-a.T- 

È facile vedere che, se due spigoli di un tetraedro sono rispetti- 
vamente perpendicolari agli opposti, anche gli altri due spigoli opposti 
sono perpendicolari, e che la somma dei quadrati di una coppia di 
detti spigoli è equivalente alla somma dei quadrati di ciascun' altra 
coppia; quindi, ponendo nella formola (33) 



dopo qualche riduzione si trova la formola scrìtta sopra. 

2°. Se ogni spigolo di un tetraedro è eguale all'opposto, indicando con 
a, b, e le lunghezze dei tre spigoli concorrenti in un vertice, il volume 
del tetraedro è dato dalla formola 

(37) ^--(i V"^M^^^^^^^yVV^^^^^^HiM~^^^^^ 
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3". Indicando con i la lunghezza di uno apigolo di un tetraedro re- 
golare, il volume V di questo è dato dalla formaia 

(38) ^--W''- 

2. — MISURE DEI LATI, DEGLI APOTEMI E DELLE SUPERFICIE DI ALCDKI 
POLIGONI BEflOLAKI INSCRITTI CIRCOSCRITTI AD U» CIKCOLO IM FUN- 
ZIONE DEL RAQGIO. 

381. Nel Gap. II del Libro 3° abbiamo imparato ad inscrivere e 
circoscrivere ad un circolo tutti i poligoni regolari, tali che il numero » 
dei loro lati aia di una delle forme 2^ (» > 1), 3 X 2" , 5 X 2" , 15 X 2' . 
dove p è un numero intero qualunque. E chiaro dunque che, dato un 
circolo, restano completamente determinati i lati, gli apotemi, ì peri- 
metri e le superficie dei suddetti poligoni. Ci proponiamo ora di tro- 
vare le misure di tali lati, apotemi, perimetri e superficie, espreaee in 
funzione del raggio. 

Indicheremo sempre con L ,a,,p, , «. le misure di un lato, dell'apo- 
tema, del perimetro, della superficie di un poligono regolare di ri lati 
inscritto in un circolo di raggio R; con L» , P, , S» le misure di un 
lato del perimetro, della superficie di un poligono regolare di n Iati 
circoscritto allo stesso circolo. 

Problema. — Date le misure R, !„ del raggio di un circolo e de? , 

lato di un poligono regolare di n lati, inscritto in esso, trovare le misure 1 

a. , Pb . s„ dell' apotema, del perimetro e della super- 

f. E f F [!■ ficie del medesimo, e le misure L„ , Pn , Su del lato, ' 
del perimetro e della superficie del poligono regolare 

di n lati, circoscritto allo stesso circolo. i 

Se l'arco AB {tìg. 308) è I'm"'-' parte del cir- ] 
colo di raggio OA, la corda AB è il lato del poligono 
regolare inscritto di « lati, il segmento A'B' della 
tangente nel punto medio C dell'arco AB, compreso i 
nell'angolo al centro AOB, che si appoggia sul- 
l'arco AB, è il lato del poligono regolare circo- 
scritto di « lati. Il raggio OC divide per metà l'ansolo AOB, (§ 178 ■ 
Teor.), ed è perpendicolare alla corda AB ne! suo punto di mezzo C; i 
inoltre le rette AB, A'B', ambedue perpendicolari al raggio OC', sono 
parallele. 

Dal triangolo rettangolo ACO si ricava (§ 262 Teor.) 

OA' = AC' + 00' , 
e quindi 




Da questa eguaglianza si ricava 
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«■-lV«'-«- 



Siccome è noto che deve easei-e 
{3) p.=n.L, 

per 
(5) 



) della eguaglianza (2) si ricava anche 
, =nj„ V4R' - Il 



Dalle coppie di triangoli simili OA'B', OAB; OA'C, OAC sì ricava 

A'B': AB = OA' : OA = OC : OC; 
perciò 

Da questa proporzione sì ottiene 



(6) 

e, sostituendo ad 

(?) 

Essendo poi 

(8) 

(9) 

si ha pure 

(10) 



il valore dato dalla eguaglianza (2), ai ! 
2L.R 






" V4R' - 1^ 



382. Problema. — Date le misure R, U del raggio di un circolo e 
del lato di un poligono regolare di n lati inscritto in esso, calcolare la 
misura li„ del lato del poligono regolare di 2n lati inscritto nello slesso 
circolo. 

■ Sia l'arco AB (fig. 309) la n"'"' parte del 
circolo e e D il suo punto di mezzo. Le corde 
AB, AD sono i lati dei polìgoni regolari in- 
scrìtti nel cìrcolo e, l'uno di n e l'altro di 2n 
lati, e sappiamo che il diametro DE incontra 
'a corda AB nel suo punto di mezzo G, ed è 
lerpendicoJare ad essa, di guisa che OG è 
'apotema del poligono regolare di n lati in- 
scritto al circolo e. Condotta la corda AE, ai 
ottiene un triangolo ADE, nel quale 1' angolo 
DAE è retto, ed AG è l'altezza corrispondente 
all'ipotenusa DE, perciò si ha {§ 261 Teor.) 
AD' = DE . Dtì. 
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Ne segue, essendo DG = DO — QO, 

/J, = 2R(tt-a.), 
e quindi 

(11) k. - V2ll(R-aJ, 

od anche, sostituendo ad eh il suo valore dato dall' eguaglianza (2), 



= '\/2R(R-^V4lt'-ig. 



(12) 

383. Problema. — Date le misure R, Im dd raggio di un circolo e 
del lato di un poligono regolare di 2n lati inscritto in esso, calcolare la 
misura ]„ del lato del poligono regolare di n 
lati, inscritto nello stesso circolo. 

Essendo l'arco AB (fig. 310) 1' «""" parte 
del circolo e, e D il suo punto di mezzo, AB, AD 
sono rispettivamente i lati dei poligoni re- 
golari, l'uno di n e l'altro di 2n lati, inscritti 
nel circolo e, e il raggio OD incontra la corda 
AB nel suo punto di mezzo C, ed è perpendi- 
colare ad essa. 

Condotta la OH perpendicolare ad AD. è 
facile vedere che i due triangoli HDD, ODA 
sono equiangoli fra loro, perchè l'angolo HDO è ^'B- ^^^' 

comune ad entrambi, e gli angoli DHO, DCA sono retti; perciò 




OH.AD = OD.AC. 

Ne segue 

Oan . im = R . ^ , 
e quindi i 

(13) l. - 11:^, 

ovvero, a causa della eguaglianza (2), 

384. Problema. — Determinare le misure dei lati, degli apoteini, 
dei perimetri e delle superficie dei poligoni regolari di quattro, sei e dieci 
lati inscritti, o circoscritti, ad un circolo di raggio R. 

Nel § 203 abbiamo veduto comesi costruisca un quadrato inscritta 
in un dato circolo. Da questa costruzione apparisce che ì raggi, i quali 
terminanq agli estremi di un lato del quadrato inscritto, sono perpen- 
dicolari. È chiaro perciò, che si ha 

^5 = 2 R', 
e quindi _ 

(15) l, = Ry2. 
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Inoltre abbiamo veduto (§ 204 Cor. 1") che il lato deire3a§;ono 
egolare, inscritto in un circolo, è eguale al raggio di questo. Si ha 
lunque 

16) /, = R. 

Infine, siccome sappiamo (§ 274 Cor.) ohe il Iato del decagono re- 
golare inscritto in un circolo è eguale alla parte aurea del raggio, si 
leve avere 

ìvvero 

londe si ricava 

Ì?,+ R./,. -R' =0; 
juesta equazione, risoluta rispetto a I,„ dà 

^ _ — R±VR- + 4R' 

La soluzione'corrispondente al segno positivo del radicale è la sola 
;he soddisfa al problema, perchè la soluzione corrispondente al segno — 
la un valore assoluto maggiore di R; dunque si ha 

17) i,.-X(V5"-l). 

Trovate COSI le misure dei lati dei poligoni regolari inscritti di i, 
i e 10 lati, si calcolano facilmente per mezzo delle formolo (2), (3), (4), 
^)i (6), (7), (8), (9) del § 381 anche le misure degli apotemi, dei peri- 
netri, delle superficie dei medesimi, e quelle dei Iati, dei perimetri e 
Ielle superficie dei poligoni regolari circoscritti di egual numero di lati. 



Si ottengono così i resultati seguenti 




QUADRATO 


ESA sono B200LAIEE 


"""«"■m""" 


^ = RVà 


i.=R 
i-.-BR 

..= 4r'Vb 


',. = |(Vl-i) 


P. = 4RV2 


P,.-6E(V5-1) 


8. = 2R' 


'..—{t!--\i0-2\ì 


QUADRATO 


CIROOSCEITIO 


CIRCOSORITTO 




i..-|bV» 

P. - 4 R VS 
S,= 2 R'VI 




L. = 2R 

P. = 8R 
S.-=4R' 


L,.-|rY25-10Vs 
l!„~iR'\j2S-l0Yh 
S„==2R'Y25-10V& 
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386. Problema. — Calcolare le misure dei lati, degli apotemi, dei 
perimetri e delle superficie dei triangoli e dei pentagoni regolari inscritti, 
o circoscritti, ad un circolo di raggio R, 

Conoscendo le misure dei ]ati e degli apotemi dei poligoni rego- 
lari di 6 e di 10 lati inscritti in un circolo, la foimola (13) del § 383 
ci permette di calcolare colla massima facilità anche quelle dei Iati 
dei poligoni regolari di 3 e 5 lati inscritti nello stesso circolo. Si ha 
infatti 



l> 



21.. 



R 



h- 



2i,n 



facendo le opportune sostituzioni e le riduzioni, si trova 



= RV3 



Trovate così le misure dei lati del triangolo regolare e del penta- 
gono regolare inscritti ìn un circolo di raggio R, per mezzo delle for- 
mole del § 381, si possono calcolare le misure di tutti gli altri elementi 
dei poligoni regolari di 3 e 5 lati inscritti, o circoscritti, al medesimo 
circolo. Si trovano cosi i resultati indicati nel seguente quadro: 



™™„.»^..,.»™ 


,„„„„..„■.„ „«,.,xo 






ì,-RV8 


L—S-Yio-^VJ 


".-4 


•■=tV° + '^'-t"+V^ 


P,-8EVs 


j,,-|BY»-aV5 


..-i-E'Vs 


-.=tV'»+'^ 


,„»»«„..„..» .™..„„ 


PBBTAOOBO BBOOLABB OIBC06CKITTO 






L.-2EVS 


L.==2rY5-2V5 


p.^eRVa" 


P, = 10bY5-2Vb 


S, = 3R'V3 


S.-=5R'Y5-2Vft 
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386. Problema. 

colare, inscritto in h 



- Calcolare la misura del lato del pentadecagono 

circolo di raggio R. 



Sappiamo (§ 206 Prob.) che. se AB, AC 
sono i lati dell'esagono e del decagono rego- 
lare inscritti in un circolo (Ug, 311), BG è il 
lato del pentadecagono regolare inscritto nello 
stesso circolo. Se ora tracciamo il diametro 
AD e le corde BD, CD, siccome l' arco AB 
è un terzo di mezza circonferenza, l'arca BD 
ne è i due terzi, e quindi la corda BD è il 
lato del triangolo equilatero inscritto nel dato 
circolo. 

Dal tiiangolo ACD, rettangolo in C, ei 



AD' — AC' + CD' ; 
e quindi, indicando con x la misura di CD, si ha 

4R' = ??„ + X*. 
Hisolvendo questa equazione lispetto ad x*, si ha 




-4R' 



B' 



^(6-2V5), 



-(lO + 2V5)i 



ì quindi 



—IV 



10+ 2V5. 



I! quadrangolo ACBD essendo inscritto in 
tia d! Tolomeo (§ 270), si ha 



circolo, per il teo- 



fi perciò 
ed anche 



AB . CD - BD.AC + AD . BC, 
i,.«-i,.i„+2R,i,„ 
2R. („ = !,. »-(,.(„. 



dunque 



Sostituendo ad lt,3:,l,.l,„. i valori già trovati, si ottiene 
2.RJ,.= R.-|-YlO+2V5-KV3.-|-(V6-l)! 
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Applicando le solite forinole del § 381, potremmo calcolare le mi- 
sure anche degli altri elementi dei pentadecagoni regolari l'uno inscritto 
e l'altro circoBcritto al circolo dato. Siccome però esse risultano assai 
complicate, le omettiamo. 

387. Avendo determinate le misure di tutti gli elementi dei poli- 
goni regolari di 4 lati inscritti, o circoscritti, ad un circolo, le formole 
(11) e (12) del § 383 ci danno ii mezzo di calcolare l^; q quindi mediante 
le formole del §381 possiamo calcolare anche le misure di tutti gli altri 
elementi dei poligoni regolari. di 8 lati inscritti, o circoscritti, allo stesso 
circolo. Analogamente potremo poi determinare successivamente le mi- 
sure degli elementi dei poligoni legolart di 16, 32, 64 lati inscritti 

e circoscritti allo stesso circolo. 

In modo simile si pub operare su i,, l,„, (,5, dimodoché le formole 
date nei §§ precedenti sono sufficienti per calcolare le misure di tutti 
gli elementi dei poligoni regolari di n lati inscrìtti, o circoscrìtti, ad un 
circolo di raggio R, essendo n un numero di una delle forme 2" [p > 1), 
3X2'', 5 X S" , 15 X 2p (dove p è un numero intero e positivo qua- 
lunque). 

Come esempio di ciò calcoleremo le misure degli elementi degli 
ottagoni regolari, inscritto e circoscritto. 

Per la formola citata (11) si ha 



^= V2tt(R — aj, 
3 quindi, sostituendo ad a, il suo valore, si ottiene 



,.,y2K(R_BV2Ì 



2 



i, -BV2-V2. 1 

Applicando poi le forinole del § 381, si trova 

, , , a. = ^V2 + V^, I 

p,= 8RV2-V2, 

s, =2R'V3, i 

L,= RV"^(2-V2), ' 

P, = 8RV2(2- V^), 

S, - 4R^ V2 (2 - V2 ). 

I 

388. Problema. — Calcolare le misure dd raggio, dell'apotema e ddla 

superficie di un poligono regolare di n iati, conoscendo la lunghezza dei 

lati dei medesimo, ed essendo n un numero di una delle forme 2* , 3 X S' , . 

5 X 2" , 15 X 2" . j 

Per mez2o delle formole dei §g precedenti si pub facilmente espri- 
mere R in funzione di L , ed allora sostituendo i valori trovati di R 
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nelle espressioni di «„ , p^ , s„ sarà risoluto il problema proposto. Per 
dare un esempio di ciò, risolviamo ii problema per il caso di un trìan- 
dì un pentagono regolare. 

ì, = R V3 , 



e quindi 



Similmente, ess 


endo 

; 










. = lVi^ 


- 2 V 5 , 




si ricava 




21, 






R = 


feVi»(^ 


+ V5), 




VI^ 


- 2 V » 


e per conseguenza 


«s 










=iv^ 


i + 2 V 5) , 






85 


-Ì\'H^ 


.+ 2V5). 





DELLE SUPERFICIE £ DEI SOLIDI DEI POLIEDRI REGOLARI. 

389. Ci proponiamo qui di trovare le aree e i volumi dei poliedri 
regolari in funzione della lunghezza di uno spigolo, oppure del raggio 
della sfera inscritta o della sfera circoscritta. Indicheremo con l, S, v, 
U, r le misure di uno spigolo, della superfìcie, del solido e dei raggi 
delle sfere l'una circoscritta, e l'altra iscritta al dato poliedro regolare. 

Problema. — Trovare le misure della superfìcie e del solido di un 
tetraedro regolare, e dei raggi delle sfere. Vana inscritta e l'altra circo- 
scritta, conoscendo la lunghezza di uno spigolo. 

Abbiamo già trovato il volume del tetraedro regolare {§ 380 Cor. 3") 
come caso particolare del volume di un tetraedro qualunque. Ma pos- 
siamo anche determinarlo direttamente nel modo seguente. 

Se indichiamo con l la lunghezza degli spigoli di un tetraedro re- 
golare, con S, l'area di una faccia, con h I altezza corrispondente e 
con R, il raggio del circolo circoscritto alla faccia stessa, si ha 

V = 4s, -A- 
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Per le forinole del § 388 si ha poi 

s,--f va; R. = jVa. 

Il tetraedro dato esaendo regolare, la perpendicolare condotta da 
un vertice alla faccia opposta la incontra nel centro del cìrcolo circo- 
scrìtto, di guisa che uno spìgolo laterale, l'altezza e il raggio del cir- 
colo circoscritto alla base sono rispettivamente l'ipotenusa e i cateti 
di un triangolo rettangolo, e sì ha perciò 



e quindi 



'VI 



Nella prima delle eguaglianze scritte sostituendo a S, 
trovati, si ha 



4 



-'VI 



ovvero 

V2 

(1) ■^--n-''- 

Ricordando poi che in un tetraedro le mediane si tagliano in un 
punto, che divìde ciascuna di esse in due parti l'una tripla dell'altr» 
(§ 165 Teor.), e che nel tetraedro regolare il punto d'incontro de1l« 
mediane è anche il centro della sfera inscritta e della sfera circoscrittn, 
sì ha 

4 ' 4 ' 
e quindi 

Dalle formolo trovate si ricava anche 

(4) V = 8 r' V 3 , (5) V = ^ R' V 3 

Finalmente si ha 

5 = 4.S,, 
ossìa 

(6) S = l'\3. 

390. Problema. — Trovare le misure della superficie e del solido^' 
un esaedro regolare, e dei raggi delle sfere, l'una inscritta e l'altra cir- 
coscritta ad esso, conoscendo la lunghezza di uno spigolo. 
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Poiché l'esaedro regolare non è che un parallelepipedo, si ha evi- 
dentemente 



(7) V-i-, 

(9) r-|, 

e quindi anche 
(U) V -Sr\ 



(8) 
(10) 



(12) 



S - 6i' , 



rE-V3. 



39f . Problema. — Trovare le misure della superficie e del solido di 
un ottaedro regolare, e dei raggi delle sfere, l'una inscritta e l'altra cir- 
coscrìtta ad esso, conoscendo la lunghezza di uno segolo. 

L'ottaedro regolare può riguardarsi come la somma di due pira- 
midi regolari, che hanno per basi un quadrato di lato / e per altezza 
la metà della diagonale di questo quadrato ; la misura di questa altezza 

è dunque y V^. 



(13) 
(14) 



R. 



rV2-=gV2 
4 VI. 



Il raggio della sfera inscritta è poi un cateto di un triangolo ret- 
tangolo, che ha per ipotenusa l'altezza di una delle piramidi suddette, 
e che ha l'altro cateto eguale ai due terzi dell'altezza di una delle 
facce; si ha dunque 

• -.IL A ^_J_>i 

■ '' ~ 2 9 ' 4 ~ 6 ' ' 
e perciò 

(15) '-IVS. 
Se ne deduce anche 

(16) V = 4r'VS , V = yR'. 
Finalmente si trova 

392. Problema. — Trovare le misure della superficie e del solido di 
un dodecaedro regolare, e dei raggi delle sfere, l'una inscritta e l'altra 
circoscritta ad esso, conoscendo la lunghezza di uno spigolo. 

Vedemmo (g 211 Probi. 4") che un dodecaedro regolare è composto 
di duo figura eguali, formate ciascuna d(i sei pentagoni regolari, e che 
hanno per contorno un decagono gobbo. E facile vedere che i punti di 
mezzo dei lati di un tale decagono gobbo sono in un piano, e sono i 
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vertici di un decagono regolare. Infatti (fig. 312) i segmenti che con- 
giungono i punti raedii delle coppie di spigoli PÉ, RP; FOr, GH; HI, 
IK; K.L, LM: MN, NP sono rispettivamente paralleli ed eguali alle 
metà delle diagonali PF, FH, HK, KM, MP, e perciò 
f sono eguali fra loro e paralleli al piano della faccia 

ABCDE. Per la stessa ragione i segmenti, che hanno 
per estremi i punti di mezzo delle coppie di lati 
NP. PR; RF.FG; GH, HI; IK,KL; LM.MN, sono 
paralleli al piano della faccia del dodecaedro, pa- 
rallela alla taccia ABCDB, e sono eguali fra loro 
ed eguali ai cinque segmenti precedenti. 

Il decagono, che ha per vertici i punti di mezzo 
degli spigoli considerati e dunque situato in un 
piano parallelo a due facce del dodecaedro. Esso è 
inoltre regolare, perchè, non solo tutti i suoi lati, ma 
anche tutti i suoi Eingoli sono eguali, come è facile vedere, portando il 
dodecaedro a coincidere con se stesso, in guisa che la faccia ABCDE 
venga a coincìdere con sé stessa o con la faccia parallela, in tutti i 
modi possibili. 

Segue da ciC> che l'angolo formato dalle semirette, le quali, partendo 
dal centro della sfera inscritta e della sfera circoscritta al dodecaedro, 
passano per i punti di mezzo dì due spi- 
goli consecutivi, è eguale alla quinta parte O 
di un angolo piatto. 

Ciò posto sìa OABCDE (fig. 313) una 
delle dodici piramidi, che hanno per basi 
le facce del dodecaedro e per vertice il 
centro della sfera inscritta e della sfera 
circoscritta ad esso. Se indichiamo con V, 
il volume di una tale piramide, con Y quello 
del decaedro, ai avrà dunque V = 12 V,. 
Se OOi è l'altezza della piramide consi- 
derata, le misure r, R dei raggi della sfera 
inscritta e della sfera circoscritta al dode- 
caedro sono le lunghezze di 00, e di GB. 
Consideriamo il triangolo isoscele 
OHK, che ha per vertici i punti di mezzo 
H, K di due lati consecutivi AB, BC della 
base ed il vertice della piramide. In 
esso l'angolo HOK è eguale alla quinta parte di un angolo piatto, ossia 
è la metà di ciascuno degli altri due angoli che sono eguali, e perciò HE 
è eguale alla parte aurea di OK. Ne segue 



1 essendo HK = n AG, si ha pure 

OK-AO.ti^. 
Consideraniio ora il triangolo ÀCD, si vede facilmente che il lato 




Fig. 3 
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CD de] pentagono ABCDE, la cui lunghezza indicheremo con l, e la 
parte aurea delta diagonale AC, cosicché 

e per conseguenza 

Si ha poi dal triangolo rettangolo OBK 

OB' = OK' + BK' , 
e quindi 

R- - ^(3 + V 5)' + -j- - j^(l8 + 6V5), 



A causa poi della identità 



possiamo scrivere 

(17) K.^(l + V5). 

Similmente dal triangolo rettangolo OOiK si ha 
00' = 0t'-0^'. 
Ma OiK è l'apotema del pentagono regolare di lato /, quindi 



0,E-j^Y5(5 + 2V5), 



, sostituendo, si ricava 



V5)'--j^.5.(54 2V6) 



l 
'il 

|-(7 + 3V5)-4fe + 2V5) 
5^(60 + 22V5) = j^{25 + 11 V5) ; 



(18) r = iVlO(25 + llV5). 
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Indicando con S, l'area del pentagono ABCDE e con S quella del dode- 
caedro, si ha 

S, =^V5(6 + 2V5) 

e quindi 

(19) ' S = 3Ì'V5U + 2V5). 

Finalmente il volume V, dalla pii-amide OABCDE è 

v,.|s,.r, 

ovvero 

V, = -^V5t5 + 2V5}. ^Vl0(25 -(- 11 V5) = ~ Vl0(47 + 21V5). 
e per con6e£:uenza 



(20) V = ^Vl0U7 + 21 V5) = -^ (15 + 7V5) ■ 
Ricavando dalla (17) il valore di l in funzione di R, si trova 

^ = -^rVB(V5-i). 

6, sostituendo questo valore nella espressione di Y, si ba 

oppure 

(21) V-?^{V5+2). 
Similmente, risolvendo la (18) rispetto ad l, si trova 



i = rV2. (25-11 V5), 
) per conseguenza, essendo V = — r.S, ai trova 



(22) V = 10 r*. Viso - 58 V5 

393. Problema. — Trovare le misure della superficie e del solido di 
un icosaedro regolare e dei raggi delle sfere l'una inscritta e l'altra cir- 
coscritta ad esso, conoscendo la lunghezza di uno spigolo. 

In un icosaedro regolare (fi^. 314) si consideri la piramide penta- 
gonale, che ha pep facce laterali cinque facce dell'icosaedro concorrenti 
in un vertice D. E facile dimostrare che i punti di mezzo dei dieci 
spigoli, che partono dai vertici di questa piramide e non appartengono 
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MISURE RELATIVE AI POLIEDRI REOOLARI. 

ad essa, cioè PE, EA, AS,SB... sono situati in un piane 
tici di un decagono regolare. Ne segue che ogni angolo 
tice nel centro della sfèra inscrìtta e della sfera circoscrit 
legolare, e i cui lati passano per i punti di mezzo di di 
secutivi è la quinta parte di un angolo piatto. 





Fig. 314. 



Fig. 315. 



Ciò posto sia OABC (fig. 315) una delle venti pir 
eguali, che hanno per vertice il centro della sfera circo 
(iaedro e per base una delle facce del medesimo, e sia 00, 
È chiaro che lo spigolo OA è il raggio della sfera circo 
saedro, e l'altezza OOi è il raggio della sfera inscritte 

Il triangolo isoscele OHE, che ha per vertici i punti 
di due lati della base ed il vertice della piramide, h( 
eguale alla quinta parte di un angolo piatto, ed è pere 
dascuno degli angoli OHE, OKH, cosicché la base HK è 
del lato OH, e per conseguenza si ha 

0H.^(i + V"5)- 

Siccome poi HK = -g- AC = -g- , ai ha pure OH = x (l ' 
Ma dal triangolo rettangolo OAH si ricava 
Oa' = OH ' + AH' , 
dunque sostituendo si ha 

K' = iJ(l + V5)" + J=^(I0 + 2V5) 



(23) 



'i-V^ 



+ 2V5- 
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360 LIBRO V. - CAPITOLO IV. 

Dal triangolo rettangolo 00,H ai ha 

00/ = OH' — 0;H* ; 

e siccome (§ 388 Prob.) 0,H = -^ , si ha 

OÒ.' = ^(1 + VSJ'- j^ =^(H + 6V5) = — (42+ 18V5); 

dunque 

f = ^ V6(7 + 3V5), 
od anche, per la identità citata nel § 392, 

(24) .--^(a + vs). 



388 Prob.), 



S - 5 e V3 





V^ 


»20 


i'VS 1 
4 ■ 3 


i#(s. 


V5). 


ossia 












(26) 






-A' 


(3 + V5) 




Risolve 


ndo l'eguaglianza 


(23) rispetto ad l, si 


ha anche 



i sostituendo questo valore di l nella formola ( 



(27) V = ^ V10 + 2V5 ■ 

Ricavando dalla eguaglianza (24) il valore di / in funzione di r, si lia 

pure 

i = ,-V3(3-V5); 
e sostituendo questo valore nella espressione di Y si ha 

(28) V = S0r'V3(7 — 3V5). 

394. Nel seguente prospetto sono riassunte le misure R, r, Sdei 
raggi delle sfere circoscrìtte e inscritte e delle superfìcie dei poliedii 
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MISURE RELATIVE AI POLIEDRI REGOLARI. ODI 

regol&ri, in funzione della lunghezza l di uno spigolo trovate nei §§ pre- 
cedenti- 





R 


r 


s 


Tetraedro 


Ivf 


T^V. 


PVsT 


Esaedro 


|VB 


l 
2 


er 


Ottaedro 




4v« 


2rVf 


Dodecaedro 


-iYlO(25+llVr) 


SI"Y5(5 + 2VS) 


UoBaedro 


^\'0 + ì\i 


5 e Va 



Xel quadro seguente sono raccolte le misure dei volumi dei poliedri 
regolari in funzione delle lunghezze di uno spigolo, o del raggio della 
sfera inscritta, o del raggio della sfera circoscritta, che abbiamo trovate 
nei §§ precedenti. 



Tetraedro 


y^ 


8. ■'Va 


fVs 


Esaedro 


!• 


8.-' 


Tv^ 


Ottaedro 




4.-'V3 


4R' 
3 




lOr-Viso-ssys 

P,0r'V3(7-8V5) 


-^C2 + V6) 


Icosaedro 


^\/lO + 2V-5 



4. — CALCOLO DEL NUMERO Jl. 

395. Fra i vari metodi che si possono seguire per il calcolo del 
numero n (rapporto fra una circonferenza e il suo diametro) esporremo 
uno dei più semplici. Esso è fondato sui due teoremi seguenti: 

Teorema 2", — L'inversa della lunghezza del perimetro di un poli- 
gono regolare di 2n lati, circoscrillo ad un circolo, è la media aritmetica 
fra le inverse delle lunghezze dei perimetri dei poligoni regolari di n lati, 
l'uno inscritto e l'altro circoscritto al circolo stesso. 

Conservando le notazioni dei §g 381 e seguenti, questo teorema è 
più brevemente enunciato dalla formola 

P,. 2lP. + p.l 
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e quindi 



362 LIBBO V. - CAPITOLO IV. 

Sia l'arco AB (fig. 316) la «•""'■ parte del circolo e, C i! suo punto 
di mezzo. Le corde AB, AC sono i Iati dei poligoni regolari, inscrìtti nel 
circolo, di n e di 2n lati. Condotte poi le bisettrici 0£, OF degli angoli 
AOC, C'OB, risulta che il segmento EP è il lato del poligono rego- 
lare di 2n lati circoscritto. 

Poiché il rapporto dei perimetri di due poligoni 
' regolari di egual numero di lati è eguale a quello 
dei raggi dei circoli ad essi circoscritti, si ha 

P. : p„ = OA' : OC. 

Ma, siccome OE è la bisettrice dell'angolo 
A'OC, si ha pure 

OA' : OC = A'E : EC, 
e perciò 
^'S- 3>^- P.;p. = A'E:EC. 

Componendo, ed osservando che A'E + EC'HA'C, se ne ricava 

(P.+P.):p. - A'C'rEC, 

(Pn+pJ:p» = ^:^- 

Moltiplicando i due ultimi termini di questa proporzione per 4n, si , 
ricava : 

(Pu +p.,):p, =2«L„:2«L,„; 

ovvero, siccome nL„ = P„ , 2rt Lj. = Pj„ , 

(P. +p.):p. = 2P.:P,.. 
Da questa proporzione si ricava , 

_ 2P. p. 
' K + p. ' ■ 
e quindi 

P,„ 2 l P„ + p J 

Teorema 5*. — L'inversa della lunghezza del perimetro di un poli- 
gono regolare di 2n lati, inscritto in un circolo, è la media geometrica fra 
le inverse dei perimetri dei poligoni regolari, l'uno di n lati inscritto t 
l'altro di 2n lati circoscritto al medesimo circolo. 

Conservando le solite notazioni, il teorema enunciato è più breve- | 
mente espresso dalla formola 



p.. V p. ■ p.. 



I triangoli HEC, CC'A (iig. 316) sono equiangoli fra loro, essendo 
gli angoli EHC, C'Cl eguali come retti e gli angoli E(?H, C'A"C eguali, 
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CALCOLO DEL N0HERO %. 

uomo alterni interni rispetto alle rotto parallele À 
versale C'A. No segue (g 260 Teor. 2°) 

EC'.AC-HC'.AC' 
e quindi 



2 ■ 2 " 2 



L,. . i. = 2i',. . 

Moltiplicando i due membri di questa eguagliali: 

2nL,..»i. -(2n!,.)', 

P,..p. -y',.. 

K. = Vf .. . P. , 



Perciò 
e quindi 



J- = V^ -L. 



,. „ . r .11111 

Corollario. — / numeri p— , — ' p~ ' — ' p~ 

dare dal terzo, sono aiternathamente medii aritmetici 
fra i due precedenti. 

Deriva da ciò che, se i primi due numeri p— 
può facilmente per mezzo dì essi calcolare anche i : 

396. Il circolo e essendo il limite verso il quale 
metri dei poligoni regolari l'uno inscritto e l'altro e 
si ha 

P.>C>p„, 
e quindi 

2R 2R 2R 
P,, C ^p„ ' 

. . C . J.2R 1 
= TU, e quindi "TT = — 1 

' ^ C TU 



cedente diviene 

1 
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ÀDalogamente : 



LIBRO V, ■ 

i trova 



CAPITOLO IV. 



■ pi.' 



Noi conosciamo già i valori dei numeri Pn , p^ e quindi anche quelli 



Da questi valori possiamo poi successivamente ricavare con molta 

facilità i valori dei numeri „-, — Jn— . — ; , e cosi formare le 

rj„ pi. r^ p«„ 

successive coppie di valori, che comprendono fra di loro il numero -i 

tali che la loro differenza decresce indefinitamente. È chiaro perciò che, 
se ad un certo punto arriveremo ad avere due di questi valori appros- 
simati (in frazioni decimali), che abbiano le prime p cifre decimali 

eguali, queste apparterranno anche al numero — • Cosicché di — si può 

avere un valore approssimato quanto si vuole. Per esempio se pren- 
diamo n = 4, si ha 

P. = 8R , p,= 4R V2, 



quindi 




i:^!-.- . i = 


yi- -V 0,125 = 0,3635534.... 


Applicando la regola detta 


sopra, ai ricava successivamente: 


-^-0,25 


— !— - 0,3635534 .... 


-i— - 0,3017767 . 


.. — 0,3266407.... 


-p 0,3142087 . 


. . -L _ 0,3203644 .... 
Pi. 


-p 0,3162867 . 


. . -^ ~ 0,3188217 .... 
Pn 


^i 0,3180541 . 


.. — 0,3184377.... 


-^ 0,3182459 . 


.. y- = 0,3183418.... 


^-0,3182939. 


.. —!— = 0,3183178 ... . 



, Google 



CALCOLO DEL NUMERO n. 



-p 0,3183058... 


— !— = 0,3183118 . . . 


-p5— = 0,3183088... 


— !— - 0,3183103 . . . 
Pi..* 


-pi- = 0,3183096... 


— ! 0,3183099 . . . 


-p!— = 0,3183097 . . . 


-^ 0,3183098 . . . 


-jJ— - 0,3188098 . . . 


■^ - 0,3183098 . . . 


Si ha dunque 




i - 0,3183098 .... ; 


quindi 




1 


_ 


" 0,3183098 . 


- , 



397. Abbiamo veduto come si possa trovare un valore di n appios- 
siniato quanto si vuole. È pero impossibile calcolarlo esattamente. In- 
fatti il Lambert fino dal 1761 aveva dimostrato che tu e incommensu- 
rabile; poi il Legendre dimostrò che è incommensurabile anche il suo 
quadrato te'; infine il Lindemann ha dimostrato (1882) che n non può 
e^ere radice di nessuna equazione algebrica a coefficienti reali. 

Diamo qui alcune notizie Rugli studi fatti per determinare valori 
approssimati di tz. 

Archimede di Siracusa (morto 212 anni av. Cr.) fu il primo a deter- 
minare il rapporto della circonferenza al diametro. Egli (col paragone 
de' perimetri de' poligoni regolari inscritti e circoscritti di 6, 12,24,48, 



10 



lati) dimostrò che questo rapporto è compreso f ra 3 + i^ e 3 + 
22 



10 



li secondo numero, ossia i^, del quale si fa grandi 

in eccesso: l'errore è compreso fra ^j^ e sjq-, e quindi è 

metà di ^ . 

Metius, geometra olandese, (1700) diede per tu il valore 



approssimato 



il doppio vantaggio di essere facile t 



ricordarsi e di superare tu ) 



Gli Indiani del XII secolo conoscevano il rapporto ^o^ > ^^^ ^"" 
pera tu per meno di ìTiì- Altri opina che conoscessero il rapporto tk^ r 
che supera n per meno di jtti ■ 
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Ludolph van Ceulen (anno 1539) calcolò j: con 32 cifre decimali; 
Vega, geometra austriaco, spinse (1793) i! calcolo fino alla 140' cifra 
decimale; Dase (1844) arrivò alla 200*; Sickter (1854) alla 500». Tutti 
trovarono 

r. = 3,14159 26535 89793 23846 .... 

Wallis ti'ovb sotto forma di prodotto di infiniti fattori; 

E 2 4 4 _6 6 8 
4"'3'8'5"6'7- 7----' 

Leibnitz sotto forma di serie infinita: 



Brounker sotto forma di frazione continua: 







2 f 9 








2 + 25 

2 + 4!) 








2 + ecc.: 


mix sotto la forma: 








&-■ 


V 3- + 5- 


-^ + ... 


notilli sotto la forma: 










,1 IorV- 


1 






2 v^T 




Si ha pure 








n 


2 

V2 " 


2 


2 


2 


V2 + V2 Y2 


+ V2 + V2 


l_ 


0,31830 


98861 83790 


67153 



log = - 0, 49714 98726 94133 85435 .... (basa 10), 
Vi = 1 ,77245 38509 05516 02729 .... 
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ESERCIZI 



8il. Se una l'etta, presa nel piano di un triHngula À 
lati BC, AC. AB rispettivamente nei punti D, E, F, oppure 
gono i vertici A,B, C di un triangolo con un punto pr« 
trano le lette opposte nei punti D, E, F, bj ha la relRziont 

DB EC FA ^ 

DU ■ EA ■ Ftì "" 

Viceversa, ee tre punti qualunque D, E, F, presi sulle rette 
golo ABC verificano la relazione precedente, i tre punti L 
oppure le tre rette AD, BE, CF passano per un punto. 

843. In ogni triangolo le bisettrici di due angoli intei 
golo esterno, conseguente ni terzo angolo, incontrano le r 
punti, che sono ìn linea retta, 

843. Se un triangolo è inscritto io un circolo, e pa 
una tangente al cìrcolo, i punti d'incontro di queste tange 
posti sono in line» retta. 

S44. Se !e rette dei lati opposti di un esagono, insci 
glinno, i loro punti d'incontro sono in linea retta, 

815. Dato un triangolo ABC. si conduca per ciascun 
vida il tato opposto in dae segmenti proporzionali ai quad. 
triangolo. Dimostrare : 

1° che queste tre rette passano per uno ateaao pur 
2" che, se da M si conducono le perpendicolari MP, 
golo ABC, i segmenti MP, MQ. MR sono proporzionali ai 
che M è il baricentro del triangolo PQR. 

846. Se un piano taglia tutti i lati di un poligono g( 
sure di M segmenti non consecutivi è eguale al prodotto 
segmenti. 

S47. Se tre semirette uscenti dai vertici dì un trtangi 
stesso punto 0, e incontrano i lati del triangolo nei punti 

OA' , OB' OC , 



AA' ^ BB' ■ CO- 
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S19> Se Ih distanza e l'angolo di due spigoli opposti di un tetraedro è eguale 
iiIIh distAuzA e all'angolo di due apiguli opposti di un altro tetraedro, il rapporto 
dei due tetraedri è eguale al rapporto dei due lettaugolì cbe hanno per lati l'uno 
gli spigoli considerai:] del prima tetraedro e l'altro quelli del secondo tetraedro. 

850. Il rapporto di due tetraedri, che abbiano eguali uno spigolo e il coirispon- 
deote diedro, è eguale al prodotto dei rapporti delle distanze di questi spigoli dai 
vertici, ove terminano gli epigoli opposti. 

Sai. Se un triedro trirettangolo è tagliato da un piano, cbe ne incontra tutti 
gli spigoli, il triangolo determinato su ciascuna faccia è medio proporzionale fra il 
triangolo determinato nel piano secante e la propria proiezione su questo piano. 

Bo2. Restando le cose come nel teorema precedente, il quadrato dell'area del 
triangolo determinato sai piano secante è eguale alla somma dei quadrati dell'aree 
dei triangoli determinati sulle facce. 

sa. La differenza fra le superficie S, s di due poligoni regolari simili, l'uno 
circoscritto e l'altro inscrìtto a un cìrcolo, è equivalente al poligono simile, inscritto 
nel circolo, che ha per diametro un lato del primo, o circoscritto al circolo, che faa 
per diametro un lato del secondo. 

854. Due poligoni circoscritti ad uno stesso circolo stanno fra loro come i 
perimetri. 

S55. Le tre altezza AD, BC, CF di un triangolo si taglino in un punto H, e 
sia ABL un triangolo rettangolo, che ha per ipotenusa AB ed ha il vertice L sulla 
retta AH, Il triangolo ABL è media geometrica fra i tiiangoli ABC, ABH. 

Sb6. La distanza di un punto di un circolo da una sua corda qualunque è media 
proporzionale fra le distanze dello st«sso punto dalle tangenti al cìrcolo condotte per 
gli estremi della corda. 

Sòl. Se due trìangoli hanno la medesima altezza, i rettangoli in essi inscritti, 
e che hanno la medesima altezza, stanno fra loro come i due triangoli. 

8aS. Dato in un piano un punto e due rette perpendicolari, ohe si tagliano 
ili un punto A. si conduca per O una secante qualunque, che tagli in B,B' le due 
lette date. Indicando con s. s' le aree dei due triangoli OAB, OAB', la somuia 

- -!- -; è costante. 

859. Tre rette, condotte per ì vertici di un triangolo, che passano per uno 
stesso punto interno ad esso, scompongono il triangolo in sei triangoli, tali che la 
^4omma della inverse delle aree di tre non consecutivi è eguale alla somma delle in- 
verse delle aree degli altri tre. 

860. Se ABC è un triangolo rettangolo inscrìtto in un semicircolo, e da un 
punto D qualunque dell'ipotenusa AB sì tira la perpendicolare ad essa, la quale io- 
contri rìspettivamente il semicircolo e te ratte AC, BC nei punti E,F,H, si ha che 
DE è media proporzionale fra DF, DH. 

861. Se due triangoli ABC, A'B'C hanno i lati paralleli, ad il secondo b interno 
ai primo, ed un terzo triangolo A"B"C" è inscritto ad ABC e circoscritto ad A'B'C^, 
il triangolo A"B"C" è medio proporzionale fra i triangoli ABC, A'B'C. 

862. L'area di un triangolo è media geometrica fra l'area del triangolo, che ha 
per vertici i centri dei circoli ex-inscritti, e quella del triangolo, che ha per vertici 
i punti di contatto dei lati col cìrcolo inscrìtto. 

863. La somma dei quadrati delle distanze di un punto dai' tre vertici di un 
ciangolo è eguale al triplo quadrato della sua distanza dal baricentro aumentato 
della inedia arìtmetica dei quadrati dei lati. 

864. In un triangolo la somma dei quadrati delle mediane ^ ' -j deUa somma 

ilei quadrati dei lati. 

865. In un triangolo la somma dei quadrati delle distanze del baricentro dai 

vertici è — della somma dei quadrati dei lati. 

S66. In un triangolo il quadrato della distanza del baricentro dal centra del 
circolo circoscritto al triangolo à equivalente alla differenza fra il quadrato del 

<llametro e -- della somma dei quadrati dei lati. 
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867< In no triangolo qualunque il quadrato della distanza del baricentro dal 
ponto d'incoDtro delle altezze è equivalente alla differenza fra il quadrato del din- 

metto del circolo circoscritto al ttinogclo e — della somma dei quadrati dei lati. 

868. In un triangolo qualunque la aomma dei quadrati delle distanze del ba- 
riceutro del triangolo dai centri dei circoli ex-ìnacrìttt ed inacritto ad esso è equi- 
valente al triplo del quadrato del diametro del circola circoscritto al triangolo, 
aumentato del quadrato del doppio della distanza del baricentro del triangolo diti 
centro del circolo circoscritto. 

888. Se G è il baricentro di un triangolo ABC, 0, , 0, , 0, i centri dei circoli 
circoscritti ai triangoli ABG, BCG, ACG riapettivaraenta, il baricentro del triangolo 
O,0g0, è il centro dal circolo cimoscrìttn al triangolo dato. 

STO. Se G è il baricentro di un tetraedro ABCD, 0, .0. ,0, , O. i centri dalle 
sfere circosontte ai tetraedri ABCG, ACDG, ABDG, BCDG, il baricentro del tetraedro 
0,0,0,0, È il centro della sfera circoscritta al tetr&edro dato. 

8TI. In un triangolo il quadrato della distanza del punto di concorso delle 
altezze dal centro del circolo circoscritto al triangolo è equivalente alla differenza 
fra il triplo quadrato del lato del triangolo regalare inscritto nello stesso circolo e 
la somma dei quadrati dei lati del triangola dato. 

S12. In ogni triangolo la distanza del centra del circolo inscritto dal centro 
<)el circolo circoscritto è media proporzionale fra il diametro dal circolo circoscritto 
e la distanza del centro del circolo inscritto dal centro del circolo dei nove punti. 

873. Se due triangoli rettangoli sono simili, [1 prodotto delle lunghezze delle 
ipotenuse è eguale alla somma dei prodotti della lunghezze dei cateti omologhi. 

871. Se due triangoli rettangoli sono simili, la somma dei prodotti delle in- 
verse delle lunghezze dei cateti omologhi è eguale al prodotto delle inverse delle 
lunghezze dell'altezze relative alle ipotenuse. 

875. Se a>b>c sono te lungheize dei lati di un triangolo ABO ed S è 
l'area del medesimo, 

1° l'area S' del triangola, che ha per vertici i piedi delle bisettrici interne, 
del triangolo dato, ha per misura 

2fl6<i ■ S 
'^ "{b^O^c + aj^a + by 

2° l'area S" del triangolo, che ba per vertici Ì piedi delle bisettrici esterne, 
condotte dal vertici B,.C, e delln bisettrice interna condotta dal vertice A, ha per 



STC. Indicando con R, r ,dt ,di,,d„ , le misure dei raggi dei circoli circoscritto 
ed inscritto ad un triangolo e delle distanze del centro del circolo circoscritto dai 
tre lati a,b,c, si trova 



877. Se b, e, h, sono le lunghezze dei cateti e della altezza corrispondente al- 
l'ipotenusa di un triangolo rettangolo si ha 



878. Per un punto fisso O, preso sulla bisettrice di un angolo retto A, e 
duce nna secante qualunque MON. La somma 
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81&. La superficie del ti-iaogolo, che ba per vertici i centri dei cireoli ex-inscritti 
ad un triaogolu dato, è eijuivalente al rettangolo del perimetro di questo triangolo 
e del raggio del circolo circoscritto, 

8S0. Il quadrato del raggio del cìrcolo inacritto in un triangola rettangolo è 
equivalente alla Bomma dei quadrati dei raggi dei circoli inscritti nei due triangoli, 
nei quali Ìl triangolo dato resta scomposto dalla altezza corrispondente airipot«nii8it. 

8$1> Se R, r, l'i, rb, ><; aono le lunghezze dei raggi del circolo circoscritto, del 
circolo inscritto e dei circoli ex -inscritti ad ud triangolo, h,, hh. h^ le misure delle 
altezze, si ha 

1 1 I 1 1 1 I 

_i_^_i_ _i i_ X-=J_4.J L. _L J-j-J L 

.-. ~ Ab A, A. ' -^ ~ A. ft= hb ' -t "a. ''"Ab A. 

4R = r. *,-» + ,-=-r. 

8S2. Indicando con d, d„ d^, d, le distanze del centro del cìrcolo circoscritto 
ad un triangolo dai centri del circolo inscritto e dei cìrcoli ex-ìnscritti, sì ha che 
ì" d é medio proporzionale fra R ed R — 2>-; 
2° d, è medio proporzionale fra R ed R -(- 2i' ; 

S° la somma dei quadrati delle distanze d, d, ,d,,d, , è equivalente a 12 
volte il quadrato di R. 

883. La somma delle distanze del centro del circola circoscritta ad un trian- 
golo dalle rette di questo è eguale alla somma dai raggi del circolo inaorltta e del 
circolo circoscritto. 

%fH, Dati due cìrcoli S, S', di raggi t;r' {d essendo la distanza dei centri), 
la condizione necessaria è sufficiente perchè esista un triangolo inscritto al primo 
e circoscritto al secondo è 

d' = .-' ± 2rr'. 

8S5. Se due circoli di raggi r. r' sono tangenti esternamente, e si descrive un , 
terzo circolo tangente ai primi due, iu punti situati sulla retta dei centri, indi si ' 
descrìve un quarto circolo tangente ai primi tre, si ba che. indicando con t ìl raggiu 
di quest'ultimo circolo, 



I triangolo e p,. pb. pc le distanze < 



A. ^ Ab ^ k. 

Come deve esser modificato il teorema, se il punto è esterno al triangolo? 

857. Il piano bisettore di un diedra di un tetraedro divide lo spìgolo opposto 
in due partì, il rapporto delle quali è eguale a quella delle facce, che comprendono 
il diedro considerai). 

858. Se a,b,c,d sono le misure dei segmenti staccati da un piano qualunque 
sopra gli spigoli consecutivi di un angoloide, appartenente ad un ottaedro regolare, 
si ba 

8S9> Dato un angoloide regolare, tutti i plani che passano per un punto equi- 
distante dagli spigoli dell'angoloide, staccano sugli spìgoli dei segmenti, la somma 
delle inverse dei quali è costante. 

890. Indicando con s l'area di un poligono, con Sj, s^, s^, le aree delle sue proic- 

891. L'are» di un triangolo rettangolo isoscele dì perìmetro 2jj è />' (6 — i\'^ 
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892. Se h^,h^,h„h^ sono le altezze di un tetraedro, p^.p^.Psi, 
ddlle fncoie dì an punto interno, si Iih 



Come deve essere modificato il teorema, se il punto O è esterno si 
893. Dato un tetraedro, se indichiamo con a,b, c,d,e,f le lunghez: 

goli, con m^,m,,m, le lunghezze dei lati di tre losanghe ottenuta tAgli 

traedro con tre piani, si lia 



11. Per ogni tetraedro sussìstono le r< 



$9ó. Sui lati a.b.i: d'un trinngolo qualunque ed esternamente ad 
struiscanu dei quadrati; indi si cougiuiiganu i vertici esterni mediante 
a„ il,, e,, in modo che le rette a„b^,c.^ non taglino alcun quadrato. Sui segm 
si costruiscano altri quadrati come precedentemente, e si tirino le con 
vertici esterni, che indichiamo con a„b,.f,,i su questi segmenti si coatri 
quadrati come precedentemente e così di seguito. Dimostrare che 

«] + bl + cl = S{a' + b- + c') 

'•l + bì + ■■s = 16(«'+ 6' + e'ì 



896. Se si forma una serie, i cui termini siano i valori inversi de 
settori poligonali regolari, dello stesso numero di lati, l'uno circoscrit 
inscritti! in un settore circolare, che variano rnddoppinndo successìvamen 
dei loro lati; questi termini, a partire dal terzo, sumi alternativamente i 
trìci e medi aritmetici, oiascnno rispetto ai due immediatamente precedi 

897. Se ai forma una aerie, i cui termini siano alternativamente 
e i raggi delle apezzate regolari, dello stesso numero di lati, l'una ci 
l'altra inscritta ad un arco dì circolo, che variano raddoppiando suocesi 
numero dei loro Iati, questi termini, a partire dal terzo, sono alternativa 
aritmetici e medi geometrici, ciascuno rispetto ai due immediatamente p 

89S. Dato un circolo di centro e un suo diametro AB, se, presa 
BC eguale al raggio, le si cundùce da la perpendicolare che incontri 
gente al circolo, condotta per il punto B, indi si porta nella direzione 
mento DE triplo del raggio e si congiunge A con E, la misura del se 
è la lunghezza del semicircolo con un errore per difetto compresa fra 5 
millesimi del raggio. 

S99. Dato un circolo dì centro e un suo diametro AB, se per il 
tira la tangente al circolo e si portano su di essa i segmenti adiacenti i 
rispettivamente eguali al diametro, a un quinto del raggio e a due quii 
desimo, indi sì porta nella direzione BA il segmento BF E OD, e si cor 
la parallela alla OE che incontri la tangente in 6, la misura del segn 
la lunghezza del circolo con un errore per difetto compreso fra uno e d 
si mi del raggio. 
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900> 11 petimeti'o del ttinngolo rettangolo, che lis per csteti i -r-ei — deldia- 

tastro di un circolo, ha sul circolo lettificnto un eccesao minore di un decimillesimo 
Jel raggio, 

901. L'eccesso della aoinma de' lati del quadrato e del tviaugolo regolare inscritti 
in un circolo sul seinioìrcolo rettìBcato è minure della metà di uu centesima del raggio. 

S02. L'eccesao di un circolo rettificalo àulta somma del triplo del diametro e 
della decima parte della diagonale del quadrato circoscritto, è minore di due deci- 
millesimi del diametro. 

903. Dato un oircoto, se si prendono gli archi consecutivi AB, BC eguali ri- 
Bpettivamente a uu quarto e ad un sesto del circolo, indi ai conduce per A e pei 
punto medio D del segmento BC la corda AE, l'eccesso de! tato del quadrato, 
equivalente al cerchio, aul segmento' AE è minore della metii di un millesimo del 
raggio. 

944. Dato un circolo di raggio OA, si divida il raggio OA in cinque parti 
eguali, e si porti sul diametro AB il segmento AD eguale ad una di queste parti; 
indi, diviso OB per metà nel punto E, si prolunghi di BFEBE, e sopra DE e AP, 
come diametri, si descrivano due semicircoli da parti opposte di AF: questi semi- 
circoli incontrano la perpendicolare condotta per al diametro AB nei punti G. H, 
tali che il segmento GH ha sul lato del quadrato, equivalente al cerchio dato, un 
eccesso minore di due centomillesimi del raggio. 

905. Diviso il diametro di un circolo in parti ad arbitrio, e descritti su queste, 
come diametri, i semicircoli, in modo che due consecutivi qualunque aieno situati 
da parti opposte del diametro, la linea curva formata da tutti questi semicircoli è 
equivalente al semicircolo dato. 

91)6. Una corona circolare è equivalente al cerchio, che ha per diametro il 
segmento di tangente al circolo minore, compreso nel circolo maggiore. 

907. L'area della superficie (detta arido) compresa fra un semicircolo dato e 
altri due semicircoli, descritti dalia stessa parte del primo sopra due segmenti in 
cui aia diviso il diametro di questo, è equivalente al cerchio che ha per diametro 
un segmento medio proporzionale fra i primi due segmenti. 

908. 1 semicircoli deacritli sull'ipotenusa e sui cateti di un triangolo rettan- 
golo limitano due superficie (dette lunule d' IppocraU), la cui somma è equivalente 
al triangolo dato, 

909. Diviso il diametro AB di un semicircolo dato in tre parti, di cui le estreme 
sieno eguati, ai descrivano sulle parti estreme due aemicircoh dalla stessa parte di 
quello dato e sulla parte intermedia si descrìva un semicircolo situato da pai-te op- 
posta degli altri due. La superficie (detta salinim) compresa fra i quattro semicir- 
coli È equivalente al cerchio, che ha per diametro la somma dei raggi dei due semi- 

910. Se sul diametro AB di un circolo si prendono due punti C.D ad arbitrio, 
e si descrivono, su AC, AD da una parte e su BD, BC dall'altra, quattro semicir- 
coli, il contorno della figura risultante (detta pelecoide) h equivalente ni circolo dato, 
e la sua superficie sta a quella del cerchio come CD sta ad AB. 

911. Fra le figure piane di eguale perimetni il cerchio ha la massima area. 

912. Fra le figure piane equivalenti il circolo ha perimetro minore. 

913. Dei tre quadrati che si possono inscrivere in un triangolo il maggiore è 
quello che ha un lato sul lato minore del triangolo. 

9U. Il volume di un cilindro, o dì un cono, o di un tronco di cono, circoscritto 
ad una sfera à eguale all'area della sua superficie totale moltiplicata per un terzo 
del raggio della sfera. 

915. Il volume di un cono è eguale all'area della superficie laterale moltipli- 
cata per — della distauza del centro della base da un'apotema. 

916. 11 volume di un cono è eguale ad — dell'area del triangolo generatore mol- 
tiplicata per la lunghezza della circonfer 

dn. Due solidi qualunque e 
le loro superficie totali. 
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eguale ftd — dell'area della sur auperade totale moltiplicata ; 

919. Se l'altezza di uu tronco di cono è il quadruplo dalli 
delie basi, il volume di queato tronco è eguale alla differenza 
sfere, che hanno i raggi eguali a quelli delle basi. 

920. Data una afera ed un punto flaso, si traccino per oe 
dicolari fra loro due a due. La aomma dei tre cerchi ottenuti i 
sfera con questi tre piani è costante. 

921. 11 solido racchiuso fra due efere concentriche è equi 
coDo, ohe ha per basi due cerchi massimi delle due sfere e pe 
della differenza dei raggi delle due sfere. 

932. I solidi generati da un rettangolo, o da un parallelo, 
un intero giro attorno a due lati consecutivi su coesa ivamenti 
ragione inversa dei lati stessi. 

923. Essendo Y,Y,,Y, i volumi generati da un triangoli 
successivamente di un intero giro attorno all'ipotenusa e ai ci 

1 I 1 



925. Esiste una sfera tangente a tutti gii spigoli di un pi 

926. Le lunghezze ? dei raggi delle sfere tangenti agli s; 
regolare in funzione della lunghezza l di uno spigolo sono le 

per il tetraedro P = x ^'^ 

per l'esaedro P = — V2 

per l'ottaedro P ^= TT 

per il dodecaedro p = — (3 + V^ ) 

per l'icosaedro p^ — (1 + V5). 

927. Il raggio della sfera tangente agli spigoli di un tet 
media geometrica dei raggi delle afere, l'una inscritta e l'altra 
Simo tetraedro. 

928. Sia data una sfera fissa. Le superficie delle zone 
sfera, appartenenti a tutte le afere, che passano per ii centro 

929. Un segmento sferico è equivalente al cilindro, che 
del segmento, ed ha per base il cerchio ottenuto tagliandolo 
stante dalle basi, diminuito della metà della sfera che ha per 
segmento. 

930. Il solido generato da un triangolo rettangolo ìsoscelf 
giro attorno ad una retta condotta per il vertice dell'angolo r 
Cenusa, è equivalente alla sfera che ha per diametro l'ipotenm 



, Google 



931. Il volume di un tronao di prisma triangolare, ottenuto tagliando una i 
parflcit: prismatica tiiaugolare mediante due piani, che s'intersecano secondo v 
i-attB, che incontra la superfioie medesima, è dato dalla formoli 



4- V + h,') f h, h. (k. +h,->-h,) 



inghei. 



delle distanze abbassate 
sendo in particolare quel- 
i considera, da parte up- 



dove B è l'area dì una baae, A,, A, ,A, sono le 
sul piano di questa base dai vertici dell'altra fa 
l'altezza, che È situata, rispetta al piano della base che e 
posta dell'altre due). 

932. Da un punto B. esterno ad un cerchio di centro 0, si tirino le tangenti 
BA, BC e il diametro DC, che ha un estrema nel punto di contatto C. Dimostrare 
che, se tutta !a figura compie un giro, rotando intorno al diametro DC, il solido 
generato dalla superficie ABC, compresa fra le due tangenti BÀ, BC e l'arco di cir- 
colo AC, è equivalente al cono generato dai triangolo DBC. 

933. Se un cono rotondo è cii'coscrittu a due sfere tangenti esternamente, il 
solido compreso fra le loro tre superficie à la metà del suljdo compreso fra la su- 
perficie del cono e la superficie sferica, che passa per i cìrcoli dì contatto del cono 
e delle due sfere date. 

931. L'area della superfìcie totale del cilindro equilatero inscritto in una sfera 
è media proporzionale tra l'area della superficie sferica e quella della superficie 
totale del cono equilatero inscritto nella medesima. 

935. 11 volume del cilindro equilatero inscritto in una sfera è medio proporzio- 
nale fra il volume della sfera e quello del cono equilatero inscritto nella medesima. 

936. La zona, che due afere concentriche determinano su di una sfera qualunque, 
che passi pel centro comune, ha un'area costante. 

937. Dimostrare che, se in un tronco di cono l'altezza è media geometrica fra 
i diametri delle due basi, il tronco di cono è circoscrivibile ad una sfera. 



LUOGHI GEOMETRICI. 



9S8. Trovare il luogo dei punti tali, che il rapporto delle loro distanze da due 
punti dati sia eguale ad una costante data. 

«jKil 939. Trovare il luogo dei punti di un piano, dai quali si vedono sotto uno stesso 
angolo due circoli del piano medeaimo. 

910. Trovare il luogo dei punti di un piano (o dello spazio), dal quale si ve- 
dono sotto uno stesso angolo due segmenti dati in un piano. 

941. Trovare il luogo dei punti, dai quali si vedono sotto uno stesso angolo tre 
segmenti dati. 

912. Trovare il luogo dei punti dello spazio, dai quali si vedono sotto uno stesso 
angolo due afere date. 

913. Trovare il luogo dei punti dello spazio tali, che le distanza da tre punii 
dati stieno fra loro come tre segmenti dati. 

911. Trovare il luogo dei punti dello spazio, dai quali si vedono sotto uno 
stesso angolo tre sfere date. 

915. Trovare il luogo dei punti di un piano tali, che il rapporto delle diatanze 
da due rette date sia eguale a quello di due segmenti dati. 

916. Trovare il luogo dei punti tali, cbe le distanze da due piani dati abbiano 
fra loro lo stesso rapporto di due segmenti dati, 

917. Trovare il luogo dei punti tali, ohe le diatanze da tre piani dati abbiano 
fra loro gli stessi rapporti di tre segmenti dati. 

918. ABCD è un quadrilatero rettangolo in B, e i cui vertici A, B, C sono fissi, 
mentre il quarto vertice D è variabile nel piano degli altri tre ed assoggettato alla 
sola condizione, che sia l'angolo BDC costante. Per ciaaouna posizione del vertice D 



i divide il lato AD in 



■nto I 



in modo che i 



AM^ 
' MD" 



7 ' 



I sopra ÀM a 
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ESERCIZI. 375 

struiace un triangolu equilateru. Trovare il luogo dei bftriceiitri dei triangoli rettaii- 

919. Trovare il luogo dei vertici delle piramidi, clie hanno per base un dato 
quadrilatero, e che sono tagliati secondo dei parallelogrammi dai piani perpendico- 
lari alla ietta, che congiunge il vertice stesso col punto d'incontro delle diagonali 
della base. 

9aU. Trovare il luogo di un punto, tale che le auperficie dei triangoli formati, 
unendo questo punto cogli estremi dì due segmenti dati, abbiano un dato rapporto. 

951. Per un punto P si conducano tutti i segmenti, che terminano ad un cir- 
cola, u ad una sfera. Trovare il luogo dei punti, che dividono questi Begmenti in un 
dato rapporto. 

953. Per un punto fìsso P ai conduca una retta, che incontri un piano fisso in 
un punto A. SÌ determini poi sulla retta medesima un punto B, tale che il rettan- 
golo dei segmenti PA, PB sia equivalente a un rettangolo dato. Facendo rotare la 
reità attorno a P, qual'è Ìl luogo dei punti B? 



9ó3. Essendo dati due punti di un circolo, trovare su di esso uu punto, tale 
che il rapporto delle sue distanze dai due punti dati sia eguale ad un rapporto dato. 

954. Per due punti dati condurre due rette, che s'incontrino su dì un, dato cir- 
colo, in modo che la retta, che unisce gli altri punti d'intersezione di queste rette 
col circolo, aia parallela alta congtungente i due punti dati. 

9^5. Condurre per un punto dato una retta, che staccili sui lati di un angolo 
due segmenti, il cui rettangolo sia equivalente a un rettangolo dato. 

95<t> Per un punto condurre una retta, che con due date rette, che s'incontrano, 
fornii un triangolo equivalente ad un triangolo dato. 

957. Costruire due circoli tangenti fra loro e tangenti ad una retta in due punti 
dati, in modo che la somma dei cerchi da essi limitati sìa equivalente ad un cer- 
chio dato. 

958. Dividere un triangolo in parti, che stiano fra loro come segmenti dati, per 
mezzo di rette parallele ad un lato. 

959. Dividere un triangolo in due parti equivalenti per mezzo dì una retta per- 
pendicolare ad un lato. 

9fiV. Divìdere un trapezio in due parti, che stiano fra loro in un dato rapporto, 
per mezzo di una retta parallela alle basi. 

961. Dividere un triangolo in media ed estrema ragione per mezzo di una retta 
parallela alla base. 

9K2. Costruire un triangolo, del quale 

96S. Costruire un triangolo, del quale 

9tf4. Per un punto A. dato nel piano di un angolo convesso XOY, condurre 
secante MN tftle, che il triangolo OMN abbia un'area data. 

9B5. Ad un rettangolo circoscrivere una losanga di area data, 

96«. Per il punto di mezzo della base CB di un triangolo ABC condurre una 
retta, che tagli 11 lato CA in un punto D e il prolungamento di AB in un punto E, 
in modo che la differenza dei triangoli OBE, OCD abbia un'area data. Risolvere il 
' i aia un punto qualunque della base 6C. 

ere un rettangolo equivalente ad un quadrato dato. 
In una losanga inscrivere un rettangolo equivalente ad un quadrato dato. 

9S9. Dati due circoli concentrici costruire un rettangolo, che sìa equivalente ad 
un quadrato dato, ed abbia per Iati opposti due corde parallele dei due circoli. 

970. Nel piano di un triangolo trovare un punto, tale che le sue distanze dai 
tre vertici del medesima abbiano fra loro gli stessi rapporti dì tre segmenti dati. 

9?1. Nel piano dì un triangolo trovare un punto tale, che le sue distanze dai 
tre lati abbiano fra loro gli stessi rapporti di tre segmenti dati. 

972. Trovare un punto dello spazio tale, che le sue distanze dai quattro vertici 
di un tetraedro abbiano fra loro i medesimi rapporti di quattro segmenti dati. 



.y Google 



376 LIBRO V. 

973. Trovare un punto nello spazio tate,,cho le sue diatanze dai quattro piani 
di un tetraedro abbiano fra loro gli stessi rapporti di quattro segmenti dati. 

971. Trovare le misure dei cateti e dell'altezza di un tmngolo rettangolo, co- 
noscendo l'ipotenusa e l'area. 

9T5. Trovare l'area di un triangolo, espressa in funzione delle misure delle altezze. 

97(i. Calcolare l'area di un trapezio in funzione delle misure dei Iati. 

977. Si calcolino le misure delle basi, dell'altezza e della superficie del trapezi», 
che ha per vertici i punti di contatto delle due rette tangeuti esternamente a due 
circoli dati, in funzione delle lunghezze dei raggi dei due circoli e della distanza 
dei centri. 

97S. Dato un poligono regolare di 8. o 10, o 12, o 16 lati, si conducano tutte 
le diagonali parallele e tutte le diagonali perpendicolari ad un lato. Calcolare le 
aree delle Ggure, in cui queste diagonali scompongono il poligono dato. 

979. Esprimere in funzione della lunghezza del raggio le aree dei segmenti 
circolari, in cui un cerchio è diviso da un lato di un poligono regolare inscritto di 
2", 8.2°, 6.2°, 15.2° lati. 

dSV. Trovare le miaare del raggio e della superficie di un cerchio inscritto in 

un settore eguale ad ~ , o ai — , o ad ^ di un cerchio. 

981. Dati tre circoli eguali tangenti esternamente fra lo 
in funzione del raggio l'area della superficie compresa fra 
punti di contatto. 

982. Dato un poligono regolare di n Iati, si descrivano, con raggio eguale alla 
metà di un Iato, gli n circoli che hanno per centri i vertici del poligono. Caicolnre 
l'area della figura limitata dagli n archi dei suddetti cìrcoli interni al poligono, co- 
noscendo il lato di questo. 

983. Trovare le aree delle parti in cui un quadrato resta scomposto dai quattro 
seniicircoli. interni ad esso, che hanno per diametri i suoi lati. j 

9S4. Dato un quadrato (o un esagono regolare), ai descrivano i circoli, <àt \ 
hanno per centri i vertici ed hanno i raggi eguali ai lati del quadrato (o dell'esa- 1 
gono). Trovare le aiee delle parti, in cui il quadrato restii scomposto da questi circoli. 

985. Sull'ipotenusa AB di un triangolo rettangolo isoscele ABC si costruisca 
un triangolo equilatero ABU, quindi si descrivano i circoli, che passano per A,B »d 1 
hanno i centri in C, D rispettivamente. Trovare le aree delle tre figure comprese 
fra due archi dei suddetti circoli. 

986. L'area di un triangolo è 24 ni. q.; calcolarne i tre lati, sapendo che essi ' 
stanno fra loro come i numeri 3, 4, 5. 

987. Una caldaia è formata da un cilindro terminato da due emisferi dello stesili . 
diametro di esso; la sua capacità è 12 ettolitri ed il rapporto dell'asse del cilindro 
al raggio è i. Trovare il rajigio e l'altezza del cilindro. 

988. Trovare la basa di un triangolo isoscele, conoscendo le lunghezze dei lati I 
eguali e del raggio del circolo circoscritto. 

9S9. Trovare le lunghezze dei tre lati di un triangolo rettangolo, sapendo ck j 
un cateto è la media aritmetica degli altri due lati, e che il perimetro e la super- 
ficie hanno misure espresse da numeri eguali. 

990. Trovare le misure dell'altezza e delle basi di un trapezio rettangolo, co- I 
uosceudo la lunghezza del lato obliquo alle basi, l'area del trapezio e il volume del 
solido generato da esso nella rotazione intorno a questo lato obliquo medesimo, 

991. Dato un esagono regolare, le sei diagonali che non lo dividono per metà i 
formano un altro esagono regolare. Trovare il rappoi-to delle aiiperflcie dei dne 
esagoni. I 

992. Un circolo compie un giro rotolando sul contorno di un triangolo equila- 
tero. Calcolare l'area della superficie descritta dal circolo. Risolvere il problema pet : 
il caso di un triangolo qualunque, essendo dato il perimetro dal triangolo e il raggio 
del circolo. 

99S. Calcolare l'area del segmento di cerchio, limitato da due corde parallele | 
rispettivamente eguali ai lati del quadrato e dell'esagono regolare inscritti. 

(I9t. Descrivere con raggio dato un circolo, che divida la superficie di un cer- . 
chio dato, in parti proporzionali a segmenti dati. 
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ESEitCIZÌ. 

r 995, Descrivere un circolo concentrico ad i 

superficie in parti proporzionali a segmenti . dnti 

9S6. Determinare i tre luti di un triangolo 

metro 2p e l'area T. — Caso in cui 2p = Vi me 

997. I tre lati di un triangolo sono Ire un 
lati atessi, conoscendo l'area S. — Caso in cui S 

998. Trovata t cateti di un triangolo rettai 
pendo che il rettangolo dei cateti stessi è equii 

999. Trovare Ìl rapio di un cono, conosce 

lUOO. Trovare il raggio di un cilindro, con 
sua altezza. 

1001. Trovare i lati di un rettangolo, conof 

1002. Trovare le diagonali di una losanga, 
circolo inscritto. 

lOOS. Trovare i lati di un trapezio isoscele, e 
il suo perimetro e il raggio del circolo inscritto 

1004. Divìdere un cerchio in sezione aurea 

1005. Dati in un piano una retta ed un 
Hbbia un lato sulla retta data, e che abbia per 

1000. Dato un circolo ed un punto in un pia 
che abbia cume lato una corda del circolo ed alil 

1007. Trovare i lati di un triangolo rettani 
bisettrice dell'angolo retto e il raggio del circol 

1008. Conoscendo le basi e l'altezza di un 
golo, formato da una base e dalle rette dei due I 
medesima. 

1009. Conoscendo le tungliezze dei lati di un 
uno dei lati, che culle rette del triangolo formi 

1010. In un triangolo inscrivere un rettanj 

1011. Trovare il raggio di un circolo, cono 
ratlele e della loro distanza. 

1012. Travare i lati di due quadrati, conosi 
drati stessi, e l'area del jettangolo delle loro di 

lOlS. Trovare i tre Iati di un triangolo rei 
l'ipotenusa sulla differenza dei due cateti, e l'alt 
Si consideri il caso in cui m = 20, A = 12. 

1011. Trovare i lati di un triangolo rettane 
e la somma s dei quadrati dei tre lati. Caso in 

1015. Essendo dato un triangolo ABC e un 
nità, ei prenda sul lato AB un punto C, , tale ci 
punto A,, tale che sia BÀ, = niBC; infine sul 
BA,=.hCA. 

1°. Calcolare l'area del triangolo A,B,C,. 

2°. Trovare il limite della somma delle i 
ApB^C,,, ciascnno dei quali è dedotto dal precedi 
duce dal triangolo ABC, quando ìl numero p cr 

1016. Trovare in funzione dei lati del triang 
WP' + MQ' + MR' e i lati e l'area del trianj 

1017. Costruire un quadrangolo inscrivibile 
del circolo circoscritto, le diagonali e l'angolo ( 

1018. Calcolare il perimetro di un triangt 
dei lati b, e e sapendo ch'esso è equivalente a! 
terzo lato. 
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1019. Va triangolo ABC, cettangolo iu A, rota attorno ad una retta parallela 
ftd AC e condotta per il vertice B. Calcolare le lunghezze dei lati, in modo che il 
perimetro abbia una lunghezza data, e che il Yolume del solido generato dal triaii- 

1420. Se per i vertici oppoati A, C di un quadrato ABCD si conducano dalla 
BtessB parte del piano di questo quadrato le perpendicolari al piano medeaimo, e 
si prende sull'una un segmento AA', tale che la distanza del punto A' dal centro 
del quadrato sia eguale al lato del quadrato, e sopra l'altra perpendicolare un seg- 
mento ce, tale che la distanza del punto C' dal centro del quadrato aia eguale at 
doppio del lato dei quadrato, si ottengono i tre tetraedri A'ABD, C'CBD, C'A'BD, 
dei quali bisogna trovare il volume in funzione del lato dèi quadrato. 

1021. A quale altezza biaogna elevarsi sul livello del mare, perchè la calotta 
terrestre visibile abbia una superficie data? 

1U22. Tagliare una sfera con un piano, in modo che il cerchio sezione sia equi- 
valente ai '/, della differenza fra le due calotte determinate dal piano. 

1023. Tagliare una sfera con un piano, in modo che la calotta minore staccata 
da esso sia equivalente alla superficie laterale dal cono, che ha per base il circolo 
sezione e per vertice l'estremo del diametro perpendicolare al piano cercato. 

1021. Tagliare una afera con un piano, iu modo che una delle calotte staccate 
da esso sia equivaieute alla superficie della sfera, che ha per diametro l'altezza 
della calotta rimanente. 

102à. Un cono equilatero essendo inscritto ìn una sfera, tagliare i due solidi 
con un piano parallelo alla base del cono, in modo che la corona circolare toin- 
preaa fra la superficie della sfera e quella del cono sia equivalente alla base del cono. 

1026. Tagliare una sfera con un piano, in modo che uno dei segmenti sferici 
staccati da esso sia equivalente al cono, che ha per base il cerchio sezione e per 
vertice il centro della sfera. 

1027. Tagliare una sfera con un piano, in modo che uno dei aegmeuti sferici 
staccati da esso sia equivalente al cilindro inscritto nella sfera, che ha per base 
la sezione prodotta da quei piano. 

102S. A quale distanza dal centro di un circolo, del quale è noto il raggio, bi- 
sogna condurre una corda, perchè la superficie generata da essa, rotando attorno 
al diametro parallelo, aia una superficie equivalente a quella della sfera che ha per 
raggio la distanza cercata? 

1029. Di un tronco di cono si conosce il volume, l'altezza e la differensa dei 
raggi delle basi. Trovare questi raggi. 

1030. Sopra una semicirconferenza di diametro AB, trovare un punto C tale 
che la somma dei volumi generati dai aegmeuti circolari, compresi fra gli archi 
AC, CB e le corde che li sottendono, sia equivalente ad un volume dato. 

1031. Dato un semicircolo di diametro AB, trovare sulla tangente BT un punto 
M tale, che il triangolo ABM, rotando attorno ad AB, generi un cono diviso per 
metà dalla superficie sferica, descritta nella rotazione medesima dal aemicircalu 

1032. Sull'asse di un tronco di cono determinare un punto tale che t due coni, 
aventi per vertice quel punto, e per basi le due basi del tronco rispettivamente. 
abbiano superficie laterali equivalenti. 

1033. Fra tutti i cilindri, aventi la medesima superficie totale, qual'è quello di 



1034. Fra tutti i coni, che hanno lo stesso apotema, qual'è quello di volume 



103^. Di tutti i coni aventi la medesima superficie laterale, qual'è quello di 
volume massimo? 

1030. Trovare le superficie e i volumi della sfera inscritta e della sfera circo- 
■Bcritta ad un dato cono equilatero. 

1037. Una sfera di diametro eguale all'altezza di un dato cono è tangente al 
piano della base dt questo, e situata dalla medesima parte del cono. Coodurre un 
piano parallelo al piano suddetto, in modo che la somma dei cerchi, sezioni di essi 
coi due soiidi, sia equivalente ad un cerchio dato. 

1038. Sono dati due piani paralleli, ognuno dei quali contiene la base di una 
piramide, che ha il vertice sull'altro piano. Condurre un piano parallelo ai due piani 
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dati, in moiìo che la aamina dei poligoni, sezioni di esso colle due piinmitli date, 
sin equivalente ad un poligonu dato. 

1039. Un cilindra ed un cono hanno te altezze egi 
e ì volumi egunli. Conoscendo le altezze comuni, cale 

lOtO. CalcolAve l'altezza e il raggio della base di 
sfera di raggio dato, conoscendo il rapporto fra Ih superficie totale del cono e \a 
aupetlìcie della sfera. 

ioti. Trovare il volume di una piramide i-egolare conoscendo le lunghezze di 
UD Iato della base e di uno spigolo laterale, e il uumevo di lati della base. 

1013. Dividere lina piramide in due parti equivalenti per mezzo di un piaiM 
parallelo alla base, 

1013. Un solido è limitato da una faccia rettangolare e da quattro piani, die 
passano per ì lati di questa faccia e cbe formano con essa diedri se:niretli. Calco- 
lare la superficie totale e il volume di questo solido, conoscendo le lunghezze dei 
lati del rettangolo suddetto, 

1014. Un parallelepipedo ha per facce sei losanghe. Trovare il volume di questo 
solido conoscendo la lungLezza di un Iato e di una diagonale di una faccia. 

1045. Un triangola rota di un angolo a attorno alla retta, che congiunge i 
punti di mezzo di due lati. Qual'è il rapporto dei volumi generati dalle due pavti 
del triangolo? 

1046. Trovare un punto esterno ad una sfera data, in modo che la parte di 
suportìcie conica tangente alla sfera data, avente il vertice nel punto cercato, e 
limitata dal circolo di contatto, sia eijuivalente alla auperlicie della sfera. 

1047. Trovare il volume generato da un semldecagono regolare, che rota di un 
intero giro attorno al suo diametro. 

104S. In nna efera inscrivere il cilindro di volume massimo. 

loto. In una sfera inscrivere il cono di volume massimo. 

1050. Un tronco di cono è tale che la sua altezza è media gennietrica fi a i 
diametri .delle sue due basì. Conoscendo l'altezza, determinare i raggi delle due biisi. 
in modo che la superGcie totale del tronco di cono sia equivalente a un cerchio di 
dato raggio. 

10 >1. Essendo dato un triangolo ABC ed una retta >-, non situata nel piano 
del triangolo, se si congiungano ì due vertici B, C del triangolo con un puntii i\ 
qualunque della retta r, si ottiene un quadrangolo piano o gobbo. ABCM. 

1°. Dire come varia la superficie del parallelogramma, che ha per vertici i punti 
medi dei lati del quadrangolo ABCM, quando il punto M si sposta sulla retta r- 
2°. trovare il punto che deve occupare M, perchè il parallelogrammo diventi 
un rettangolo, o una losanga. 

1052. E dato un semioircolo, che ha per diametro AB. Una perpendicolare al 
diametro AB incontra questo in un punto C e il semicircoio in D; au questa per- 
pendicolare si prende, a partire da Ó e dalla parte di D, un segmeuto CE eguale 
ad AC, e si congiungono i punti D, E col punt^o A e col pnnto B, Determinare hi 
posizione del punto C, in modo che il rapporto fra il solido, general;o dal quadri- 
latero ADBE nella rotazione intorno ad AB, e la somma dei solidi delle due sfere 
ohe hanno per diametro, l'unn AC e l'altra CB, sia eguale ad un numero dato. 

1053. Una piramide regolare ha per base un quadrato; la somma dell'apotenin 
di questa piramide e di un lato della sua base ha per misura a. e l'area della sn^i 
superficie totale è eguale ad tn'. Trovare il lato della base, l'altezza e il volume 
della piramide. 

1054. Condurra un piano parallelo alla base dì un cilindro (o cono) rotondo in 
modo ohe la base sia media proporzionale fra le due parti, in cui il piano divid'' 
la superficie laterale, 

1055. Determinare nn cilindro rotondo, che abbia l'altezsa eguale alla metà del 
raggio della base, e che abbia la superfìcie laterale equivalente a un cerchio dadi. 

lOnO. Dividere un segmento in due parti tali, che il cilindro rotondo, aventi' 
l'una per altezza e l'altra per raggio, abbia una data superficie laterale, Quaml'i' 
che questa superficie è massima? 

1057. Dato il lati> di un triangolo regolare, determinare le superficie later;il<- 
e totale, e il volume dei cono rotondo generato dalla rotazione del triangolo attorno 
ad una mediana. 
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1058. DeteiDiinare il lata di un triangolo regolare, ìn modo cbe Jl cono da esso 
generato, quando rota intorno ad una mediana, abbi» una data Buperficie laterale, 
o tutale, un dato volume. 

Htò9. Deturniinnre i raggi delle basi di un trouco di cono rotondo inscritto in 
niiH afera data, conoscendone il volume e l'altezza. 

lOttO. Tagliare nna sfera con un piano, clie divìda ìn due parti equivalenti il 
settore aferico. avente per base la più piccola delle due calotte, in cui il piano di- 
vide la afera. 

1061. Determinare il volume di una lente bioonvesaa formata da due calotte 
sferiche, conoscendo i laggi delle sfere, di olii fanno parte le due calotte, e la di- 
stanza dei loro centri. 

1062. Un cono sia circoscritto a due sfere tangenti esternamente; determinare 
il volume dei solido compreso fra la superficie del cono e le due superficie sferiche. 

1063> Tagliare una ufera con un piano, in modo cbe il cercbìo massimo sia 
medio proporzionale tra le superficie delle due calotte risultanti. 

1064. Tagliare una sfera con due piani paralleli ed equidistanti dal centro, in 
modo che la somma dei cerchi delle sezioni sia equivalente alla zona compresa 
fra essi. 

1065> In una data sfera inscrivere un cilindro retto, tale che il volume di esso 
e la somma dei volumi dei segmenti sferici, cbe hanno comuni con esso le basì, 
atibiauo un dato rapporta. 

1066. In una data sfera inscrivere un cono retto equivalente al segmento sfe- 
rico, che ha la stessa base e non è contenuto in esso. 

1067. Sopra una sfera determinare una calotta, che abbia un dato rapporto alla 
superficie conica generata dalla corda dell'arco generatore della calotta, rotando in- 
torno all'altezza dì essa. 
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